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第一章 数学分析篇
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与连续 . 78

多元函数微分学 79

重积分 . . . . 88

曲线曲面积分 . 95

含参量积分 . . 104

实数理论

1. 试证: 对任意无理数 α 和任意正整数 n, 都存在正整数 qn 和整数 pn 使得 @跟

锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

nqn
,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

q2
n

.

[数学考研竞赛00016]

2. 设 α 是无理数, 试证: A “ tm ` nα;m,n P Zu 在 R 中稠密, 也即: 任何一个

开区间至少含有 A 中一元. [数学考研竞赛00033]

3. 试证: tcosn;n P Nu 在 r´1, 1s 上稠密. [数学考研竞赛00036]

4. 设 fpxq 在 r0, 1s 上 Õ , fp0q ą 0 , fp1q ă 1 . 试证: D x0 P p0, 1q , 使得

fpx0q “ x
2
0 . (福建师范大学) [数学考研竞赛00096]

5. 若 E 是非空有上界实数集. 设 supE “ a , 且 a R E . 证明: 存在数列

txnu , xn P E , 使得 xn ă xn`1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 且 lim
nÑ8

xn “ a . [数学考研竞

赛00705]
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6. 求 @跟锦数学微信公众号

1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,
2

5
,
3

5
,
4

5
,
1

6
,
5

6
,
1

7
,
2

7
,
3

7
,
4

7
,
5

7
,
6

7
, ¨ ¨ ¨

的聚点. [数学考研竞赛00728]

7. 若 fpxq 的图像关于 x “ a, x “ b , a ‰ b 对称, 证明: fpxq 是周期函数. [数学

考研竞赛00729]

8. 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1, |x| ă 1

0, |x| “ 1

´1, |x| ą 1

, gpxq “ x2, ´8 ă x ă `8.

计算 fpgpxqq , gpfpxqq . [数学考研竞赛00836]

9. 设 n ě 2, 实数 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 都大于 ´1, 并且它们有着相同的符号. 证明: @跟

锦数学微信公众号

p1 ` a1qp1 ` a2q ¨ ¨ ¨ p1 ` anq ą 1 ` a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an.

[数学考研竞赛00994]

10. 设 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an pn ě 2q 都是正数, 且 a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an ă 1 . 证明: (1)
1

1 ´
řn
k“1 ak

ą

n
ź

k“1

p1 ` akq ą 1 `
n
ÿ

k“1

ak ; (2)
1

1 `
řn
k“1 ak

ą

n
ź

k“1

p1 ´ akq ą

1 ´
n
ÿ

k“1

ak . [数学考研竞赛01036]

11. 设 a1 ď a2 ď ¨ ¨ ¨ ď an , 且 b1 ď b2 ď ¨ ¨ ¨ ď bn . 证明 Chebychëv (切比雪夫,

18211̃894) 不等式: @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

i“1

ai

n
ÿ

i“1

bi ď n
n
ÿ

i“1

aibi.

[数学考研竞赛01037]

12. 试证: @跟锦数学微信公众号

gpn, iq ”
n
ÿ

k“0

Ck
np´1qkki “

#

0, 0 ď i ď n ´ 1

p´1qnn!, i “ n
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

[数学考研竞赛01151]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 6 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

13. 设 f 是 R 上周期为 1 的 C1 函数. 如果 f 满足以下条件: @跟锦数学微信公众

号

fpxq ` f

ˆ

x `
1

2

˙

“ fp2xq, @ x P R.

证明: f 恒等于零. [数学考研竞赛01152]

14. ((Erdös 对均值不等式的简单证明))设 ai ą 0 pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq , 则 @跟锦数学微

信公众号
a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
ě n
?
a1 ¨ ¨ ¨ an.

[数学考研竞赛01191]

15. 试证:
8
ÿ

k“0

2kz2k

1 ` z2k
“

z

1 ´ z
, @ z : |z| ă 1 . [数学考研竞赛01192]

数列极限

1. lim
nÑ8

n2
´

a
1
n ´ a

1
n`1

¯

, 其中 a ą 0 . 中山大学2019年 [数学考研竞赛00003]

2. 设 α P p0, 1q, 试求 lim
nÑ8

rpn ` 1qα ´ nαs. [数学考研竞赛00017]

3. 试求 lim
nÑ8

pn ` 1 ` n cosnq
1

2n`n sinn . [数学考研竞赛00018]

4. 定义数列 tanu 的上下极限分别为 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an “ inf
ně1

sup
kěn

ak, lim
nÑ8

an “ sup
ně1

inf
kěn

ak.

试证: tanu 收敛的充要条件为 lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an, 且当极限存在时, @跟锦数学微

信公众号

lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an.

[数学考研竞赛00019]

5. 试证: 对正数列 tanu 有 lim
nÑ8

1

an
“

1

limnÑ8 an
, lim

nÑ8

1

an
“

1

limnÑ8 an
. [数学

考研竞赛00020]

6. 设 tanu , tbnu 为数列且 tanu 收敛, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

pan ` bnq “ lim
nÑ8

an ` lim
nÑ8

bn, lim
nÑ8

pan ` bnq “ lim
nÑ8

an ` lim
nÑ8

bn.

[数学考研竞赛00021]
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7. 设 @跟锦数学微信公众号

a1 “ 1, an`1 “ an `
1

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an
pn ě 1q.

试证: lim
nÑ8

an
?

2 lnn
“ 1. [数学考研竞赛00022]

8. 设 a1 ą 0, an`1 “ lnp1 ` anq pn ě 1q. 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

npnan ´ 2q

lnn
“

2

3
.

[数学考研竞赛00023]

9. 求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

1
a

kpn ´ k ` 1q
. [数学考研竞赛00024]

10. (1) 证明方程 tanx “ x 在

ˆ

nπ, nπ `
π

2

˙

内存在实根 ξn, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ; (2)

求极限 lim
nÑ8

pξn`1 ´ ξnq. [数学考研竞赛00025]

11. 设 a0 “ π, a1 “ π
2, an`1 “ an `

2an´1

n ` 1
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 试证:

"

an

n2

*

收敛.

[数学考研竞赛00026]

12. 已知 a0 ą 0, an “
a

an´1 ` 6, 求极限 lim
nÑ8

an. [数学考研竞赛00027]

13. 判断: 若对数列 tanu 的任意两个子列 tanku 与 tamk
u, 均有 lim

kÑ8
pank´amk

q “ 0,

则tanu 收敛.[数学考研竞赛00028]

14. 设 @跟锦数学微信公众号

a0 “ 0, an`1 “ an ` e´an pn ě 0q.

再设 bn “ an ´ lnn pn ě 1q. 试证: @跟锦数学微信公众号

0 ă bn`1 ă bn, lim
nÑ8

bn “ 0.

[数学考研竞赛00029]

15. 设 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2016

nx ´ pn ´ 1qx
“

1

2017
,

试求 x. [数学考研竞赛00030]
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16. 设正数列 tanu适合 lim
nÑ8

an¨ lim
nÑ8

1

an
“ 1,试证: tanu收敛. [数学考研竞赛00034]

17. 设 0 ă x1 ă 1,且 xn`1 “ xnp1´xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明: lim
nÑ8

np1 ´ nxnq

lnn
“ 1.

[数学考研竞赛00050]

18. 试求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

sin kπ
n

n ` 1
k

. [数学考研竞赛00053]

19. 对 a P R, 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n`1
ź

k“1

cos

˜?
2k ´ 1

n
a2

¸

“ e´
a4

2 .

[数学考研竞赛00054]

20. 设 f 是 r1,8q 上的非负单调减少函数, 令 @跟锦数学微信公众号

an “
n
ÿ

k“1

fpkq ´

ż n

1

fpxq dx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

试证: 数列 tanu 收敛. [数学考研竞赛00055]

21. 设 tanuně0 , tbnuně0 , tξnuně0 为非负数列, 而且对任意 k ě 0 , 有 @跟锦数学

微信公众号

a2
k`1 ď pak ` bkq

2
´ ξ2

k.

(1) 证明:
k
ÿ

i“1

ξ2
i ď

˜

a1 `

k
ÿ

i“0

bi

¸2

. (2) 若数列 tbku 还满足
8
ÿ

k“0

b2
k ă 8 , 则

lim
kÑ8

1

k

k
ÿ

i“1

ξ2
i “ 0 . [数学考研竞赛00105]

22. 求极限 lim
nÑ8

tann
ˆ

π

4
`

1

n

˙

. [数学考研竞赛00110]

23. 求级数
8
ÿ

n“1

r2 ` p´1qnsn

n
xn 的收敛域及级数

8
ÿ

n“1

r2 ` p´1qnsn

n6n
的和. [数学考研竞

赛00124]

24. 已知 an ą 0, a1 ă 1, pn ` 1qa2
n`1 “ na

2
n ` an, n “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ . 证明: tanu 收

敛. [数学考研竞赛00127]
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25. 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

cos
1

n
`

1

n
sin

1

n

˙n2

.

[数学考研竞赛00150]

26. 设 fpxq 在 p´1, 1q 内有定义, 在 x “ 0 处可导, 且 fp0q “ 0 . 证明: @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n2

˙

“
f 1p0q

2
.

[数学考研竞赛00196]

27. 求极限 lim
nÑ8

n´1
ÿ

k“1

ˆ

1 `
k

n

˙

sin
kπ

n2
. [数学考研竞赛00203]

28. lim
nÑ8

n

„ˆ

1 `
1

n

˙n

´ e



; [数学考研竞赛00207]

29. lim
nÑ8

˜

a
1
n ` b

1
n ` c

1
n

3

¸n

, 其中 a ą 0, b ą 0, c ą 0 . [数学考研竞赛00208]

30. 设 ε P p0, 1q , @跟锦数学微信公众号

x0 “ a, xn`1 “ a ` ε sinxn pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

证明 ξ “ lim
nÑ8

xn 存在, 且 ξ 为方程 x ´ ε sinx “ a 的唯一根. [数学考研竞

赛00215]

31. 设 xn “ p1 ` aqp1 ` a
2
q ¨ ¨ ¨ p1 ` a2n

q , 其中 |a| ă 1 , 求 lim
nÑ8

xn . [数学考研竞

赛00223]

32. lim
nÑ8

ˆ

1

n ` 1
`

1

n ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n ` n

˙

; [数学考研竞赛00240]

33. 对于任何实数 α , 求证: 存在取值于 t´1, 1u 的数列 tanu
8

n“1 , 满足 @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

˜

n
ÿ

k“1

?
n ` ak ´ n

3
2

¸

“ α.

[数学考研竞赛00252]

34. 设 an “ cos
θ

2
cos

θ

22
¨ ¨ ¨ cos

θ

2n
, 求 lim

nÑ8
an . [数学考研竞赛00256]
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35. 设 tanu
8

n“0 为数列, a, λ 为有限数, 求证: (1)、如果 lim
nÑ8

an “ a , 则 @跟锦数

学微信公众号

lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ a.

(2)、如果存在正整数 p , 使得 lim
nÑ8

pan`p ´ anq “ λ , 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an

n
“
λ

p
.

[数学考研竞赛00259]

36. 设正数列 tanu 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an “ 1, lim
nÑ8

an ă `8, lim
nÑ8

n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an “ 1.

求证: lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ 1 . [数学考研竞赛00267]

37. 求极限 lim
nÑ8

pn!q
1

n2 ; [数学考研竞赛00288]

38. 设函数 fpxq 满足条件: (1)、 f : ra, bs Ñ ra, bs , 其中 ´8 ă a ă b ă 8 ; (2)、

存在常数 0 ă L ă 1 使得 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ď L|x ´ y|, @x, y P ra, bs.

设 x1 P ra, bs , 令 xn`1 “
1

2
rxn ` fpxnqs, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明: lim

nÑ8
xn “ x 存

在, 且 fpxq “ x .[数学考研竞赛00300]

39. 设 fpxq 在 r0, as 上二阶连续可微, f 1p0q “ 1 , f 2p0q ‰ 0 , 且 0 ă fpxq ă x, x P

p0, aq . 令 xn`1 “ fpxnq, x1 P p0, aq . (1)、求证: txnu 收敛并求其极限; (2)、

试问 tnxnu 是否收敛? 若收敛, 求出其极限; 若不收敛, 请说明理由. [数学考研

竞赛00317]

40. 求极限 lim
nÑ8

´

1 ` sinπ
a

1 ` 4n2
¯n

. [数学考研竞赛00321]

41. 设 α P r0, 1s , tanu 是正数列且满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

nα
ˆ

an

an`1

´ 1

˙

“ λ P p0,`8q.

求证: lim
nÑ8

nkan “ 0 , 其中 k ą 0 . [数学考研竞赛00363]

42. 设 xn “
n
ÿ

k“1

k

pk ` 1q!
, 则 lim

nÑ8
xn “ . [数学考研竞赛00367]
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43. 设 @跟锦数学微信公众号

An “
n

n2 ` 1
`

n

n2 ` 22
` ¨ ¨ ¨ `

n

n2 ` n2
,

求 lim
nÑ8

n

ˆ

π

4
´An

˙

. [数学考研竞赛00373]

44. 数列 tanu 满足关系式 @跟锦数学微信公众号

an`1 “ an `
n

an
, a1 ą 0.

求证: lim
nÑ8

npan ´ nq 存在. [数学考研竞赛00411]

45. 极限 lim
nÑ8

n

˜

sin π
n

n2 ` 1
`

sin 2
n
π

n2 ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

sinπ

n2 ` n

¸

“ . [数学考研竞赛00414]

46. 极限 lim
nÑ8

rn sinpπn!eqs 的值为 . [数学考研竞赛00450]

47. 若 fpxq 在点 x “ a 可导, 且 fpaq ‰ 0 , 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

«

f
`

a ` 1
n

˘

fpaq

ffn

“ .

[数学考研竞赛00462]

48. 设 n ą 1 为正整数. 令 @跟锦数学微信公众号

Sn “

ˆ

1

n

˙n

`

ˆ

2

n

˙n

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n ´ 1

n

˙n

.

(1)、数列 tSnu 单调增且有界, 从而极限 lim
nÑ8

Sn 存在. (2)、求极限 lim
nÑ8

Sn .

[数学考研竞赛00479]

49. 设 an “
n
ÿ

k“1

1

k
´ lnn . (1)、证明: 极限 lim

nÑ8
an 存在; (2)、记 lim

nÑ8
an “ C , 讨

论级数
8
ÿ

n“1

pan ´ Cq 的敛散性. [数学考研竞赛00503]

50. 极限 lim
nÑ8

sin2
´

π
a

n2 ` n
¯

“ . [数学考研竞赛00511]

51. 设 tanu 为一个数列, p 为固定的正整数, 若 lim
nÑ8

pan`p ´ anq “ λ . 证明: @跟锦

数学微信公众号

lim
nÑ8

an

n
“
λ

p
.

[数学考研竞赛00519]
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52. 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

”

n`1
a

pn ` 1q! ´
n
?
n!

ı

.

[数学考研竞赛00549]

53. 设 α P p0, 1q , 则 lim
nÑ8

rpn ` 1qα ´ nαs “ . [数学考研竞赛00559]

54. 设 c P p0, 1q , x1 P p0, 1q 且 @跟锦数学微信公众号

x1 ‰ cp1 ´ x
2
1q, xn`1 “ cp1 ´ x

2
nq pn ě 1q .

证明: txnu 收敛当且仅当 c P

˜

0,

?
3

2

ff

. [数学考研竞赛00576]

55. 设 fpxq 在区间 p´1, 1q 内三阶连续可导, 满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f 2p0q “ 0, f3p0q “ ´1;

又设数列 tanu 满足 @跟锦数学微信公众号

a1 P p0, 1q, an`1 “ fpanq pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

严格单调减少且 lim
nÑ8

an “ 0 . 计算 lim
nÑ8

na2
n . [数学考研竞赛00596]

56. 设 δ ą 0 , α P p0, 1q , 实数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

xn`1 “ xn

ˆ

1 ´
hn

nα

˙

`
1

nα`δ
, n ě 1,

其中 thnu 是有正的上下界. 证明:
 

nδxn
(

有界. [数学考研竞赛00606]

57. 设数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

x1 ą 0, xn`1 “ lnp1 ` xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 数列 txnu 收敛并求其极限. [数学考研竞赛00610]

58. 设函数 fpxq 为区间 ra, bs 上的连续凹函数, 满足 fpaq “ 0, fpbq ą 0 且 fpxq 在

x “ a 处存在非零的右导数. 对 n ě 2 , 记 @跟锦数学微信公众号

Sn “

#

n
ÿ

i“1

kxk;
n
ÿ

k“1

kfpxkq “ fpbq, xk P ra, bs

+

.

(1)、证明对 @ α P p0, fpbqq , 存在唯一 x P pa, bq 使得 fpxq “ α ; (2)、求

lim
nÑ8

psupSn ´ inf Snq . [数学考研竞赛00613]
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59. 计算极限 lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

22

˙ˆ

1 ´
1

32

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 ´
1

n2

˙

. [数学考研竞赛00625]

60. 设 ai ą 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,m , 其中 m 为正整数. 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
a

an1 ` a
n
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

n
m “ max ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , amu .

[数学考研竞赛00633]

61. 求极限 lim
nÑ8

„

1 ¨ 3 ¨ 5 ¨ ¨ ¨ p2n ´ 1q

2 ¨ 4 ¨ 6 ¨ ¨ ¨ p2nq



1
n

. [数学考研竞赛00654]

62. 设 an “

ż 1

0

xn
a

1 ´ x2 dx , 证明以下结论: (1)、 an “
n ´ 1

n ` 2
an´2 ; (2)、

an ď an´1 ď an´2 ; (3)、 lim
nÑ8

an

an´1

“ 1 . [数学考研竞赛00658]

63. 设 tanu 有界并满足 lim
nÑ8

pa2n ` 2anq “ 0 , 证明: lim
nÑ8

an “ 0 . [数学考研竞

赛00661]

64. 求极限 lim
nÑ8

1

n3
p12

` 22
` ¨ ¨ ¨ ` n2

q . [数学考研竞赛00674]

65. 求: (1) lim
nÑ8

?
13 ` 23 ` ¨ ¨ ¨ ` n3

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` n
. [数学考研竞赛00725]

66. 设 xn “ cosn
ˆ

nπ

4

˙

, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 求 inf txnu , sup txnu , lim
nÑ8

xn , lim
nÑ8

xn

. [数学考研竞赛00727]

67. 请叙述数列的单调有界定理. [数学考研竞赛00752]

68. 设 fpxq 是定义在实数域上的压缩函数, 即, 对于任意的 x, y P R 满足下列不等
式: @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ď
1

3
|x ´ y|.

设 x1 “ 1, xn`1 “ fpxnq, n ě 2 . 证明: (1)、数列 txnu 是一个柯西列. (2)、

存在唯一的 a P R , 使得 a “ fpaq . [数学考研竞赛00759]

69. 设 an “ cos
θ

2
cos

θ

22
¨ ¨ ¨ cos

θ

2n
, 求 lim

nÑ8
an ; [数学考研竞赛00780]

70. 计算极限 lim
nÑ8

`?
n ` 2 ´ 2

?
n ` 1 `

?
n
˘

?
n3 . [数学考研竞赛00807]

71. 设 xn “

ż 1

0

a

t2n ´ t2n`2 dt, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 计算极限 lim
nÑ`8

xn . [数学考研竞

赛00811]
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72. 证明 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ`8

`

a0

?
n ` a1

?
n ` 1 ` ¨ ¨ ¨ ` am

?
n `m

˘

“ 0,

其中 a0 ` a1 ` ¨ ¨ ¨ ` am “ 0 . [数学考研竞赛00814]

73. 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

„ˆ

1

3
`

1

5

˙

`

ˆ

1

32
`

1

52

˙

`

ˆ

1

33
`

1

53

˙

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

1

3n
`

1

5n

˙

.

[数学考研竞赛00822]

74. 设 0 ă a1 ă 1 , an`1 “ anp2 ´ anq , n “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ . 证明: 数列 tanu 收敛,

并求其极限. [数学考研竞赛00828]

75. 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2

ˆ

arctan
1

2n ´ 1
´ arctan

1

2n ` 1

˙

.

[数学考研竞赛00830]

76. 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

1

n `
?
n `

?
1
`

1

n `
?
n `

?
2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n ` 2
?
n

˙

.

[数学考研竞赛00837]

77. 设 x0 “ 0, x1 “ 1, xn`1 “
xn ` xn´1

2
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明数列 txnu 收敛.

[数学考研竞赛00842]

78. 设数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

x1 ą 0, xn`1 “ lnp1 ` xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明数列 txnu 收敛并求其极限. [数学考研竞赛00870]

79. 计算 lim
nÑ8

n
´

a

n2 ` 1 ´ n
¯

“ . [数学考研竞赛00889]

80. lim
nÑ8

n

ˆ

1

n2 ` 12
`

1

n2 ` 22
` ¨ ¨ ¨ `

1

n2 ` n2

˙

. [数学考研竞赛00923]

81. 设 a 为正常数. (1)、证明: lim
nÑ8

n
?
a “ 1 . (2)、若 lim

nÑ8
an “ a , 证明:

lim
nÑ8

n
?
an “ 1 . [数学考研竞赛00925]
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82. 设数列 tanu 既无最大值, 也无最小值. 证明: 数列 tanu 发散. [数学考研竞

赛00926]

83. 极限 lim
nÑ8

˜

1

n ` 12

n

`
1

n ` 22

n

` ¨ ¨ ¨ `
1

n ` n2

n

¸

“ . [数学考研竞赛00939]

84. 求极限 lim
nÑ8

n sinp2πn!eq . [数学考研竞赛01038]

85. 求极限 lim
nÑ8

sinpπ
a

n2 ` 1q . [数学考研竞赛01040]

86. 设 fpxq 是定义在 ra, bs 上的增函数. 再设 x0 P ra, bq , 而点列 txnu 满足:

xn ą x0 , lim
nÑ8

xn “ x0 . 求证: lim
nÑ8

fpxnq 存在. [数学考研竞赛01097]

87. 求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

1
?
n ` k

. [数学考研竞赛01118]

88. 设数列 txnu 满足 0 ă x1 ă π , xn`1 “ sinxn pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q . (1) 证明 lim
nÑ8

xn

存在, 并求其极限; (2) 计算 lim
nÑ8

ˆ

xn`1

xn

˙
1

x2n

; (3) 证明 lim
nÑ8

c

n

3
xn “ 1 ; (4) 计

算 lim
nÑ8

n

lnn

ˆ

1 ´
nx2

n

3

˙

. [数学考研竞赛01122]

89. 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

lnn

ln p12020 ` 22020 ` ¨ ¨ ¨ ` n2020q
.

[数学考研竞赛01159]

90. 设 ϕ 是 R 上严格单调增加的连续函数, ψ 是 ϕ 的反函数, 实数列 txnu 满足 @跟

锦数学微信公众号

xn`2 “ ψ

ˆˆ

1 ´
1
?
n

˙

ϕpxnq `
1
?
n
ϕpxn`1q

˙

, n ě 2.

证明 txnu 收敛或举例说明 txnu 有可能发散. [数学考研竞赛01162]

91. 试求 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2
´

x
1
n ´ x

1
n`1

¯

, x ą 0.

[数学考研竞赛01175]

92. 无穷多个无穷小量相乘还是无穷小量么? [数学考研竞赛01176]
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93. 求 lim
nÑ8

n
a

1 ` 2n sinn x . (内蒙古大学) [数学考研竞赛01182]

94. 设 @跟锦数学微信公众号

xn “
n
ÿ

k“1

k sin2 k

n2 ` k sin2 k
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

求证: 数列 txnu 收敛. [数学考研竞赛01185]

95. 求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

´

e
k2

n3 ´ 1
¯

. [数学考研竞赛01188]

96. 设数列 tanu 满足: a1 “ 1 , 且 @跟锦数学微信公众号

an`1 “
an

pn ` 1qpan ` 1q
, n ě 1.

求极限 lim
nÑ8

n!an . [数学考研竞赛01207]

97. 试证: (1) lim
nÑ8

sinp2n!eπq “ 0 ; (2) lim
nÑ8

n sinp2n!eπq “ 2π ; (3) lim
nÑ8

n2
rn sinp2n!eπq´

2πs “ ´
2πp2π2 ` 3q

3
. [数学考研竞赛01226]

98. 试证: lim
nÑ8

„ˆ

1

n

˙n

`

ˆ

2

n

˙n

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n

n

˙n

“
e

e ´ 1
. [数学考研竞赛01227]

99. (1) 设 f 在 r0, 1s 上连续可微, 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

«

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

´ n

ż 1

0

fpxq dx

ff

“
fp1q ´ fp0q

2
;

(2) 试证: lim
nÑ8

e
n
4n´

n`1
2

`

11
¨ 22

¨ ¨ ¨nn
˘

1
n “ 1 . [数学考研竞赛01228]

100. 试证: 若 lim
nÑ8

n
a

|an| “ A , 则对任意固定的整数 n0 都有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
a

|an0`n| “ a. p北京理工大学q

[数学考研竞赛01229]

101. 证明: 若 lim
nÑ8

cn ď c , 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

cn

1 ` |cn|
ď

c

1 ` |c|
.

[数学考研竞赛01230]
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102. ]给定正数列 tanu , 证明 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

a1 ` an`1

an

˙n

ě e. p国外赛题q

[数学考研竞赛01231]

103. 设 ´1 ă a0 ă 1 , an “

c

1 ` an´1

2
, pn ą 0q . 问极限 lim

nÑ8
4np1 ´ anq 是否存

在? 存在的话, 求出极限值. [数学考研竞赛01249]

104. (1) 计算 Fibonacci 数列 Fn 的通项, 其中 F1 “ F2 “ 1, Fn`1 “ Fn`Fn´1 pn ě

2q . (2) 证明: Fn`1Fn´1 ´ F
2
n “ p´1qn pn ě 2q . (3) 试求 lim

nÑ8

Fn`1

Fn
. (4) 试

求
8
ź

n“2

„

1 `
p´1qn

F 2
n



. [数学考研竞赛01250]

105. 求极限 lim
nÑ8

n´1
ÿ

k“1

ˆ

1 `
k

n

˙

sin
kπ

n2
. [数学考研竞赛01258]

函数极限

1. lim
xÑ0

sin sinx ´ tan tanx

x3
. 华东师范大学2020数分 [数学考研竞赛00004]

2. 求 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

şx

0 fptqpx ´ tq dt

x
şx

0 fp2x ´ 2tq dt
,

其中 fp0q ‰ 0 . 中国科学技术大学2020数分 [数学考研竞赛00007]

3. 设 fpxq 有连续的二阶导数, fp0q “ f 1p0q “ 0, f 2p0q ą 0, 试求 @跟锦数学微信

公众号

lim
xÑ0

şupxq

0 fptq dt
şx

0 fptq dt
,

其中 upxq 是曲线 y “ fpxq 在点 px, fpxqq 处的切线在 x 轴上的截距. [数学考

研竞赛00031]

4. 试求 lim
xÑ0

sin tanx ´ tan sinx

arcsin arctanx ´ arctan arcsinx
. [数学考研竞赛00085]

5. 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0`

psinxqα
ż 1

x

fptq

tα`1
dt,

其中 α ą 0 , fpxq 为 r0, 1s 上的连续函数. [数学考研竞赛00107]
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6. 求极限 lim
xÑ0

şx

0 re
px´tq2 ´ 1st dt

x4
. [数学考研竞赛00123]

7. 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

ex
2

´
?

cos 2x cosx

x ´ lnp1 ` xq
.

[数学考研竞赛00128]

8. 求极限 lim
xÑ0

pcosxq
1`x

sin2 x . [数学考研竞赛00141]

9. 设 spxq “

ż x

0

| cos t| dt . (1)、求 lim
xÑ`8

spxq

x
, (2)、问 y “ spxq 是否有渐近线,

并说明理由. [数学考研竞赛00155]

10. 设 fpxq 是三次多项式, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ1

fpxq

x ´ 1
“ lim

xÑ´1

fpxq

x ` 1
“ 1.

则 lim
xÑ0

fpxq

x
“ . [数学考研竞赛00160]

11. 求极限 lim
xÑ0

ˆ

ex ` e2x ` ¨ ¨ ¨ ` enx

n

˙

e
x

, 其中 n 是给定的正整数. [数学考研竞

赛00185]

12. 求 x Ñ 1´ 时, 与
8
ÿ

n“0

xn
2

等价的无穷大量. [数学考研竞赛00191]

13. 设 fpxq 在 x “ 1 点附近有定义, 且在 x “ 1 点可导, fp1q “ 0, f 1p1q “ 2 . 求

@跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpsin2 x ` cosxq

x2 ` x tanx
.

[数学考研竞赛00209]

14. 求 lim
xÑ8

e´x
ˆ

1 `
1

x

˙x2

. [数学考研竞赛00224]

15. lim
xÑ0

ˆ

sinx

x

˙
1

1´cosx

; [数学考研竞赛00239]

16. lim
xÑ0

p1 ` xq
2
x ´ e2 r1 ´ lnp1 ` xqs

x
. [数学考研竞赛00255]

17. lim
xÑ0

sin2 x ´ x2 cos2 x

x2 sin2 x
. [数学考研竞赛00271]
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18. lim
xÑ`8

„ˆ

x3
`
x

2
´ tan

1

x

˙

e
1
x ´

a

1 ` x6



. [数学考研竞赛00272]

19. 求极限 lim
xÑ`8

3
?
x

ż x`1

x

sin t
?
t ` cos t

dt .[数学考研竞赛00292]

20. 设函数 y “ fpxq二阶可导,且 f 2pxq ą 0, fp0q “ 0, f 1p0q “ 0 ,求 lim
xÑ0

x3fpuq

fpxq sin3 u
, 其中 u 是曲线 y “ fpxq 上点 P px, fpxqq 处的切线在 x 轴上的截距.[数学考

研竞赛00295]

21. 计算 lim
xÑ0`

«

lnpx ln aq ¨ ln
ln ax

ln x
a

ff

( a ą 1 ). [数学考研竞赛00305]

22. 设 fpxq 在 r1,`8q 上连续可导, @跟锦数学微信公众号

f 1pxq “
1

1 ` f2pxq
¨

«

c

1

x
´

d

ln

ˆ

1 `
1

x

˙

ff

,

证明: lim
xÑ`8

fpxq 存在.[数学考研竞赛00311]

23. 已知 lim
xÑ0

„

1 ` x `
fpxq

x



1
x

“ e3 , 则 lim
xÑ0

fpxq

x2
“ . [数学考研竞赛00368]

24. 极限 lim
xÑ8

´

şx

0 eu
2

du
¯2

şx

0 e2u2 du
的值是 . [数学考研竞赛00397]

25. 若 fp1q “ 0, f 1p1q 存在, 则极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpsin2 x ` cosxq tan 3x

pex2
´ 1q sinx

“ .

[数学考研竞赛00463]

26. 设 fpxq 具有二阶连续导数, 且 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ f 1p0q “ 0, f 2p0q “ 6,

则 lim
xÑ0

fpsin2 xq

x4
“ . [数学考研竞赛00513]

27. lim
xÑ0

lnp1 ` tanxq ´ lnp1 ` sinxq

x3
“ . [数学考研竞赛00521]

28. lim
xÑ0

lnp1 ` tanxq ´ lnp1 ` sinxq

x3
“ . [数学考研竞赛00530]
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29. 极限 lim
xÑ0

tanx ´ sinx

x lnp1 ` sin2 xq
“ . [数学考研竞赛00542]

30. lim
xÑ0

1 ´ cosx
?

cos 2x 3
?

cos 3x

x2
“ . [数学考研竞赛00562]

31. @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

ln
`

esinx ` 3
?

1 ´ cosx
˘

´ sinx

arctan
`

4 3
?

1 ´ cosx
˘ “ .

[数学考研竞赛00615]

32. 计算极限 lim
xÑ`8

xp x
?
x ´ 1q

lnx
. [数学考研竞赛00626]

33. 求极限 lim
xÑ`8

´

2020
a

x2020 ` x2019 ´
2020
a

x2020 ´ x2019
¯

. [数学考研竞赛00675]

34. 求极限 lim
xÑ`8

şx

0

”

`

1 ` 1
t

˘t
´ e

ı

dt

lnx
. [数学考研竞赛00676]

35. lim
xÑ0

lim
nÑ8

ˆ

cosx ¨ cos
x

2
¨ ¨ ¨ cos

x

2n

˙

. [数学考研竞赛00699]

36. 求 lim
xÑ2020

2020x ´ x2020

x ´ 2020
. [数学考研竞赛00730]

37. 极限 lim
xÑ0

ˆ

1

x2
´

1

x sinx

˙

“ . [数学考研竞赛00769]

38. 极限 lim
xÑ0

ˆ

ex ` e2x ` e3x

3

˙

1
sinx

“ . [数学考研竞赛00776]

39. 求极限 lim
xÑ0

şx2

0 sin t dt

x3pex ´ 1q
; [数学考研竞赛00778]

40. 计算极限 lim
xÑ`8

ˆ

2

π
arctanx

˙x

. [数学考研竞赛00808]

41. 计算极限 lim
xÑ0`

ptanxqsinx. [数学考研竞赛00823]

42. 计算极限 lim
xÑ0

ex
3

´ x3 ´ 1

sin6 x
. [数学考研竞赛00838]

43. lim
xÑ0

«

2 ` e
1
x

1 ` e
4
x

`
sinx

|x|

ff

.[数学考研竞赛00867]
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44. lim
xÑ0`

sinptanxq ´ sinpsinxq

tanx ´ sinx
. [数学考研竞赛00868]

45. 计算 lim
xÑ0

ex ´ 1 ´ x

cosx ´ 1
“ . [数学考研竞赛00890]

46. lim
xÑ0

ˆ

1

x2
´

cotx

x

˙

. [数学考研竞赛00919]

47. 设 rxs 为 x 的最大整数部分, 则 lim
xÑ0

x

„

1

x



“ . [数学考研竞赛00934]

48. 设 f : p´a, aq z t0u Ñ p0,`8q 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

„

fpxq `
1

fpxq



“ 2.

试证: lim
xÑ0

fpxq “ 1 . [数学考研竞赛01010]

49. 设 α ą 0 , 试证: lim
xÑ`8

lnx

xα
“ 0 . [数学考研竞赛01011]

50. 设 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpxq “ 0, lim
xÑ0

fp2xq ´ fpxq

x
“ 0.

试证: @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0.

[数学考研竞赛01012]

51. 设 f 在 pa, bq 上单增, 试证: 对 @ x P pa, bq , @跟锦数学微信公众号

fpx ´ 0q “ sup
yăx

fpyq, fpx ` 0q “ inf
yąx

fpyq

存在. [数学考研竞赛01021]

52. 设常数 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 满足 a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0 . 求证: @跟锦数学微信公众

号

lim
xÑ`8

n
ÿ

k“1

ak sin
?
x ` k “ 0.

[数学考研竞赛01039]
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53. 设 fpxq 在 x “ 0 的邻域连续, 且 fp0q ‰ 0 , 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

lnp1 ` xq
şx

0 fpx ´ tq dt
şx

0 psinx ´ tqfptq dt
.

[数学考研竞赛01086]

54. 极限 lim
xÑ0

px ´ sinxqe´x
2

?
1 ´ x3 ´ 1

“ . [数学考研竞赛01202]

55. 设 fpxq, gpxq 在 x “ 0 的某一邻域 U 内有定义, 对任意 x P U , fpxq ‰ gpxq ,

且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpxq “ lim
xÑ0

gpxq “ a ą 0,

则 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

rfpxqsgpxq ´ rgpxqsgpxq

fpxq ´ gpxq
“ .

[数学考研竞赛01206]

56. 对任一实数 λ ą 1 , 已 fpλq 表示方程 xp1 ` lnxq “ λ 的实数根, 试证:

lim
λÑ8

fpλq lnλ

λ
“ 1 . [数学考研竞赛01244]

57. 求 lim
xÑ0

lnp1 ` x ` x2q ` arcsin 3x ´ 5x3

sin 2x ` tan2 x ´ pex ´ 1q5
. [数学考研竞赛01259]

58. (1) 用极限定义叙述 lim
xÑ`8

fpxq ‰ `8 . (2) 证明 lim
xÑ`8

x sinx
?
x ` 1

‰ `8 . [数学考

研竞赛01260]

连续

1. 证明: 若 f 在 x0 处连续, 则 |f | 在 x0 处连续. 举例说明反之不成立. [数学考研

竞赛00074]

2. 设 hptq 是 r0, T q 上的连续函数, 适合 lim
tÑT´

hptq “ `8. 再设 @跟锦数学微信公

众号

Hptq “ max
0ďsďt

hpsq, 0 ď s ă T.

试证: @跟锦数学微信公众号

D tk Õ T, s.t. hptkq “ Hptkq Õ `8.

[数学考研竞赛00089]
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3. 使用连续函数的介值定理证明: 对于平面上给定的一个三角形, 在任意方向上都存

在一条直线, 能将三角形分成面积相等的两部分. [数学考研竞赛00108]

4. 定义在 r´1, 1s 上的函数 fpxq “

$

&

%

1

2n`1
,

1

2n`1
ă x ď

1

2n

0, ´1 ď x ď 0
, 讨论 fpxq 的间断

点, 并判断其类型. [数学考研竞赛00114]

5. 设 x “ 0 是函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

p1 ´ 2xq
1
x , x ă 0,

sin ax

x
, x ą 0

的可去间断点, 则常数 a “ . [数学考研竞赛00159]

6. 设 n ą 1 为整数, @跟锦数学微信公众号

F pxq “

ż x

0

e´t
ˆ

1 `
t

1!
`
t2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

tn

n!

˙

dt.

证明: 方程 F pxq “
n

2
在

ˆ

n

2
, n

˙

内至少有一个根. [数学考研竞赛00212]

7. 设连续函数 f : R Ñ R 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x,yPR

|fpx ` yq ´ fpxq ´ fpyq| ă `8.

证明: 存在实常数 a 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
xPR

|fpxq ´ ax| ă `8.

[数学考研竞赛00237]

8. 设函数 fpxq 在区间 p0, 1q 内连续, 且存在两两互异的点 @跟锦数学微信公众号

x1, x2, x3, x4 P p0, 1q,

使得 @跟锦数学微信公众号

α “
fpx1q ´ fpx2q

x1 ´ x2

ă
fpx3q ´ fpx4q

x3 ´ x4

“ β,

证明: 对任意 λ P pα, βq , 存在互异的点 x5, x6 P p0, 1q , 使得 @跟锦数学微信

公众号

λ “
fpx5q ´ fpx6q

x5 ´ x6

.

[数学考研竞赛00547]
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9. 设函数 @跟锦数学微信公众号

y “

$

’

&

’

%

a

1 ´ a sin2 x ´ b

x2
, x ‰ 0,

2, x “ 0

在点 x “ 0 处连续, 则 a ` b 的值为 . [数学考研竞赛00591]

10. 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续且对任意 x P r0, 1s 都有 fpxq P r0, 1s , 求证存在

x0 P r0, 1s 使得 fpx0q “ x0 . [数学考研竞赛00634]

11. 证明 fpxq “ x lnx 在 p0,`8q 上不一致连续. [数学考研竞赛00660]

12. 若函数 fpxq 在 ra, bs 上连续, 且对 @ x P ra, bs , 有 fpxq ą 0 , 则 D r ą 0, @ x P

ra, bs , 都有 fpxq ą r . [数学考研竞赛00701]

13. 讨论函数 fpxq “
1

x
sin

1

x
在 p0, 1s 的一致连续性. [数学考研竞赛00731]

14. 函数在区间 r0, 1q 连续, 则该函数在 r0, 1q 上一致连续. [数学考研竞赛00748]

15. 有界闭区间上连续函数一定一致连续. [数学考研竞赛00751]

16. 请用 ε ´ δ 语言叙述函数 fpxq 在某一点 x0 处不连续. [数学考研竞赛00753]

17. 设函数 fpxq 与 gpxq 都在 ra, bs 上连续且 fpaq ă gpaq, fpbq ą gpbq . 求证存在

x0 P ra, bs 使得 fpx0q “ gpx0q . [数学考研竞赛00815]

18. 设函数 fpxq 在 r2, 4s 上连续且 fp2q “ fp4q . 证明: 存在 a, b P r2, 4s 使得

b ´ a “ 1 且 fpaq “ fpbq . [数学考研竞赛00829]

19. 设函数 f 在以 x0 为内点的区间上有定义且 lim
∆xÑ0

rfpx0`∆xq´fpx0´∆xqs “ 0

, 请判断 x0 点是否为函数 f 的连续点, 若是则证明, 否则举例说明. [数学考研竞

赛00843]

20. 若函数 fpxq 在 ra,`8q 上连续, 且 lim
xÑ`8

fpxq 存在, a 为常数. 试证: fpxq 在

ra,`8q 上一致连续. [数学考研竞赛00903]

21. 若函数 fpxq 在 pa, bq 上存在有界导数, 证明: fpxq 在 pa, bq 上一致连续. [数学

考研竞赛00946]

22. 设 fpxq 在 rα,`8q 上连续, 当 x Ñ `8 时, fpxq 以直线 y “ ax` b 为渐近线,

求证: fpxq 在 rα,`8q 上一致连续. [数学考研竞赛00972]
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23. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, gpxq 在 r0, 1s 上有定义, 且 gp0q ą 0, gp1q ă 0,

fpxq ` gpxq 在 r0, 1s 上单调递增. 试证: 存在 ξ P p0, 1q 使得 gpξq “ 0. [数学考

研竞赛00991]

24. 设 f, g : R Ñ R 均是连续的周期函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ8

rfpxq ´ gpxqs “ 0.

试证: f ” g . [数学考研竞赛01027]

25. 设 f : r0,8q Ñ R 一致连续, 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

fpx ` nq “ 0, @ x ě 0.

试证: lim
xÑ8

fpxq “ 0 . [数学考研竞赛01028]

26. 设 f 是从区间 r0, 1s 映到 r0, 1s 的函数, 其图像 @跟锦数学微信公众号

tpx, fpxqq; x P r0, 1su

是单位正方形 r0, 1s ˆ r0, 1s 的闭子集. 证明: f 是连续函数. [数学考研竞

赛01181]

微分

1. 设 f : R Ñ R 有界, |f 1pxq| ă 1 . 证明存在 M ă 1 使得 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fp0q| ďM |x|, @ x P R.

[数学考研竞赛00001]

2. 设函数 fpxq 在区间 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内有二阶导数, 则对任意 x P pa, bq

, 存在 ξ P pa, bq , 使得 @跟锦数学微信公众号

fpxq ´ fpaq

x ´ a
´
fpbq ´ fpaq

b ´ a
“

1

2
px ´ bqf 2pξq.

[数学考研竞赛00002]

3. 设 fpxq 二次可导, fp0q “ f 1p0q “ fp1q “ 0 , 试证: 存在 ξ P p0, 1q , 使

得 f 2pξq ` 4ξf 1pξq ` p4ξ2
` 2qfpξq “ 0 . 江西师范大学2013高数 [数学考研竞

赛00005]
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4. 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ fp1q “ 0 , 对于任意

点 x0 P p0, 1q , 证明: 存在 ξ P p0, 1q , 使得 f 1pξq “ fpx0q . 河南大学2020年

[数学考研竞赛00006]

5. 设 fpxq 在 p0, 1q 上可微, 且满足 fp1q ´ 2

ż 1
2

0

fpxq dx “ 0. 求证: 在 p0, 1q 内至

少有一点 ξ , 使得 f 1pξq “ ´
fpξq

ξ
. [数学考研竞赛00008]

6. 若 F pxq “

ż x

0

sin
1

t
dt , 求 F 1p0q . 兰州大学2020数分 [数学考研竞赛00009]

7. 证明恒等式 @跟锦数学微信公众号

„

xn´1f

ˆ

1

x

˙pnq

“
p´1qn

xn`1
f pnq

ˆ

1

x

˙

.

[数学考研竞赛00014]

8. 设 fpxq “
1 ` xex

1 ` x
, 试求 f p5qp0q. [数学考研竞赛00037]

9. 设方程 sinx ´ x cosx “ 0 在 p0,`8q 中的第 n 个解为 xn. 证明: @跟锦数学

微信公众号

nπ `
π

2
´

1

nπ
ă xn ă nπ `

π

2
.

[数学考研竞赛00057]

10. 已知函数 fpxq “ lnx ´ ax, 其中 a 为常数. 如果 fpxq 有两个零点 x1, x2. 试

证: x1x2 ą e2. [数学考研竞赛00066]

11. 设 A “ paijq, 且定义 @跟锦数学微信公众号

∇AfpAq “

ˆ

Bf

Baij

˙

.

试证: (1) ∇Atr pABq “ BT ; (2) ∇Atr pABATCq “ CAB ` CTABT . [数学

考研竞赛00067]

12. 设 f 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 lim
xÑ0

fpxq

x2
存在,

ż 1

0

fpxq dx “ fp1q.

试证: 存在 ξ P p0, 1q, 使得 f 2pξq ` 2ξf 1pξq “ 0. [数学考研竞赛00069]

13. 举例说明: f 在 x0 处可导, 但 |f | 在 x0 处不可导. 反之也不对. 证明: 如果 f

在 x0 处连续, |f | 在 x0 处可导, 则 f 在 x0 处可导. [数学考研竞赛00075]
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14. 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ 0 , fp1q “ 1 . 试证:

在 p0, 1q 内存在不同的 λ , µ 使得 f 1pλqrf 1pµq ` 1s “ 2 . [数学考研竞赛00082]

15. 已知函数 fpxq “ p1 ` xq
1
x , 计算 f piqp0q , i “ 1, 2, 3 . [数学考研竞赛00084]

16. 设 fpxq 连续且 fpxq “ 3x `

ż x

0

pt ´ xq2fptq dt, 求 f p2017q
p0q 的值. [数学考研竞

赛00132]

17. 证明: pcosxqp ď cosppxq, x P

„

0,
π

2



, 0 ă p ă 1. [数学考研竞赛00135]

18. 已知函数 fpxq “
1

p1 ` x2q2
, 求 f pnqp0q 的值. [数学考研竞赛00143]

19. 已知 Pnpxq 为 n 次实系数多项式, 有 n 个不同实根. 证明: Pnpxq ` P
1
npxq 有 n

个不同的实根. [数学考研竞赛00149]

20. 设 f 在 p0,`8q 上连续, 且 @ a ą 0, b ą 0 , 有 @跟锦数学微信公众号
ż ab

a

fpxq dx “

ż b

1

fpxq dx.

求 fpxq 的表达式. [数学考研竞赛00157]

21. 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

#

sin 2x, x ě 1,

e3x
´ 1, x ă 1,

令 y “ f pfpxqq , 则 @跟锦数学微信公众号

dy

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“π

“ .

[数学考研竞赛00161]

22. 设 fpxq “ xe´x ` x2020 , 则 f p2020q
pxq “ . [数学考研竞赛00163]

23. 方程 @跟锦数学微信公众号

1

x ´ 1
`

1

x ´ 2
`

1

x ´ 3
` ¨ ¨ ¨ `

1

x ´ 100
“ 0

的实根共有 个. [数学考研竞赛00164]

24. 假设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内二阶可导, 过点 A p0, fp0qq , 与点

B p1, fp1qq 的直线与曲线 y “ fpxq 相交于点 C pc, fpcqq , 其中 0 ă c ă 1 . 证

明: 在 p0, 1q 内至少存在一点 ξ , 使得 f 2pξq “ 0 . [数学考研竞赛00180]
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25. 设 fpxq 是连续函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ 3x2
´

ż 2

0

fpxq dx ´ 2,

则 fpxq “ . [数学考研竞赛00182]

26. 设函数 y “ ypxq 由方程 xefpyq “ ey ln 29 确定, 其中 f 具有二阶导数, 且 f 1 ‰ 1

, 则 @跟锦数学微信公众号
d2y

dx2
“ .

[数学考研竞赛00184]

27. 设函数 fpxq 连续, gpxq “

ż 1

0

fpxtq dt , 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ A , A 为常数, 求 g1pxq

并讨论 g1pxq 在 x “ 0 处的连续性. [数学考研竞赛00186]

28. 若关于 x 的方程 kx `
1

x2
“ 1 pk ą 0q 在区间 p0,`8q 内有唯一实数解, 则常数

k “ . [数学考研竞赛00193]

29. 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可微, 且 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ fp1q “ 0, f

ˆ

1

2

˙

“ 1.

证明: (1)、存在 ξ P

ˆ

1

2
, 1

˙

使得 fpξq “ ξ ; (2)、存在 η P p0, ξq 使得

f 1pηq “ fpηq ´ η ` 1 . [数学考研竞赛00211]

30. 是否存在 R1 中的可微函数 fpxq 使得 @跟锦数学微信公众号

f pfpxqq “ 1 ` x2
` x4

´ x3
´ x5?

若存在, 请给出一个例子; 若不存在, 请给出证明. [数学考研竞赛00213]

31. 设 D Ă R2 是凸区域, 函数 fpx, yq 是凸函数. 证明或否定: fpx, yq 在 D 上连

续. 注: 函数 fpx, yq 为凸函数的定义是 @ α P p0, 1q 以及 px1, y1q, px2, y2q P D

, 成立 @跟锦数学微信公众号

f pαx1 ` p1 ´ αqx2, αy1 ` p1 ´ αqy2q ď αfpx1, y1q ` p1 ´ αqfpx2, y2q.

[数学考研竞赛00217]
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32. 设函数 fpxq 在 p´8,`8q 上具有二阶导数, 并且 @跟锦数学微信公众号

f 2pxq ą 0, lim
xÑ`8

f 1pxq “ α ą 0, lim
xÑ´8

f 1pxq “ β ă 0,

且存在一点 x0 , 使得 fpx0q ă 0 . 证明: 方程 fpxq “ 0 在 p´8,`8q 恰有两个

实根. [数学考研竞赛00228]

33. 设函数 y “ fpxq 由参数方程

#

x “ 2t ` t2

y “ ψptq
pt ą ´1q 所确定. 且 @跟锦数学微

信公众号
d2y

dx2
“

3

4p1 ` tq
,

其中 ψptq 具有二阶导数, 曲线 y “ ψptq 与 @跟锦数学微信公众号

y “

ż t2

1

eu
2

du `
3

2e

在 t “ 1 处相切. 求函数 ψ . [数学考研竞赛00229]

34. 已知

#

x “ lnp1 ` e2t
q,

y “ t ´ arctan et,
求

d2y

dx2
. [数学考研竞赛00241]

35. 设函数 fpxq 在 x “ 0 的某邻域内有二阶连续导数, 且 fp0q, f 1p0q, f 2p0q 均不为

零. 证明: 存在唯一一组实数 k1, k2, k3 , 使得 @跟锦数学微信公众号

lim
hÑ0

k1fphq ` k2fp2hq ` k3fp3hq ´ fp0q

h2
“ 0.

[数学考研竞赛00243]

36. 设函数 fpxq 在闭区间 r´1, 1s 上具有连续的三阶导数, 且 @跟锦数学微信公众号

fp´1q “ 0, fp1q “ 1, f 1p0q “ 0.

求证: 在开区间 p´1, 1q 内至少存在一点 x0 , 使得 f3px0q “ 3 . [数学考研竞

赛00260]

37. 设 k0 ă k1 ă ¨ ¨ ¨ ă kn 为给定的正整数, A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 为实参数. 指出函数

@跟锦数学微信公众号

fpxq “ sin k0x `A1 sin k1x ` ¨ ¨ ¨ `An sin knx

在 r0, 2πq 上零点个数的 (当 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 变化时的) 最小可能值并加以证明.

[数学考研竞赛00266]
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38. 设 fpxq 在 p´8,`8q 上无穷次可微, 并且满足: 存在 M ą 0 , 使得 @跟锦数学

微信公众号

|f pkqpxq| ďM, @ x P p´8,`8q, pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

且 f

ˆ

1

2n

˙

“ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q . 求证: 在 p´8,`8q 上, fpxq ” 0 . [数学考

研竞赛00277]

39. 求方程 x2 sin
1

x
“ 2x ´ 501 的近似解, 精确到 0.001 .[数学考研竞赛00294]

40. 设 fpxq 为区间 pa, bq 上的可导函数. 对 x0 P pa, bq , 若存在 x0 的领域 U 使

得对任意的 x P U z tx0u 都有 fpxq ą fpx0q ` f
1
px0qpx ´ x0q , 则称 x0 为

fpxq 的凹点; 类似地, 若存在 x0 的领域 U 使得对任意的 x P U z tx0u 都有

fpxq ă fpx0q ` f
1
px0qpx ´ x0q , 则称 x0 为 fpxq 的凸点. 求证: 若 fpxq 是区

间 pa, bq 上的二次可微函数, 且不是一次函数, 则 fpxq 一定存在凹点或凸点.[数

学考研竞赛00302]

41. 设函数 fpxq 在 r´2, 2s 上二阶可导, 且 |fpxq| ă 1 , 又 f2
p0q ` rf 1p0qs2 “ 4 . 试

证在 p´2, 2q 内至少存在一点 ξ , 使得 fpξq ` f 2pξq “ 0 .[数学考研竞赛00312]

42. 设 a ą 1 , f : p0,`8q Ñ p0,`8q 可微. 求证: 存在趋于 `8 的正数列 txnu ,

使得 f 1pxnq ă fpaxnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . [数学考研竞赛00318]

43. 设 fpx, yq 为 ra, bsˆR 上关于 y 单调下降的二元函数. 设 y “ ypxq 和 z “ zpxq

是可微函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

y1 “ fpx, yq, z1 ď fpx, zq, x P ra, bs.

已知 zpaq ď ypaq . 求证: zpxq ď ypxq, x P ra, bs . [数学考研竞赛00334]

44. 对多项式 fpxq , 用 dpfq 表示其最大和最小实根之间的距离. 设 n ě 2 为自

然数. 求最大实数 C , 使得对任何所有根都是实数的 n 次多项式 fpxq 都有

dpf 1q ě Cdpfq. [数学考研竞赛00336]

45. 对多项式 fpxq , 用 dpfq 表示其最大和最小实根之间的距离. 设 n ě 2 为自

然数. 求最大实数 C , 使得对任何所有根都是实数的 n 次多项式 fpxq 都有

dpf 1q ě Cdpfq. [数学考研竞赛00340]
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46. 设 f P C4
p´8,`8q , @跟锦数学微信公众号

fpx ` hq “ fpxq ` f 1pxqh `
1

2
f 2px ` θhqh2,

其中 θ 是与 x, h 无关的常数, 证明 f 是不超过三次的多项式. [数学考研竞

赛00352]

47. 设 fpxq 在 R 上有二阶导函数, fpxq, f 1pxq, f 2pxq 都大于零. 假设存在正数 a, b

使得 f 2pxq ď afpxq ` bf 1pxq 对一切 x P R 成立. (1)、求证: lim
xÑ´8

f 1pxq “ 0 ;

(2)、求证: 存在常数 c 使得 f 1pxq ď cfpxq . (3)、求使上面不等式成立的最小

常数 c . [数学考研竞赛00361]

48. 设函数 y “ ypxq 由方程 x “

ż y´x

1

sin2

ˆ

πt

4

˙

dt 所确定, 求
dy

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

“ .

[数学考研竞赛00366]

49. 设 fpxq 在 pa, bq 内二次可导, 且存在常数 α, β , 使得对于 @ x P pa, bq , 有 @跟

锦数学微信公众号

f 1pxq “ αfpxq ` βf 2pxq,

则 fpxq 在 pa, bq 内无穷次可导. [数学考研竞赛00420]

50. 设 fptq 二阶连续可导, 且 fptq ‰ 0 , 若 @跟锦数学微信公众号
$

’

&

’

%

x “

ż t

0

fpsq ds,

y “ fptq,

则
d2y

dx2
“ . [数学考研竞赛00448]

51. 设 fpxq “ ex sin 2x , 则 f p4qp0q “ . [数学考研竞赛00465]

52. 设 a 为实数, 关于 x 的方程 @跟锦数学微信公众号

3x4
´ 8x3

´ 30x2
` 72x ` a “ 0

有虚根的充分必要条件是 a 满足 . [数学考研竞赛00473]

53. 设 a 为实数, 关于 x 的方程 @跟锦数学微信公众号

3x4
´ 8x3

´ 30x2
` 72x ` a “ 0

有虚根的充分必要条件是 a 满足 . [数学考研竞赛00482]
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54. 设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上连续且

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0 , 证明: 在区间 r0, 1s 上

存在三个不同的点 x1, x2, x3 , 使得 @跟锦数学微信公众号

π

8

ż 1

0

fpxq dx “

„

1

1 ` x2
1

ż x1

0

fptq dt ` fpx1q arctanx1



x3

“

„

1

1 ` x2
2

ż x2

0

fptq dt ` fpx2q arctanx2



p1 ´ x3q.

[数学考研竞赛00548]

55. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续可微, 在 x “ 0 处有任意阶导数, f pnqp0q “ 0 p@ n ě 0q

, 且存在常数 C ą 0 使得 |xf 1pxq| ď C|fpxq|, @ x P r0, 1s . 证明: (1)、

lim
xÑ0`

fpxq

xn
“ 0 p@ n ě 0q ; (2)、在 r0, 1s 上成立 fpxq ” 0 . [数学考研竞

赛00556]

56. 设 ypxq P C1
r0, 1q 满足 ypxq P r0, πs 及 @跟锦数学微信公众号

x “

$

’

&

’

%

sin ypxq

ypxq
, y P p0, πs,

1, y “ 0.

则 y1p0q “ . [数学考研竞赛00570]

57. 设 α ą 0, fpxq P C1
r0, 1s , 且对任何非负整数 n, f pnqp0q 均存在且为零. 进一步

存在常数 C ą 0 使得 @跟锦数学微信公众号

|xαf 1pxq| ď C|fpxq| p@ x P r0, 1sq .

证明: (1)、若 α “ 1 , 则在 r0, 1s 上 fpxq ” 0 . (2)、若 α ą 1 , 举例说明在

r0, 1s 上 fpxq ” 0 可以不成立. [数学考研竞赛00575]

58. 设 ypxq P C1
r0, 1q 满足 ypxq P r0, πs 及 @跟锦数学微信公众号

x “

$

’

&

’

%

sin ypxq

ypxq
, y P p0, πs,

1, y “ 0.

则 y1p0q “ . [数学考研竞赛00579]

59. 设 α ą 0, fpxq P C1
r0, 1s , 且对任何非负整数 n, f pnqp0q 均存在且为零. 进一步

存在常数 C ą 0 使得 @跟锦数学微信公众号

|xαf 1pxq| ď C|fpxq| p@ x P r0, 1sq .
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证明: (1)、若 α “ 1 , 则在 r0, 1s 上 fpxq ” 0 . (2)、若 α ą 1 , 举例说明在

r0, 1s 上 fpxq ” 0 可以不成立. [数学考研竞赛00584]

60. 设 α ą 0 , fpxq 在 r0, 1s 上非负, 有二阶导函数, fp0q “ 0 , 且在 r0, 1s 上不恒

为零. 求证: 存在 ξ P p0, 1q 使得 @跟锦数学微信公众号

ξf 2pξq ` pα ` 1qf 1pξq ą αfpξq.

[数学考研竞赛00603]

61. 设 fpxq “
1

1 ` ex
. (1)、证明 fpxq 是 r0,`8q 上的凸函数. 进一步证明当

x, y ě 0 时成立 @跟锦数学微信公众号

fpxq ` fpyq ď fp0q ` fpx ` yq.

(2)、设 n ě 3 , 试确定集合 @跟锦数学微信公众号

E “

#

n
ÿ

k“1

fpxkq;
n
ÿ

k“1

xk “ 0, x1, ¨ ¨ ¨ , xn P R

+

.

[数学考研竞赛00607]

62. 设 fpxq 在 r0,`8q 上可微, fp0q “ 0 , 且存在常数 A ą 0 , 使得 @跟锦数学微

信公众号

|f 1pxq| ď A|fpxq|

在 r0,`8q 上成立, 试证明在 p0,`8q 上有 fpxq ” 0 . [数学考研竞赛00621]

63. 设函数 fpxq 在实数集 R 上连续且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ 3x `

ż x

0

pt ´ xqfptq dt,

求 f p2019q
p0q 的值. [数学考研竞赛00627]

64. 设 k P R , 试问 k 为何值时, 方程 arctanx ´ kx “ 0 无正实根. [数学考研竞

赛00682]

65. 设函数 fpxq 在 r0, 3s 上连续, 在 p0, 3q 内可导, 且满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q ` fp1q ` fp2q “ 3, fp0q ‰ 1, fp3q “ 1,

证明: 存在 ξ P p0, 3q , 使得 f 1pξq “ 0 . [数学考研竞赛00686]
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66. 若函数 fpxq 可导, 则其导函数 f 1pxq 不存在第二类间断点. [数学考研竞赛00702]

67. 设函数 fpxq 在 pa,`8q 内可导, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑ`8

fpxq “ A.

证明: 在 pa,`8q 内至少存在一点 ξ , 使得 f 1pξq “ 0 . [数学考研竞赛00704]

68.
d2020

“

e2019x sinp2018x ` 2017q
‰

dx2020
. [数学考研竞赛00726]

69. 如果函数 fpxq 在某一点 x0 处连续, 则 fpxq 在 x0 处可微. [数学考研竞赛00749]

70. 计算 pcos2 xqp2019q , 其中 2019 表示 2019 次导数. [数学考研竞赛00754]

71. 设 0 ă b ď a , 证明: @跟锦数学微信公众号

a ´ b

a
ď ln

a

b
ď
a ´ b

b
.

[数学考研竞赛00757]

72. 设 fpxq 是定义在实数域上的可导正函数, 并且 f 1pxq “ 2020fpxq , fp0q “ 1 ,

求 fpxq . [数学考研竞赛00758]

73. 设函数 y “ ypxq 由方程

#

x “ sin at

y “ cos bt
所确定, 则

d2y

dx2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

“ . [数学考研

竞赛00770]

74. 设 a0 `
a1

2
`
a2

3
` ¨ ¨ ¨ `

an

n ` 1
“ 0 , 证明: a0 ` a1x ` a2x

2
` ¨ ¨ ¨ ` anx

n
“ 0

在区间 p0, 1q 内至少有一个根. [数学考研竞赛00783]

75. 设函数 fpxq “

$

&

%

x5 sin
1

x
, x ‰ 0

0, x “ 0
, 计算 f 在 x “ 0 处的二阶导数 f 2p0q .

[数学考研竞赛00809]

76. 设 y “
px ` 2q2px ´ 4q4

px ` 3q3px ´ 5q5
, 其中 x ą 5 , 求 y1 . [数学考研竞赛00824]

77. 设 gp0q “ g1p0q “ 0 , @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

gpxq sin
1

x
, x ‰ 0

0, x “ 0
,

求 f 1p0q . [数学考研竞赛00839]
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78. 设函数 fpxq 连续, ϕpxq “

ż 1

0

fpxtq dt , 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ A ( A 为常数), 求

ϕ1pxq 并讨论 ϕ1pxq 在 x “ 0 处的连续性. [数学考研竞赛00871]

79. 设函数 fpxq “ px3
´ 3x ` 2qnϕpxq , 其中函数 ϕpxq 在 x “ 2 点的邻域内有

n ´ 1 阶的连续导数. 证明: f pn´1q
p2q “ 0 且 f pnqp2q “ n! ¨ ϕp2q . [数学考研竞

赛00872]

80. 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上二阶可导且满足 |f 2pxq| ď 1p0 ď x ď 1q . 又设 fpxq 在

区间 p0, 1q 内取得极值
1

4
. 证明: |fp0q| ` |fp1q| ď 1 . [数学考研竞赛00875]

81. 若点 p0, 1q 是 y “ x3
` bx2

` c 的拐点, 则 b, c 所满足的条件为 . [数学考

研竞赛00891]

82. 设 y “ arccos
1

|x|
, 求 dy . [数学考研竞赛00921]

83. 设函数 fpxq 在开区间 pa,`8q 内可导, 且 lim
xÑ`8

fpxq 与 lim
xÑ`8

f 1pxq 都存在. 证

明: lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0 . [数学考研竞赛00927]

84. 设函数 fpxq 在 p´8,`8q 内有二阶导数, fpxq 在 p´8,`8q 内有界, 证明: 存

在 ξ P p´8,`8q , 使得 f 2pξq “ 0 . [数学考研竞赛00929]

85. 若 fpxq “

#

lnx, 0 ă x ď 1,

ax ´ a, x ą 1
在 p0,`8q 上可导, 则常数 a “ . [数学

考研竞赛00933]

86. 设 fpxq “ arctanx , 则 f p2nqp0q “ , 其中 n 为正整数. [数学考研竞

赛00936]

87. 可导的偶函数的导函数为奇函数, 可导的奇函数的导函数为偶函数. [数学考研竞

赛00944]

88. 若函数 fpxq 在 ra, bs 上有二阶导数, f 1paq “ f 1pbq “ 0 , 证明: 存在 ξ P pa, bq ,

使得 @跟锦数学微信公众号

|f 2pξq| ě
4

pb ´ aq2
|fpbq ´ fpaq|.

[数学考研竞赛00947]

导数介值定理 设 f 在 ra, bs 上可导, 且 f 1
`
paq ¨ f 1

´
pbq ă 0 , 则 D ξ P pa, bq, s.t. f 1pξq ă 0 .

[数学考研竞赛00967]
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89. 设 fpxq 在 a 点处具有直到 n 阶的导数, f 1paq “ f 2paq “ ¨ ¨ ¨ “ f pn´1q
paq “ 0 ,

f pnqpaq ‰ 0 , 证明: (1) 当 n 为奇数时, fpaq 不是极值; (2) 当 n 为偶数时, fpaq

是极值, 并指出什么时候是极大值, 什么时候是极小值. [数学考研竞赛00977]

90. 设常数 0 ă c ă 1 , fpxq 在 x “ 0 点连续, 且 lim
xÑ0

fpxq ´ fpcxq

x
“ A 存在且有

限, 求证: fpxq 在 x “ 0 点可导, 并证明: f 1p0q “
A

1 ´ c
. [数学考研竞赛00980]

91. 已知函数 fpxq 的反函数是 ϕpyq, 写出用 f 1, f 2, f3 表示 ϕ1, ϕ2, ϕ3 的表达式.

[数学考研竞赛01003]

92. 试证: @跟锦数学微信公众号

2 arctanx ` arcsin
2x

1 ` x2
“ π, x ą 1.

[数学考研竞赛01023]

93. 试证: @跟锦数学微信公众号

arctan a ´ arctan b ą
a ´ b

?
1 ` a2

?
1 ` b2

, @ a ą b ą 0.

[数学考研竞赛01055]

94. 设 f 在 r0, 1s 上可微, 且满足条件 fp1q “ 3

ż 1{3

0

ex´1fpxq dx , 证明: 存在

ξ P p0, 1q , 使得 fpξq ` f 1pξq “ 0 . [数学考研竞赛01101]

95. 设 fpxq “ x2 lnpx ` 1q , 求 f pnqp0q . [数学考研竞赛01120]

96. 设 fpxq 在 R 上连续, 又 @跟锦数学微信公众号

φpxq “ fpxq

ż x

0

fptq dt

单调递减. 证明: f ” 0 . [数学考研竞赛01123]

97. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ fp1q “ 0 , f

ˆ

1

2

˙

“ 1 .

证明: 对于任意的实数 λ , 一定存在 ξ P p0, 1q , 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1pξq ´ λfpξq ` λfpξq “ 1.

[数学考研竞赛01127]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 37 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

98. 设 f 是 ra, bs 上的连续函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

D̄`fpxq “ lim
yÑx`

fpyq ´ fpxq

y ´ x
ě 0, a ď x ď b.

试证: fpaq ď fpbq . [数学考研竞赛01136]

99. 设 fpxq 在 ra, bs 上可微, fpaq “ fpbq “ 0 , 则对 @ x P ra, bs , 存在 ξ P pa, bq

, 使得 @跟锦数学微信公众号

fpxq “
f 2pξq

2
px ´ aqpx ´ bq.

[数学考研竞赛01147]

100. fpxq 在 ra, bs 上二阶可微, 试证: 对任意 c P pa, bq , 存在 ξ P pa, bq 使得 @跟锦

数学微信公众号

f 2pξq

2
“

fpaq

pa ´ bqpa ´ cq
`

fpbq

pb ´ aqpb ´ cq
`

fpcq

pc ´ aqpc ´ bq
.

[数学考研竞赛01148]

101. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, fpaq ă fpbq , 又设对一切 x P pa, bq , @跟锦数学微信

公众号

lim
tÑ0

fpx ` tq ´ fpx ´ tq

t

存在, 用 gpxq 表示这一极限值. 试证: 存在 c P pa, bq , 使得 gpcq ě 0 . (南开大

学) (注意题目未假定导数存在) [数学考研竞赛01150]

102. 设 f P Cn`1
pRq , 试证: 对 @ a P R , @跟锦数学微信公众号

dn

dxn

„

fpxq ´ fpaq

x ´ a



x“a

“
f pn`1qpaq

n ` 1
.

[数学考研竞赛01154]

103. 设 fpxq 在 ra, bs 上可导, 且 f 1paq “ f 1pbq , 试证: @跟锦数学微信公众号

D ξ P pa, bq, s.t. f 1pξqpξ ´ aq “ fpξq ´ fpaq.

[数学考研竞赛01172]

104. 设函数 fpxq “ px ` 1qne´x
2

, 则 f pnqp´1q “ . [数学考研竞赛01203]
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105. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, fpxq 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ 0 , fp1q “ 1 . 证

明: (1)、存在 x0 P p0, 1q , 使得 fpx0q “ 2 ´ 3x0 ; (2)、存在 ξ, η P p0, 1q , 且

ξ ‰ η , 使得 @跟锦数学微信公众号

r1 ` f 1pξqs r1 ` f 1pηqs “ 4.

[数学考研竞赛01208]

106. 设函数 gpxq 非负连续, 且存在正数 a 使得 @跟锦数学微信公众号

gpxq ` a

ż x

x´1

gptq dt “ A.

(1)、求证: gpxq 可导; (2)、令 F pxq “ eaxgpxq , 证明 F pxq 为增函数; (3)、

求证: gpxq ě Ae´a ; (4)、给出 gpxq 恒为常数的一个充分条件. [数学考研竞

赛01243]

107. 设 f : R Ñ R 是可微的凸函数, 试证: fpx ` f 1pxqq ě fpxq, @ x P R . [数学考

研竞赛01245]

108. 设 f : ra, bs Ñ R 连续, 在 pa, bq 内二阶可导, 且 fpaq “ fpbq , f 1paq “ f 1pbq .

试证: @ λ P R, D ξ P pa, bq, s.t. f 2pξq ´ λrf 1pξqs2 “ 0 . [数学考研竞赛01246]

109. 设 Pnpxq “
n
ÿ

k“0

xk

k!
, 试证: P2n`1pxq 有唯一实根. [数学考研竞赛01253]

微分法与不等式

1. 试证: 当 0 ă x ă 1 时,

d

1 ´ x

1 ` x
ă

lnp1 ` xq

arcsinx
. [数学考研竞赛00086]

2. 设函数 fpxq在 r0, 1s上有二阶导数,且存在正常数A,B使得 |fpxq| ď A, |f 2pxq| ď

B . 证明: 对任意 x P r0, 1s , 有 @跟锦数学微信公众号

|f 1pxq| ď 2A `
B

2
.

[数学考研竞赛00370]

3. 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

x sin
1

x
, x ‰ 0;

0, x “ 0.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 39 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

求最大常数 α 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|α
ă `8.

[数学考研竞赛00380]

4. 设 aptq, fptq 为实连续函数, @ t P R 有 @跟锦数学微信公众号

fptq ą 0, aptq ě 1,

ż 8

0

fptq dt “ `8.

已知 C2 函数 xptq 满足 @跟锦数学微信公众号

x2ptq ` aptqfpxptqq ď 0, @ t P R.

求证: xptq 在 r0,`8q 有上界. [数学考研竞赛00381]

5. 设 aptq, fptq 为实连续函数, @ t P R 有 @跟锦数学微信公众号

fptq ą 0, aptq ě 1,

ż 8

0

fptq dt “ `8.

已知 C2 函数 xptq 满足 @跟锦数学微信公众号

x2ptq ` aptqfpxptqq ď 0, @ t P R.

求证: xptq 在 r0,`8q 有上界. [数学考研竞赛00390]

6. 设单位圆 Γ 的外切 n 边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 各边与 Γ 分别切于 B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn .

令 PA, PB 分别表示多边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 与 B1B2 ¨ ¨ ¨Bn 的周长. 求证: @跟锦

数学微信公众号

P
1
3

A ¨ P
2
3

B ą 2π.

[数学考研竞赛00430]

7. 设 aptq, fptq 为 R 上的连续函数, 且对任意 x P R 有 apxq ą 0 . 已知
ż 8

0

apxq dx “ `8, lim
xÑ`8

fpxq

apxq
“ 0, 且 @跟锦数学微信公众号

y1pxq ` apxqypxq “ fpxq, x P R.

求证: lim
xÑ`8

ypxq “ 0 . [数学考研竞赛00431]
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8. 设单位圆 Γ 的外切 n 边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 各边与 Γ 分别切于 B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn .

令 PA, PB 分别表示多边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 与 B1B2 ¨ ¨ ¨Bn 的周长. 求证: @跟锦

数学微信公众号

P
1
3

A ¨ P
2
3

B ą 2π.

[数学考研竞赛00439]

9. 设 α ą 1 . 求证不存在 r0,`8q 上的正可导函数 fpxq 满足 @跟锦数学微信公众

号

f 1pxq ě fαpxq, x P r0,`8q.

[数学考研竞赛00460]

10. 设 0 ă x ă
π

2
, 证明: @跟锦数学微信公众号

4

π2
ă

1

x2
´

1

tan2 x
ă

2

3
.

[数学考研竞赛00499]

11. 设 f : R Ñ p0,`8q 是一可微函数, 且对所有 x, y P R , 有 |f 1pxq ´ f 1pyq| ď

|x ´ y|α , 其中 α P p0, 1s 是常数. 求证: 对所有 x P R , 有 @跟锦数学微信公众

号

|f 1pxq|
α`1
α ă

α ` 1

α
fpxq.

[数学考研竞赛00558]

12. 设函数 fpxq 在 r0,`8q 上具有连续导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

3r3 ` f2
pxqsf 1pxq “ 2r1 ` f2

pxqs2e´x
2

,

且 fp0q ď 1 . 证明: 存在常数 M ą 0 , 使得 x P r0,`8q 时, 恒有 |fpxq| ďM

. [数学考研竞赛00624]

13. 若 fpxq 在 p´8,`8q 上二阶可导, 且有 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ďM0, |f
2
pxq| ďM1.

证明: |f 1pxq| ď
a

2M0M1 . [数学考研竞赛00907]

14. 设 fpxq 在 r0, 1s 上可导, fp0q “ fp1q ,

ż 1

0

fpxq dx “ 0 , 且对一切 x P r0, 1s

都有 f 1pxq ‰ 1 , 记 gpxq “ fpxq ´x , n ě 2 为正整数, 求证: (1) gpxq 在 r0, 1s
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上严格单调递减; (2) ´
n

2
ă

n´1
ÿ

k“0

g

ˆ

k

n

˙

ă ´
n

2
` 1 ; (3)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

2
. [数

学考研竞赛00968]

15. 设 f 2pxq 在 p´8,`8q 上连续, 且对任意 x P p´8,`8q 有 |fpxq| ď M0 ,

|f 2pxq| ďM1 , 证明: |f 1pxq| ď
a

2M0M1 . [数学考研竞赛00978]

16. 设 f 在 ra, bs 上二阶连续可微, 满足 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď A, |f 2pxq| ď B, @ x P ra, bs,

并且 @跟锦数学微信公众号

D x0 P ra, bs, s.t. |f 1px0q| ď D.

试证: @跟锦数学微信公众号

|f 1pxq| ď 2
?
AB `D, @ x P ra, bs.

[数学考研竞赛01044]

17. 设 fpxq 在 p´8,`8q 上 n 次可微, 且 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ďM0, |f pnqpxq| ďMn, pM0,Mn 为常数q.

求证: (1) f 1pxq, ¨ ¨ ¨ , f pn´1q
pxq在 p´8,`8q上有界; (2) |f pkqpxq| ď 2

kpn´kq
2 M

1´ k
n

0 M
k
n
n , p0 ď

k ď nq . [数学考研竞赛01077]

18. 证明不等式: @跟锦数学微信公众号

1 ` x ln
´

x `
a

1 ` x2
¯

ą
a

1 ` x2, x ą 0.

[数学考研竞赛01121]

19. 设 fpxq 二阶连续可导, fp0q “ fp1q “ 0 , max
0ďxď1

fpxq “ 2 . 证明: @跟锦数学微

信公众号

min
0ďxď1

f 2pxq ď ´16.

[数学考研竞赛01131]

20. 试证: @跟锦数学微信公众号

x
1

ln 2 ln
`

1 ` 1
x

˘

lnp1 ` xq
ą 1, x ą 1.

[数学考研竞赛01135]
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21. 设 f 在 r0, cs 上连续, fp0q “ 0 , 且当 x P p0, cq 时, f 2pxq ă 0 . 试证: 当

0 ă a ă b ă a ` b ă c 时, @跟锦数学微信公众号

fpa ` bq ă fpaq ` fpbq.

[数学考研竞赛01149]

22. 试证: @跟锦数学微信公众号

p1 ` aq lnp1 ` aq ` p1 ` bq lnp1 ` bq ă p1 ` a ` bq lnp1 ` a ` bq, @ a, b ą 0.

[数学考研竞赛01171]

23. 设 f : R Ñ p0,8q 是可微函数, 且存在 L ą 0 , 使得 |f 1pxq ´ f 1pyq| ď L|x ´

y|, @ x, y P R . 试证: rf 1pxqs2 ă 2Lfpxq, @ x P R . [数学考研竞赛01235]

24. 设 a, b ą 0 , x, c ą 1 , 试证: xa
c

` xb
c

ě 2xpabq
c{2

. [数学考研竞赛01247]

不定积分

1. 试求

ż

1 ´ x2 cosx

p1 ` x sinxq2
dx. [数学考研竞赛00035]

2. 试求

ż

?
1 ` cosx dx. [数学考研竞赛00060]

3. 求不定积分

ż

2x ` sin 2x

pcosx ´ x sinxq2
dx. [数学考研竞赛00111]

4. 求不定积分

ż

dx

p2 ` cosxq sinx
. [数学考研竞赛00119]

5. 求不定积分

ż

1 ´ x2 cosx

p1 ` x sinxq2
dx . [数学考研竞赛00142]

6. 求不定积分 @跟锦数学微信公众号
ż

p1 ` xnq´p1`
1
nq dx,

其中 n 为正整数. [数学考研竞赛00151]

7. 已知 @跟锦数学微信公众号
ż

fpxq dx “ x arctanx ` C,
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则 @跟锦数学微信公众号
ż

fpxq

1 ` x2
dx “ .

[数学考研竞赛00165]

8. 已知 fpxq 在

ˆ

1

4
,
1

2

˙

内满足 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq “
1

sin3 x ` cos3 x
,

求 fpxq . [数学考研竞赛00206]

9. 求不定积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż
ˆ

1 ` x ´
1

x

˙

ex`
1
x dx.

[数学考研竞赛00274]

10. 求在 r0,`8q 上的可微函数 fpxq , 使 fpxq “ e´upxq , 其中 u “

ż x

0

fptq dt . [数

学考研竞赛00307]

11. 计算不定积分

ż

x arctanx lnp1 ` x2
q dx . [数学考研竞赛00308]

12. 不定积分

ż

x2 ` 1

x4 ` 1
dx “ . [数学考研竞赛00400]

13. 不定积分 I “

ż

e´ sinx sin 2x

p1 ´ sinxq2
dx “ . [数学考研竞赛00514]

14.

ż

lnpx `
?

1 ` x2q

p1 ` x2q
3
2

dx “ . [数学考研竞赛00561]

15. 设隐函数 y “ ypxq 由方程 y2
px ´ yq “ x2 所确定, 则 @跟锦数学微信公众号

ż

dx

y2
“ .

[数学考研竞赛00616]

16. 计算不定积分

ż

tanx

1 ` tanx ` tan2 x
dx . [数学考研竞赛00628]

17. 求积分

ż

arctan
?
x

?
xp1 ` xq

dx . [数学考研竞赛00677]
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18. 求

ż

sinx

2 sinx ` cosx
dx . [数学考研竞赛00733]

19. 设 fpxq 的一个原函数为
cosx

x
, 则

ż

xf 1pxq dx “ . [数学考研竞赛00772]

20. 求不定积分

ż

x dx
?

1 ` x ` 1
; [数学考研竞赛00777]

21. 求不定积分

ż

arctan
?
x dx . [数学考研竞赛00810]

22. 计算不定积分

ż

ex cos 2x dx . [数学考研竞赛00825]

23. 设 P3pxq “ x
3
` 4x2

` 5 , (1) 计算 P3pxq 在 x “ 1 处的泰勒公式; (2) 计算积

分

ż

P3pxq

px ´ 1q4
dx . [数学考研竞赛00840]

24.

ż

xex
?

ex ´ 1
dx . [数学考研竞赛00918]

25. 求不定积分

ż

eαx sinx dx “ . [数学考研竞赛00935]

定积分

1. 设函数 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0.

证明在 p0, 1q 内存在不同的两点 x1, x2 , 使得 @跟锦数学微信公众号

1

fpx1q
`

1

fpx2q
“

2

I
.

第8届全国大学生数学竞赛非数学类预赛试题 [数学考研竞赛00010]

2. 计算曲线 @跟锦数学微信公众号

px2
` y2

q
2
“ 2a2

px2
´ y2

q, x2
` y2

ě a2

所围成的面积. [数学考研竞赛00015]

3. 加强形式的积分第一中值定理: 中值定可在开区间内取得 @跟锦数学微信公众号

f 在 ra, bs 上连续

ñD ξ P pa, bq, s.t.

ż b

a

fpxq dx “ fpξqpb ´ aq.
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[数学考研竞赛00032]

4. 试证: @跟锦数学微信公众号
ż 2π

0

cosφ dφ
a

2p1 ´ cosφq ` s
“ 2

ż π

0

cosφ dφ
a

2p1 ´ cosφq ` s
, s ą 0.

[数学考研竞赛00062]

5. 试求

ż π
2

0

x2

sin2 x
dx. [数学考研竞赛00068]

6. 证明: 若 f 在 ra, bs 上黎曼可积, 则 |f | 在 ra, bs 上黎曼可积. 举例说明反之不成

立. [数学考研竞赛00076]

7. 求定积分

ż π

0

cospsin2 xq cosx dx. [数学考研竞赛00112]

8. 求定积分

ż 1

´1

px ´ cosxq2 cosx

x2 ` cos2 x
dx. [数学考研竞赛00120]

9. 已知 fpxq 连续且 fpx` 2q´fpxq “ sinx,

ż 2

0

fpxq dx “ 0, 求积分

ż 3

1

fpxq dx.

[数学考研竞赛00133]

10. 设 0 ă α ă 1, 求积分

ż 1

0

fptαq dt 的上确界, 其中连续函数 f 满足 @跟锦数学

微信公众号
ż 1

0

|fptq| dt ď 1.

[数学考研竞赛00140]

11. 求定积分 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

x2 ` 6x ` 3

px ` 3q2 ` px2 ` xq2
dx.

[数学考研竞赛00152]

12. 设 fpxq 在 ra, bs 上可导, 且 f 1pxq ‰ 0 . (1)、证明: 至少存在一点 ξ P pa, bq ,

使得 @跟锦数学微信公众号
ż b

a

fpxq dx “ fpbqpξ ´ aq ` fpaqpb ´ ξq.

(2)、对 (1) 中的 ξ , 求 lim
bÑa`

ξ ´ a

b ´ a
. [数学考研竞赛00167]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 46 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

13. 设函数 fpxq 在区间 ra, bs 上连续, 由积分中值公式有 @跟锦数学微信公众号
ż x

a

fptq dt “ px ´ aqfpξq pa ď ξ ď x ă bq .

若导数 f 1
`
paq 存在且非零, 则 lim

xÑa`

ξ ´ a

x ´ a
的值等于 . [数学考研竞赛00194]

14. 设 f 在区间 r0, 1s 上 Riemann 可积, 0 ď f ď 1 . 求证: 对任何 ε ą 0 , 存在

只取值 0 和 1 的分段 (段数有限) 常值函数 gpxq , 使得 @ rα, βs Ă r0, 1s , @跟

锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

rfpxq ´ gpxqs dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε.

[数学考研竞赛00221]

15. 是否存在区间 r0, 2s 上的连续可微函数 fpxq , 满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ fp2q “ 1, |f 1pxq| ď 1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2

0

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1?

请说明理由. [数学考研竞赛00247]

16. 在平面上, 有一条从点 pa, 0q 向右的射线, 其线密度为 ρ . 在点 p0, hq (其中

h ą 0 ) 有一质量为 m 的质点. 求射线对该质点的引力. [数学考研竞赛00261]

17. 设 fpxq 在 ra, bs 上有两阶导数, 且 f 2pxq 在 ra, bs 上黎曼可积, 证明 @跟锦数

学微信公众号

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq `

ż x

a

px ´ tqf 2ptq dt, @ x P ra, bs.

[数学考研竞赛00265]

18. 设 f : r0, 1s Ñ R 可微, 其中 R 为实数集. 已知 fp0q “ fp1q,

ż 1

0

fpxq dx “ 0 ,

且对任意 x P r0, 1s 有 f 1pxq ‰ 1 . 求证: 对任意正整数 n , 有 @跟锦数学微信

公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

2
.

[数学考研竞赛00286]

19. 令 R 为实数域, n 为给定的正整数, A 表示所有 n 次首一实系数多项式组成的集

合.证明: @跟锦数学微信公众号

inf
bPR, cą0, P pxqPA

1

cn`1

ż b`c

b

|P pxq| dx ą 0.

[数学考研竞赛00304]
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20. 设曲面 @跟锦数学微信公众号

Σ : z2
“ x2

` y2, 1 ď z ď 2,

其面密度为常数 ρ . 求在原点处的质量为 1 的质点和 Σ 之间的引力 (记引力常

数为 G ).[数学考研竞赛00310]

21. 过曲线 y “ 3
?
x ( x ě 0 ) 上的点 A 作切线, 使该切线与曲线及 x 轴所围成的平

面图形的面积为
3

4
, 求点 A 的坐标. [数学考研竞赛00324]

22. 计算定积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż π

´π

x sinx ¨ arctan ex

1 ` cos2 x
dx.

[数学考研竞赛00325]

23. 设 n 为正整数, 计算 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

e´2nπ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dx
cos

ˆ

ln
1

x

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx.

[数学考研竞赛00369]

24. 设 fpxq 是 R 上有下界或者有上界的连续函数且存在正数 a 使得 @跟锦数学微

信公众号

fpxq ` a

ż x

x´1

fptq dt

为常数. 求证: fpxq 为常数. [数学考研竞赛00413]

25. 设 fpxq 是定义在 R 上的连续函数, 且满足方程 @跟锦数学微信公众号

xfpxq “ 2

ż x

x
2

fptq dt `
x2

4
.

求 fpxq . [数学考研竞赛00432]

26. 设函数 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0.

证明在 p0, 1q 内存在不同的两点 x1, x2 , 使得 @跟锦数学微信公众号

1

fpx1q
`

1

fpx2q
“

2

I
.

[数学考研竞赛00470]
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27. 曲线 L1 : y “
1

3
x2
` 2x p0 ď x ď 1q 绕直线 L2 : y “

4

3
x 旋转生成的旋转曲面

的面积为 . [数学考研竞赛00498]

28. 已知可导函数 fpxq 满足 @跟锦数学微信公众号

fpxq cosx ` 2

ż x

0

fptq sin t dt “ x ` 1,

则 fpxq “ . [数学考研竞赛00510]

29. 定积分 @跟锦数学微信公众号
ż π

2

0

exp1 ` sinxq

1 ` cosx
dx “ .

[数学考研竞赛00617]

30. 设函数 fpxq 在 p0,`8q 上连续且满足 fpxq “ lnx ´

ż e

1

fpxq dx , 计算积分
ż e

1

fpxq dx . [数学考研竞赛00845]

31. 计算

ż π
4

0

x

1 ` cos 2x
dx “ . [数学考研竞赛00897]

32.

ż a

0

x2
a

a2 ´ x2 dx . [数学考研竞赛00920]

33. 设 fpxq 在 ra, bs 上 Riemann 可积, fpxq ě c ą 0 , 试证: ln fpxq 在 ra, bs 上

Riemann 可积. [数学考研竞赛00982]

34. 设 f P C2
r0, πs , 且 fpπq “ 2 ,

ż π

0

rfpxq ` f 2pxqs sinx dx “ 5 . 求 fp0q . [数

学考研竞赛01105]

35. 设 n P N` , 计算积分

ż π{2

0

sinnx

sinx
dx. [数学考研竞赛01107]

36. 令 Bpm,nq “
n
ÿ

k“0

Ck
n

p´1qk

m ` k ` 1
, m,n P N` . (1) 证明 Bpm,nq “ Bpn,mq ;

(2) 计算 Bpm,nq . [数学考研竞赛01108]

37. 试求 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 4

2

a

lnp9 ´ xq
a

lnp9 ´ xq `
a

lnpx ` 3q
dx.

[数学考研竞赛01195]
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38. 证明 @跟锦数学微信公众号

fpnq “
n
ÿ

m“1

ż m

0

cos
2πnrx ` 1s

m
dx

等于 n 的所有因子 (包括 1 和 n 本身) 之和, 其中 rx ` 1s 表示不超过 x ` 1 的

最大整数, 并计算 fp2021q . [数学考研竞赛01211]

积分法与不等式

1. 积分形式的 Jensen 不等式设函数 ϕ 在区间 r0, as 上连续, 函数 f 在 R 上二阶
可导, 且 @跟锦数学微信公众号

f 2pxq ě 0, @ x P R.

证明: @跟锦数学微信公众号

f

ˆ

1

a

ż a

0

ϕptq dt

˙

ď
1

a

ż a

0

f rϕptqs dt.

[数学考研竞赛00012]

2. 试证: 函数 fpxq “ e
x2

2

ż 8

x

e´
t2

2 dt 在 x ą 0 时严格单调减少, 且成立
x

x2 ` 1
ă

fpxq ă
1

x
. [数学考研竞赛00038]

3. 设 f 在 r0, 1s 上可积, 且有 0 ă m ď fpxq ďM , 试证: @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

1

fpxq
dx ď

pm `M q2

4mM
.

[数学考研竞赛00039]

4. 设 f 是 R 上的非负函数, 适合 @跟锦数学微信公众号
ż

R
fpxq dx “ 1,

ż

R
xfpxq dx “ 0,

ż

R
x2fpxq dx “ 1.

试证: @跟锦数学微信公众号

x ą 0 ñ

ż x

´8

fptq dt ě
x2

1 ` x2
; x ă 0 ñ

ż x

´8

fptq dt ď
1

1 ` x2
.

[数学考研竞赛00040]
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5. 设 M ě 1 是一正数, µ 是一个概率测度, 试证: 对 0 ď f ď M , 有 @跟锦数学

微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln

ż

f dµ ´

ż

ln f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M }g}L2

}f}L1

,

其中 g “ ln f ´

ż

ln f dµ. [数学考研竞赛00041]

6. 设 0 ă F P Cra, bs 单调减少, 试证: @跟锦数学微信公众号
ż b

a

F pxq dx ¨

ż b

a

xF 2
pxq dx ď

ż b

a

F 2
pxq dx ¨

ż b

a

xF pxq dx.

[数学考研竞赛00045]

7. 设 ra, bs 上的函数 f, g 适合 @跟锦数学微信公众号

rfpxq ´ fpyqs ¨ rgpxq ´ gpyqs ě 0, @ x, y P ra, bs.

又设 0 ă p P Rra, bs, 试证: @跟锦数学微信公众号
ż b

a

ppxqfpxq dx ¨

ż b

a

ppxqgpxq dx ď

ż b

a

ppxq dx ¨

ż b

a

ppxqfpxqgpxq dx.

[数学考研竞赛00046]

8. 设 f P Cr0, 1s 适合 0 ď f ă 1, 试证: @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

fpxq

1 ´ fpxq
dx ě

ş1

0 fpxq dx

1 ´
ş1

0 fpxq dx
.

[数学考研竞赛00048]

9. 设 f P C2n
ra, bs 适合 f pkqpaq “ f pkqpbq “ 0, k “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1. 试证: @跟

锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
pn!q2pb ´ aq2n`1

p2nq!p2n ` 1q!
max
xPra,bs

|f p2nqpxq|.

[数学考研竞赛00051]

10. 设 fpr, zq : Ω “ p0,8q ˆ R Ñ R 适合 @跟锦数学微信公众号

r3f P L1
pΩq, rf P L1

pΩq, f P L8pΩq.

试证: @跟锦数学微信公众号
ż

R
dz

ż 8

1

|f |
r3

pr2 ` z2q
3
2

dr À
›

›r3f
›

›

1
4

L1pΩq
}rf}

1
4

L1pΩq }f}
1
2

L8pΩq .

[数学考研竞赛00064]
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11. 设 f P C2
r0, 1s 适合 fp0q “ fp1q “ 0, f ı 0. 试证: @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď
1

4

ż 1

0

|f 2pxq| dx, @ x P r0, 1s.

[数学考研竞赛00070]

12. (1) 函数 upxq 在 r0, 1s 上连续, 且 u1pxq 绝对可积. 求证: @跟锦数学微信公众号

sup
xPr0,1s

|upxq| ď

ż 1

0

|upxq| dx `

ż 1

0

|u1pxq| dx.

(2) 二元函数 upx, yq 在 Ω “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u 上连续, 且偏导数

ux, uy, uxy 绝对可积. 求证: @跟锦数学微信公众号

sup
px,yqPΩ

|upxq| ď

ĳ

Ω

|u| dx dy `

ĳ

Ω

|ux| ` |uy| dx dy `

ĳ

Ω

|uxy| dx dy.

[数学考研竞赛00109]

13. 设 f 在 r0, 1s 上连续可导, fp0q “ 0. 证明: @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď

d

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx.

[数学考研竞赛00136]

14. 已知 ϕ : p0,`8q Ñ p0,`8q 是一个严格单调下降的连续函数, 满足 lim
tÑ0`

ϕptq “

`8 , 且 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

ϕptq dt “

ż `8

0

ϕ´1
ptq dt “ a ă `8,

其中 ϕ´1 表示 ϕ 的反函数. 求证: @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

rϕptqs2 dt `

ż `8

0

rϕ´1
ptqs2 dt ě

1

2
a

3
2 .

[数学考研竞赛00222]

15. 设 0 ă fpxq ă 1 , 无穷积分

ż `8

0

fpxq dx 和

ż `8

0

xfpxq dx 都收敛. 求证: @跟

锦数学微信公众号
ż `8

0

xfpxq dx ą
1

2

„
ż `8

0

fpxq dx

2

.

[数学考研竞赛00234]
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16. 设 f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn 为 r0, 1s 上的非负连续函数. 求证: 存在 ξ P r0, 1s 使得 @跟锦

数学微信公众号
n
ź

k“1

fkpξq ď
n
ź

k“1

ż 1

0

fkpxq dx.

[数学考研竞赛00249]

17. 求最小实数 C ,使得对满足

ż 1

0

|fpxq| dx “ 1的连续函数 fpxq ,都有

ż 1

0

f
`?
x
˘

dx ď

C .[数学考研竞赛00296]

18. 设 f : r´1, 1 Ñ R 为偶函数, f 在 r0, 1s 上是增函数; 又设 g 是 r´1, 1s 上的凸

函数, 即 @跟锦数学微信公众号

gptx ` p1 ´ tqyq ď tgpxq ` p1 ´ tqgpyq, @ x, y P r0, 1s, @ t P r0, 1s.

试证: @跟锦数学微信公众号

2

ż 1

´1

fpxqgpxq dx ě

ż 1

´1

fpxq dx ¨

ż 1

´1

gpxq dx.

[数学考研竞赛00319]

19. 设 |fpxq| ď π, f 1pxq ě m ą 0 pa ď x ď bq . 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sin fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

m
.

[数学考研竞赛00327]

20. 设 fpxq 是 r0,`8q 上非负可导函数, fp0q “ 0 , f 1pxq ď
1

2
. 假设

ż 8

0

fpxq dx

收敛. 求证: 对任意 α ą 1 ,

ż 8

0

fαpxq dx 也收敛, 并且 @跟锦数学微信公众号

ż 8

0

fαpxq dx ď

ˆ
ż 8

0

fpxq dx

˙β

, β “
α ` 1

2
.

[数学考研竞赛00335]

21. 设 fpxq 是 r0,`8q 上非负可导函数, fp0q “ 0 , f 1pxq ď
1

2
. 假设

ż 8

0

fpxq dx

收敛. 求证: 对任意 α ą 1 ,

ż 8

0

fαpxq dx 也收敛, 并且 @跟锦数学微信公众号

ż 8

0

fαpxq dx ď

ˆ
ż 8

0

fpxq dx

˙β

, β “
α ` 1

2
.

[数学考研竞赛00339]
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22. 设 fpxq 是 r0, 1s 上的连续函数, 且满足

ż 1

0

fpxq dx “ 1 . 求一个这样的函数

fpxq 使得积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

p1 ` x2
qf2
pxq dx

取得最小值. [数学考研竞赛00349]

23. 设当 x ą ´1 时, 可微函数 fpxq 满足条件 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq ` fpxq ´
1

x ` 1

ż x

0

fptq dt “ 0,

且 fp0q “ 1 . 试证: 当 x ě 0 时, 有 e´x ď fpxq ď 1 成立. [数学考研竞

赛00353]

24. 设 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u , I “

ĳ

D

fpx, yq dx dy,

其中函数 fpx, yq 在 D 上有连续二阶偏导数. 若对任何 x, y 有 fp0, yq “

fpx, 0q “ 0 且 f 2xy ď A . 证明 I ď
A

4
. [数学考研竞赛00354]

25. 设 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续可导, 且 fp0q “ fp1q “ 0 . 求证: @跟锦数学微信

公众号
„
ż 1

0

xfpxq dx

2

ď
1

45

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx,

等号当且仅当 fpxq “ Apx ´ x3
q 时成立, 其中 A 是常数. [数学考研竞赛00382]

26. 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

x sin
1

x
, x ‰ 0;

0, x “ 0.

求最大常数 α 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|α
ă `8.

[数学考研竞赛00389]
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27. 设函数 f 在 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

fpxq dx “ 0,

ż 1

0

xfpxq dx “ 1.

试证: (1)、 D x0 P r0, 1s 使 |fpx0q| ą 4 ; (2)、 D x1 P r0, 1s 使 |fpx1q| “ 4 .

[数学考研竞赛00422]

28. 设 f0pxq 和 f1pxq 是 r0, 1s 中正连续函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

f0pxq dx ď

ż 1

0

f1pxq dx.

设 @跟锦数学微信公众号

fn`1pxq “
2f2

npxq

fnpxq ` fn´1pxq
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证: 数列 @跟锦数学微信公众号

an “

ż 1

0

fnpxq dx, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

单调递增且收敛. [数学考研竞赛00459]

29. 设 fpxq 和 gpxq 是 r0, 1s 区间上的单调递增函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

0 ď fpxq, gpxq ď 1,

ż 1

0

fpxq dx “

ż 1

0

gpxq dx.

求证:

ż 1

0

|fpxq ´ gpxq| dx ď
1

2
. [数学考研竞赛00461]

30. 设 fpxq 在 r0, 1s 上可导, fp0q “ 0 , 且当 x P p0, 1q, 0 ă f 1pxq ă 1 . 试证: 当

a P p0, 1q , @跟锦数学微信公众号

„
ż a

0

fpxq dx

2

ą

ż a

0

f3
pxq dx.

[数学考研竞赛00467]

31. 设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上具有连续导数, fp0q “ 0, fp1q “ 1 . 证明: @跟

锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n

«

ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

ff

“ ´
1

2
.

[数学考研竞赛00469]
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32. 设 fpxq 为 p´8,`8q 上连续的周期为 1 的周期函数, 且满足 @跟锦数学微信公

众号

0 ď fpxq ď 1, 且

ż 1

0

fpxq dx “ 1.

证明: 当 0 ď x ď 13 时, 有 @跟锦数学微信公众号
ż

?
x

0

fptq dt `

ż

?
x`27

0

fptq dt `

ż

?
13´x

0

fptq dt ď 11,

并给出取等号的条件. [数学考研竞赛00500]

33. 设函数 fpxq ą 0 且在实轴上连续, 若对任意实数 t , 有 @跟锦数学微信公众号
ż `8

´8

e´|t´x|fpxq dx ď 1.

证明: @ a, b, a ă b , 有 @跟锦数学微信公众号
ż b

a

fpxq dx ď
b ´ a ` 2

2
.

[数学考研竞赛00518]

34. 设 fpxq 在 r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0qfp1q ě 0 . 求证: @跟锦数学微信

公众号
ż 1

0

|f 1pxq| dx ď 2

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.

[数学考研竞赛00526]

35. 设 fpxq 在 r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0qfp1q ě 0 . 求证: @跟锦数学微信

公众号
ż 1

0

|f 1pxq| dx ď 2

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.

[数学考研竞赛00535]

36. 设 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 1 ď fpxq ď 3 . 证明: @跟锦数学微信公众号

1 ď

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

1

fpxq
dx ď

4

3
.

[数学考研竞赛00564]

37. 证明: 对于连续函数 fpxq ą 0 , 有 @跟锦数学微信公众号

ln

ż 1

0

fpxq dx ě

ż 1

0

ln fpxq dx.

[数学考研竞赛00567]
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38. 设 f 在 ra, bs 上可导, 且 f 1 在 ra, bs 上可积, fpaq “ 0 , 证明: @跟锦数学微信

公众号

2

ż b

a

rfpxqs2 dx ď pb ´ aq2
ż b

a

rf 1pxqs2 dx.

[数学考研竞赛00636]

39. 证明: 对 x ě 0 , 函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż x

0

pt ´ t2q sin2n t dt

有一个上界
1

p2n ` 3qp2n ` 2q
. [数学考研竞赛00687]

40. 证明不等式 1 ď

ż π
2

0

sinx

x
dx ď

π

2
. [数学考研竞赛00869]

41. 设 0 ă p ă 1 , fpxq 和 gpxq 在 ra, bs 上可积, 求证: @跟锦数学微信公众号

„
ż b

a

|fpxq ` gpxq|p dx



1
p

ď 2
1
p
´1

#

„
ż b

a

|fpxq|p dx



1
p

`

„
ż b

a

|gpxq|p dx



1
p

+

.

[数学考研竞赛00963]

42. 设 D “
 

px, yq P R2;x2
` y2

ď 1
(

, f P C1
pDq, 试证: @跟锦数学微信公众号

ĳ

D

|fpx, yq ´ fp0, 0q| dx dy ď

ĳ

D

b

f2
xpx, yq ` f

2
y px, yq

2
a

x2 ` y2
dx dy.

[数学考研竞赛01001]

43. 设 f 在 r´1, 1s 上可导, M “ sup |f 1| . 若 @跟锦数学微信公众号

D a P p0, 1q, s.t.

ż a

´a

fpxq dx “ 0,

试证: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

´1

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM p1 ´ a2
q.

[数学考研竞赛01032]

44. 设 f 在 r0, 2s 上连续可导, 且 fp0q “ fp2q “ 1 . 若 |f 1| ď 1 , 试证: @跟锦数学

微信公众号

1 ď

ż 2

0

fpxq dx ď 3.

[数学考研竞赛01033]
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45. 设 f 在 r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0q “ fp1q “ f 1p0q “ 0 , f 1p1q “ 1 . 试

证: @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

|f 2pxq|2 dx ě 4,

并指出不等式中等号成立的条件. [数学考研竞赛01034]

46. 设 f 是 r0, 1s 上的连续可微函数, 满足 fp0q “ fp1q “ 0 . 试证: @跟锦数学微

信公众号
„
ż 1

0

fpxq dx

2

ď
1

12

ż 1

0

|f 1pxq|2 dx,

且等号成立当且仅当 fpxq “ Axp1 ´ xq , 其中 A 是常数. [数学考研竞赛01071]

47. 设 f 为 r0, 1s 上的连续正函数, 且 @跟锦数学微信公众号

f2
ptq ď 1 ` 2

ż t

0

fpsq ds.

证明: fptq ď 1 ` t . [数学考研竞赛01102]

48. 设 f 为 r0, 1s 上的连续非负函数, 找出满足条件 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

fpxq dx “ 1,

ż 1

0

xfpxq dx “ a,

ż 1

0

x2fpxq dx “ a2

的所有 f , 其中 a 为给定实数. [数学考研竞赛01104]

49. 函数 fpxq 在 r0, 1s 上单调减, 证明: 对于任何 α P p0, 1q , @跟锦数学微信公众

号
ż α

0

fpxq dx ě α

ż 1

0

fpxq dx.

[数学考研竞赛01128]

50. 设 fpxq 在 ra, bs 上一阶连续可导, fpaq “ 0 . 证明: @跟锦数学微信公众号
ż b

a

f2
pxq dx ď

pb ´ aq2

2

ż b

a

rf 1pxqs2 dx ´
1

2

ż b

a

rf 1pxqs2px ´ aq2 dx.

[数学考研竞赛01130]

51. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且 1 ď fpxq ď 3 , 证明: @跟锦数学微信公众号

1 ď

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

dx

fpxq
ď

4

3
.

[数学考研竞赛01165]
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52. 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 满足对任意 x P r0, 1s , @跟锦数学微信公众号

ż x

x2

fptq dt ě
x2 ´ x4

2
.

证明:

ż 1

0

f2
pxq dx ě

1

10
. [数学考研竞赛01169]

53. 设 fpxq 在 r0, 1s 上二阶连续可微, 证明: @跟锦数学微信公众号

|f 1p0q| ď 9

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.

[数学考研竞赛01190]

54. 设函数 f 在 r0, 1s 上连续可导, fp0q “ fp1q “ 0 , 求证: @跟锦数学微信公众号

„
ż 1

0

xfpxq dx

2

ď
1

45

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx,

等号成立当且仅当 fpxq “ Apx ´ x3
q 时成立, 其中 A 为常数. [数学考研竞

赛01193]

55. 设 f 是 ra, bs上的可微凹函数, fpaq “ fpbq “ 0 , f 1paq “ α ą 0 , f 1pbq “ β ă 0

. 试证: @跟锦数学微信公众号

0 ď

ż b

a

fpxq dx ď
1

2
αβ

pb ´ aq2

β ´ α
.

[数学考研竞赛01194]

56. 设 fpxq 是 r0, 1s 上的连续函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

1 “

ż 1

0

fpxq dx “

ż 1

0

xfpxq dx.

试证:

ż 1

0

rfpxqs2 dx ě 4 . [数学考研竞赛01238]

57. 设 f 在 r0, 1s 上连续且递增, 试证: @跟锦数学微信公众号

„
ż 1

0

fpxq dx

2

ď 2

ż 1

0

xrfpxqs2 dx.

[数学考研竞赛01239]
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58. 设 f : r0, 1s Ñ R 三阶可导, 且 f3pxq ě 0, @ x P r0, 1s ;

ż 1

0

fpxq dx “ 0 . 试

证: @跟锦数学微信公众号

10

ż 1

0

x3fpxq dx ` 6

ż 1

0

xfpxq dx ě 15

ż 1

0

x2fpxq dx.

[数学考研竞赛01251]

59. 设 f 在 ra, bs 上二阶可导, fpaq “ fpbq “ f 1paq “ f 1pbq “ 0 , 又存在常数 M ,

使得在 ra, bs 上恒有 |f 2pxq| ďM , 试证: 在 ra, bs 上恒有 |fpxq| ď
M

16
pb ´ aq2

. [数学考研竞赛01252]

60. (1)求 Ipαq “

ż 1

0

|αx´1| dx关于 α P r0,`8q上的最小值. (2)设

ż 1

0

fpxq dx “

1,

ż 1

0

xfpxq dx “ 0 , 证明: sup
xPr0,1s

|fpxq| ě
?

2 ` 1 . [数学考研竞赛01255]

积分与极限

1. 设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上具有连续导数, fp0q “ 0, fp1q “ 1 . 证明: @跟

锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n

«

ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

ff

“ ´
1

2
.

第8届全国大学生数学竞赛非数学类预赛试题 [数学考研竞赛00011]

2. 设 gpxq 在 r0, 1s 上单调递增, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
yÑ`8

ż 1

0

gpxq
sinpxyq

x
dx “

π

2
gp0`q.

中国科学技术大学2020数分 [数学考研竞赛00013]

3. 设函数 f, g P Cra, bs 适合 fpxq ı 0, g ą 0. 记 @跟锦数学微信公众号

dn “

ż b

a

|fpxq|ngpxq dx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

试证: 数列

"

dn`1

dn

*

收敛, 并求出其极限. [数学考研竞赛00052]

4. 设 n P N`, In “

ż π{2

0

sin2 nt

sin t
dt, 计算极限 lim

nÑ8

In

lnn
. [数学考研竞赛00063]
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5. 证明: 当 λ ă 1 时, lim
RÑ`8

Rλ

ż π{2

0

e´R sin θ dθ “ 0. [数学考研竞赛00072]

6. 设 fpxq 在 r0, 1s 上有连续的导函数, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

„

f

ˆ

k

n

˙

´ f

ˆ

2k ´ 1

2n

˙

“
1

2
rfp1q ´ fp0qs.

[数学考研竞赛00118]

7. 设 fpxq 在 r0,`8q 上连续, 无穷积分

ż 8

0

fpxq dx 收敛. 求 lim
yÑ`8

1

y

ż y

0

xfpxq dx

. [数学考研竞赛00210]

8. 设 fpxq 在 r0, 1s Riemann 可积, 在 x “ 1 可导, fp1q “ 0, f 1p1q “ a . 证明:

@跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2

ż 1

0

xnfpxq dx “ ´a.

[数学考研竞赛00218]

9. 设 F pxq 是 r0,`8q 上的单调递减函数, lim
xÑ`8

F pxq “ 0 , 且 @跟锦数学微信公

众号

lim
nÑ8

ż `8

0

F ptq sin
t

n
dt “ 0.

证明: (1)、 lim
xÑ`8

xF pxq “ 0 , (2)、 lim
xÑ0

ż `8

0

F ptq sinpxtq dt “ 0 . [数学考研

竞赛00254]

10. 设 F pxq, Gpxq 是 r0,`8q 上的两个非负单调递减函数, @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

x rF pxq `Gpxqs “ 0.

(1)、证明: @ ε ą 0 , @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

ż `8

ε

xF pxtq cos t dt “ 0.

(2)、若进一步有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż `8

0

rF ptq ´Gptqs cos
t

n
dt “ 0.

证明: lim
xÑ0

ż `8

0

rF ptq ´Gptqs cospxtq dt “ 0 . [数学考研竞赛00270]
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11. 求解微分方程

$

&

%

dy

dx
´ xy “ xex

2

,

yp0q “ 1.
(2)、如 y “ fpxq 为上述方程的解, 证明:

@跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

n

n2x2 ` 1
fpxq dx “

π

2
.

[数学考研竞赛00280]

12. 设 f P Cr0, 1s 是非负的严格递增函数. (1)、证明: 对任意 n P N , 存在唯一的

xn P r0, 1s , 使得 @跟锦数学微信公众号

rfpxnqs
n
“

ż 1

0

rfpxqsn dx.

(2)、证明: lim
nÑ8

xn “ 1 . [数学考研竞赛00359]

13. 设 f 在 ra, bs 上非负连续, 严格单增, 且存在 xn P ra, bs 使得 @跟锦数学微信公

众号

rfpxnqs
n
“

1

b ´ a

ż b

a

rfpxqsn dx,

求 lim
nÑ8

xn . [数学考研竞赛00372]

14. 设 D 是平面上由光滑封闭曲线围成的有界区域, 其面积为 A ą 0 , 函数 fpx, yq

在该区域及其边界上连续且 fpx, yq ą 0 . 记 @跟锦数学微信公众号

Jn “

¨

˝

1

A

ĳ

D

f
1
n px, yq dσ

˛

‚

n

,

则极限 lim
nÑ8

Jn “ . [数学考研竞赛00402]

15. 设 fpx, yq 为 R2 上的非负连续函数, 若 @跟锦数学微信公众号

I “ lim
tÑ`8

ĳ

x2`y2ďt2

fpx, yq dσ

存在且有限, 则称广义积分

ĳ

R2

fpx, yq dσ 收敛于 I . (1)、设 fpx, yq 为 R2 上

非负连续函数. 若

ĳ

R2

fpx, yq dσ 收敛于 I , 证明极限 @跟锦数学微信公众号

lim
tÑ`8

ĳ

´tďx,yďt

fpx, yq dσ
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存在且等于 I . (2)、设

ĳ

R2

eax
2`2bxy`cy2

dσ 收敛于 I , 其中实二次型 ax2
`

2bxy ` cy2 在正交变换下的标准型为 λ1u
2
` λ2v

2 . 证明 λ1 和 λ2 都小于 0 .

[数学考研竞赛00407]

16. 设 fpxq “ arctanx , A 为常数. 若 @跟锦数学微信公众号

B “ lim
nÑ8

«

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

´An

ff

存在, 求 A,B . [数学考研竞赛00508]

17. 设 fpxq “ 1´ x2
` x3

px P r0, 1sq , 计算以下极限并说明理由 @跟锦数学微信公

众号

lim
nÑ8

ş1

0 f
npxq lnpx ` 2q dx
ş1

0 f
npxq dx

.

[数学考研竞赛00509]

18. 设 fpxq 在 p´8,`8q 上具有连续导数, 且 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď 1, f 1pxq ą 0, x P p´8,`8q.

证明: 对于 0 ă α ă β , 成立 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż β

α

f 1
ˆ

nx ´
1

x

˙

dx “ 0.

[数学考研竞赛00597]

19. 设 fpx, yq 是在 D “ r0, 1s ˆ r0, 1s 上的连续函数, 令 @跟锦数学微信公众号

M “ max
xPD

|fpx, yq|, m “ min
xPD

|fpx, yq|.

试求 lim
nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

. [数学考研竞赛00657]

20. 若函数列 tgnpxqu满足下列条件: (1)、gnpxq在 r´1, 1s上非负连续,且 lim
nÑ8

ż 1

´1

gnpxq dx “

1 ; (2)、 @ c P p0, 1q, tgnpxqu 在 r´1,´cs 与 rc, 1s 上一致收敛于 0 . 证明: 对

r´1, 1s 上任意连续函数 fpxq , 有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

´1

fpxqgnpxq dx “ fp0q.

[数学考研竞赛00708]
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21. 请用 ε ´ δ 语言证明: lim
nÑ8

ż π
2

0

psinxqn dx “ 0 . [数学考研竞赛00756]

22. 若 fpxq 在 r1,`8q 上单调, 且

ż `8

1

fpxq dx 收敛, 试证: lim
xÑ`8

xfpxq “ 0 . [数

学考研竞赛00904]

23. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

pn ` 1qxnfpxq dx “ fp1q.

[数学考研竞赛00989]

24. 设 fpxq 在 r1,`8q 上非负递增, 并且积分

ż 8

1

fpxq ´ x

x2
dx 收敛. 证明: 极限

lim
xÑ`8

fpxq

x
“ 1 . [数学考研竞赛01082]

25. 设函数 fpxq 在

„

0,
π

2



上连续, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż π
2

0

n rxfpxq ´ fp0q sinxs cosn x dx “ 0.

[数学考研竞赛01083]

26. 证明: 当 m ă 2 时, lim
xÑ0`

1

xm

ż x

0

sin
1

t
dt “ 0 . [数学考研竞赛01109]

27. 证明: 当 λ ă 1 时, lim
RÑ`8

Rλ

ż π{2

0

e´R sin θ dθ “ 0 . [数学考研竞赛01110]

28. 计算以下渐近等式 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

xn´1

1 ` x
dx “

a

n
`
b

n2
` o

ˆ

1

n2

˙

pn Ñ 8q

中的待定常数 a, b . [数学考研竞赛01111]

29. 设非负严格增加函数 f 在区间 ra, bs 上连续, 有积分中值定理, 对于每个 p ą 0

存在唯一的 xp P pa, bq , 使 @跟锦数学微信公众号

fppxpq “
1

b ´ a

ż b

a

fpptq dt.

试求 lim
pÑ8

xp . [数学考研竞赛01112]
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30. 设 f P Cr0,`8q , a 为实数, 且存在有限极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ8

„

fpxq ` a

ż x

0

fptq dt



.

证明; fp`8q “ 0 . [数学考研竞赛01113]

31. 设 f : r0,8q Ñ R 是连续函数, 且 lim
xÑ`8

fpxq “ L 存在. 这里 L 是有限数, `8

或 ´8 . 试证: lim
nÑ8

ż 1

0

fpnxq dx “ L . [数学考研竞赛01236]

32. 求 lim
xÑ`8

şx

0

ˇ

ˇ

sin t
t

ˇ

ˇ dt

lnx
. [数学考研竞赛01254]

33. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 求极限 lim
nÑ8

n

ż 1

0

fpxq

1 ` n2x2
dx , 需要证明. [数学考研

竞赛01257]

广义积分

1. 证明: 若 |f | 在 ra,`8q 上的无穷限积分存在, 则 f 在 ra,`8q 上的无穷限积分

存在. 举例说明反之不成立. [数学考研竞赛00077]

2. 试求

ż 8

0

dx

p1 ` x6q2
. [数学考研竞赛00080]

3. 若广义积分

ż 2

0

dx

| lnx|p
收敛, 试求实数 p 的取值范围. [数学考研竞赛00106]

4. 设 β ą α ą 0 , 则

ż `8

0

e´αx
2

´ e´βx
2

x2
dx “ . [数学考研竞赛00192]

5. 设 s ą 0 , 求 In “

ż `8

0

e´sxxn dx pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q . [数学考研竞赛00225]

6. 讨论 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

x

cos2 x ` xα sin2 x
dx

的敛散性, 其中 α 是一个实常数. [数学考研竞赛00276]

7. 设 f P C1
r0,`8q , @跟锦数学微信公众号

fp0q ą 0, f 1pxq ě 0, @ x P r0,`8q.

若

ż `8

0

dx

fpxq ` f 1pxq
ă `8 , 求证:

ż `8

0

dx

fpxq
ă `8 .[数学考研竞赛00283]
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8. 计算

ż `8

0

e2x
| sinx| dx .[数学考研竞赛00293]

9. 证明广义积分

ż `8

0

sinx

x
dx 不是绝对收敛的. [数学考研竞赛00322]

10. 设区间 p0,`8q 上的函数 upxq 定义为 @跟锦数学微信公众号

upxq “

ż `8

0

e´xt
2

dt,

则 upxq 的初等函数表达式是 . [数学考研竞赛00418]

11. 对 R 上无穷次可微的 (复值) 函数 ϕpxq , 称 ϕ P S , 如果 @ m, k ě 0 成立

@跟锦数学微信公众号

sup
xPR

|xmϕpkqpxq| ă `8.

若 f P S , 可定义 @跟锦数学微信公众号

f̂pxq :“

ż

R
fpyqe´2πixy dy p@ x P Rq .

证明: f̂ P S , 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż

R
f̂pyqe2πixy dy, @ x P R.

[数学考研竞赛00478]

12. 对 R 上无穷次可微的 (复值) 函数 ϕpxq , 称 ϕ P S , 如果 @ m, k ě 0 成立

@跟锦数学微信公众号

sup
xPR

|xmϕpkqpxq| ă `8.

若 f P S , 可定义 @跟锦数学微信公众号

f̂pxq :“

ż

R
fpyqe´2πixy dy p@ x P Rq .

证明: f̂ P S , 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż

R
f̂pyqe2πixy dy, @ x P R.

[数学考研竞赛00487]

13. 设 α P p1, 2q, p1 ´ xqα 的 Maclaurin 级数为
8
ÿ

k“0

akx
k, n ˆ n 实常数矩阵 A 为

幂零矩阵, I 为 n 阶单位阵. 设矩阵值函数 Gpxq 定义为 @跟锦数学微信公众号

Gpxq ” pgijpxqq :“
8
ÿ

k“0

akpxI `Aq
k, 0 ď x ă 1.
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试证对于 1 ď i, j ď n , 积分

ż 1

0

gijpxq dx 均存在的充分必要条件是 A3
“ 0 .

[数学考研竞赛00527]

14. 设 fpxq “

ż `8

x

e´t
2

dt , 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

xfpxq dx “ .

[数学考研竞赛00571]

15. 设 fpxq “

ż `8

x

e´t
2

dt , 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

xfpxq dx “ .

[数学考研竞赛00580]

16. 设 a ą 0 , 则

ż `8

0

lnx

x2 ` a2
dx “ . [数学考研竞赛00592]

17. 计算 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

dx

p1 ` x2qp1 ` x2019q
.

[数学考研竞赛00609]

18. 计算反常积分

ż `8

0

dx

px2 ` a2q3
. [数学考研竞赛00629]

19. 求

ż 2

0

dy

pln yq2x
的定义域. [数学考研竞赛00736]

20. 设无穷积分

ż `8

1

fpxq dx收敛,函数 xfpxq在 r1,`8q上单调递减,求证: fpxq ě

0, x P r1,`8q . [数学考研竞赛00817]

21. 当且仅当 p 满足 时, 无穷积分 @跟锦数学微信公众号

ż `8

3

dx

x lnx rlnplnxqsp

收敛. [数学考研竞赛00893]

22.

ż `8

0

1

p1 ` x2qp1 ` x2019q
dx . [数学考研竞赛00922]
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23. 设 q ą p , 且

ż `8

0

1

xp ` xq
dx 收敛, 则 p 和 q 的取值范围是 . [数学考研

竞赛00938]

24. 设 f P L1
pRq, fpxq ą 0, 定义 @跟锦数学微信公众号

f̂ptq “

ż

R
e´ixtfpxq dx.

证明: 对每个 t ‰ 0, 有 |f̂ptq| ă f̂p0q. [数学考研竞赛00996]

25. 试证:

ż 8

0

du

1 ` u4
“

π

2
?

2
. [数学考研竞赛01132]

26. 若函数 pptq 在 r0,8q 连续, 且当 t Ñ `8 时, pptq “ optNq ( N 为正整数). 又

λ ă 0 , 证明: 当 t Ñ 8 时, @跟锦数学微信公众号
ż 8

t

ppτ qeλτ dτ “ optN`1
qeλt.

(北京师范大学) [数学考研竞赛01153]

27. 计算广义积分 @跟锦数学微信公众号
ż `8

1

pxq

x3
dx,

这里 pxq表示 x的小数部分 (例如:当 n为正整数且 x P rn, n`1q时, pxq “ x´n

). [数学考研竞赛01168]

28. 已知

ż `8

0

sinx

x
dx “

π

2
, 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

ż `8

0

sinx sinpx ` yq

xpx ` yq
dx dy “ .

[数学考研竞赛01205]

数项级数

1. 试求
8
ź

n“2

n3 ´ 1

n3 ` 1
. [数学考研竞赛00088]

2. 讨论级数
8
ÿ

n“2

p´1qn

np ` p´1qn
的敛散性, 其中 p ą 0. [数学考研竞赛00116]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 68 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

3. 判断级数
8
ÿ

n“1

sin
`

nπ ` n
?
n ´ 1

˘

的敛散性, 若收敛, 是绝对收敛还是条件收敛?

[数学考研竞赛00168]

4. 设 @跟锦数学微信公众号

an “

ż π
2

0

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinnt

sin t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3

dt,

证明:
8
ÿ

n“1

1

an
收敛. [数学考研竞赛00178]

5. 设 an ą 0, Sn “
n
ÿ

k“1

ak , 证明: (1)、当 α ą 1 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sαn
收敛; (2)、当

α ď 1 , 且 Sn Ñ 0 pn Ñ 8q 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sαn
发散. [数学考研竞赛00230]

6. 设
8
ÿ

n“1

nan 收敛, @跟锦数学微信公众号

tn “ an`1 ` 2an`2 ` ¨ ¨ ¨ ` kan`k ` ¨ ¨ ¨ .

证明: lim
nÑ8

tn “ 0 . [数学考研竞赛00235]

7. 设 fpxq 是 p´8,`8q 内的可微函数, 且 |f 1pxq| ă mfpxq , 其中 0 ă m ă 1 .

任取实数 a0 , 定义 @跟锦数学微信公众号

an “ ln fpan´1q, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明:
8
ÿ

n“1

pan ´ an´1q 绝对收敛. [数学考研竞赛00246]

8. 设
8
ÿ

n“1

an 和
8
ÿ

n“1

bn 为正项级数, 那么 (1)、若 lim
nÑ8

ˆ

an

an`1bn
´

1

bn`1

˙

ą 0 , 则

8
ÿ

n“1

an 收敛; (2)、若 lim
nÑ8

ˆ

an

an`1bn
´

1

bn`1

˙

ă 0 且
8
ÿ

n“1

bn 发散, 则
8
ÿ

n“1

an 发

散. [数学考研竞赛00298]

9. 若对于任何收敛于零的序列 txnu , 级数
8
ÿ

n“1

anxn 都是收敛的, 试证明级数

8
ÿ

n“1

|an| 收敛. [数学考研竞赛00314]
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10. 设 fpxq 在 x “ 0 处存在二阶导数 f 2p0q , 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0 . 证明: 级数

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

1

n

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

收敛. [数学考研竞赛00326]

11. 判断级数
8
ÿ

n“1

1 ` 1
2
` ¨ ¨ ¨ `

1
n

pn ` 1qpn ` 2q
的敛散性, 弱收敛, 求其和. [数学考研竞赛00330]

12. 设 p ą 0, x1 “
1

4
, 且 @跟锦数学微信公众号

xpn`1 “ xn ` x
2p
n pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

证明
8
ÿ

n“1

1

1 ` xpn
收敛且求和. [数学考研竞赛00405]

13. 令 an “

ż π
2

0

tann x dx . 若
8
ÿ

n“1

apn 收敛, 则 p 的取值范围是 . [数学考研竞

赛00425]

14. 令 an “

ż π
2

0

tann x dx . 若
8
ÿ

n“1

apn 收敛, 则 p 的取值范围是 . [数学考研竞

赛00434]

15. 设 In “

ż π
4

0

tann x dx , 其中 n 为正整数. (1)、若 n ě 2 , 计算 In ` In´2 ;

(2)、设 p 为实数, 讨论级数
8
ÿ

n“1

p´1qnIpn 的绝对收敛性和条件收敛性. [数学考研

竞赛00454]

16.
100
ÿ

n“1

n´
1
2 的整数部分为 . [数学考研竞赛00497]

17. 设 tanu 是递增数列, a1 ą 1 . 求证: 级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

an`1 ´ an

an ln an`1

收敛的充分必要条件是 tanu 有界. 又问级数通项分母中的 an 能否换成 an`1 ?

[数学考研竞赛00505]

18. 设 0 ă an ă 1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 且满足 lim
nÑ8

ln 1
an

lnn
“ q (有限或 `8 ). (1)、证明:

当 q ą 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 当 q ă 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 发散; (2)、讨论 q “ 1 时
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级数
8
ÿ

n“1

an 的收敛性并阐述理由. [数学考研竞赛00552]

19. 设 tanu , tbnu 是两个数列, an ą 0 pn ě 1q ,
8
ÿ

n“1

bn 绝对收敛, 且 @跟锦数学微

信公众号
an

an`1

ď 1 `
1

n
`

1

n lnn
` bn, n ě 2.

求证: (1)、
an

an`1

ă
n ` 1

n
¨
lnpn ` 1q

lnn
` bn ( n ě 2 ); (2)、

8
ÿ

n“1

an 发散. [数学

考研竞赛00557]

20. 已知 taku , tbku 是正项级数, 且 @跟锦数学微信公众号

bk`1 ´ bk ě δ ą 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

δ 为一正常数. 证明: 若级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

k k
a

pa1a2 ¨ ¨ ¨ akqpb1b2 ¨ ¨ ¨ bkq

bk`1bk

收敛. [数学考研竞赛00568]

21. 设 tunu
8

n“1 问单调递减的正实数列, lim
nÑ8

un “ 0 , tanu
8

n“1 为一实数列, 级数
8
ÿ

n“1

anun 收敛, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anqun “ 0.

[数学考研竞赛00601]

22. 设正项级数
8
ÿ

n“1

1

an
收敛. 证明级数

8
ÿ

n“1

n2an

S2
n

收敛, 其中 Sn “
n
ÿ

k“1

ak . [数学考

研竞赛00614]

23. 设 fpxq 是仅有正实根的多项式函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq

fpxq
“ ´

8
ÿ

n“0

cnx
n.

证明: cn ą 0 , ( n ě 0 ), 极限 lim
nÑ8

1

n
?
cn
存在, 且等于 fpxq 的最小根. [数学考

研竞赛00623]
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24. 若
8
ÿ

n“1

pa2n´1`a2nq 收敛, 且 lim
nÑ8

an “ 0 , 则
8
ÿ

n“1

an 收敛. [数学考研竞赛00703]

25. 设 tanu 是正的单调增加数列, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

ˆ

1 ´
an

an`1

˙

收敛的充分必要条件

是数列 tanu 有界. [数学考研竞赛00709]

26. 若级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则 lim
nÑ8

an “ 0 . [数学考研竞赛00747]

27. 设级数
8
ÿ

n“1

an 收敛且
8
ÿ

n“1

bn 收敛, 则
8
ÿ

n“1

anbn 收敛. [数学考研竞赛00750]

28. 设 un ‰ 0 , 且 lim
nÑ8

n

un
“ 1 , 证明级数

8
ÿ

n“1

p´1qn
ˆ

1

un
`

1

un`1

˙

是条件收敛. [数

学考研竞赛00784]

29. 设函数 f 在 r1,`8q 上是增函数且 lim
xÑ`8

fpxq “ A . (1) 证明级数
8
ÿ

n“1

rfpn `

1q ´ fpnqs 收敛, 并求其和; (2) 若二阶导数 f 2pxq ă 0, x P r1,`8q , 证明级数
8
ÿ

n“1

f 1pnq 收敛. [数学考研竞赛00847]

30. 设方程 xn ` nx´ 1 “ 0 , 其中 n 为正整数. 证明: 此方程有唯一正实根 xn , 且

当 α ą 1 时, 级数
8
ÿ

n“1

xαn 收敛. [数学考研竞赛00928]

31. 求证: (1)对任一收敛正项级数
8
ÿ

n“1

an , 必存在正项级数
8
ÿ

n“1

bn , 满足: lim
nÑ8

an

bn
“

0 ; (2) 对任一通项为正的发散级数
8
ÿ

n“1

an , 必存在发散正项级数
8
ÿ

n“1

bn , 满足:

lim
nÑ8

bn

an
“ 0 . [数学考研竞赛00975]

32. 设 tanu 递减趋于零, 试证: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

an

n
ă 8 ô an “ O

ˆ

1

lnn

˙

,
8
ÿ

n“1

pan ´ an`1q lnn ă 8.

[数学考研竞赛01002]

33. 对任意的 a ą 0 , 试证: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

k“1

1

k ` a

c

a

k
ă π.
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[数学考研竞赛01035]

34. 设 an ą 0 , Sn “ a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an , 级数
8
ÿ

n“1

an 发散, 证明:
8
ÿ

n“1

an

Sn
发散. [数

学考研竞赛01129]

35. 设 tanu为数列, Sn “
n
ÿ

k“1

ak 为部分和. (1). 当 lim
nÑ8

an “ 0时,证明 lim
nÑ8

Sn

n
“ 0

. (2). 设 tSnu 有界, lim
nÑ8

pan`1 ´ anq “ 0 , 证明 lim
nÑ8

an “ 0 . (3). 当

lim
nÑ8

Sn

n
“ 0 且 lim

nÑ8
pan`1 ´ anq “ 0 时, 能否推出 lim

nÑ8
an “ 0 ? 若能, 给出证

明; 若不能, 请构造反例. [数学考研竞赛01187]

36. 设 @跟锦数学微信公众号

un “

ż 1

0

du

p1 ` t4qn
pn ě 1q .

(1)、证明数列 tunu 收敛, 并求极限 lim
nÑ8

un ; (2)、证明级数
8
ÿ

n“1

p´1qnun 条件

收敛; (3)、证明当 p ě 1 时级数
8
ÿ

n“1

un

np
收敛, 并求级数

8
ÿ

n“1

un

n
的和. [数学考研

竞赛01212]

37. 试求无穷乘积
8
ź

n“2

ˆ

1 ´
2

1 ` n3

˙

. [数学考研竞赛01237]

38. 设数列 tanu 满足 0 ă an ă a2n ` a2n`1 , 试证
8
ÿ

n“1

an 发散. [数学考研竞

赛01248]

函数项级数

1. 设连续函数 f : R` Ñ R` 满足对 @跟锦数学微信公众号

@ x, y P R`, lim
nÑ8

rfnpxq ´ fnpyqs “ 0,

其中 fnpxq “ f pfn´1pxqq . 试问: 是否存在 x0 P p0,`8q , 使得 @跟锦数学微

信公众号

@ x P p0, x0q, fpxq ą x; @ x P px0,`8q, fpxq ă x.

[数学考研竞赛00158]
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2. 设 tfnpxqu 是定义在 ra, bs 上的无穷次可微的函数序列且逐点收敛, 并没在 ra, bs

上满足 |f 1npxq| ď M . (1)、证明 tfnpxqu 在 ra, bs 上一致收敛; (2)、记

fpxq “ lim
nÑ8

fnpxq , 问 fpxq 是否一定在 ra, bs 上处处可导, 为什么? [数学

考研竞赛00177]

3. 已知 @跟锦数学微信公众号

u1npxq “ unpxq ` x
n´1ex pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

且 unp1q “
e

n
, 求函数项级数

8
ÿ

n“1

unpxq 之和. [数学考研竞赛00190]

4. 设 fpxq 在 r0,`8q 上一致连续, 且对于固定的 x P r0,`8q , 当自然数 n Ñ 8

时, fpx ` nq Ñ 0 . 证明: 函数序列 tfpx ` nqu8n“1 在 r0, 1s 上一致收敛于 0 .

[数学考研竞赛00197]

5. 设 fpxq 在 r0,`8q 上一致连续, 且对于固定的 x P r0,`8q , 当自然数 n Ñ 8

时, fpx ` nq Ñ 0 . 证明: 函数序列 tfpx ` nqu8n“1 在 r0, 1s 上一致收敛于 0 .

[数学考研竞赛00214]

6. 设 fpxq是 r0,`8q有界连续函数, hpxq是 r0,`8q上连续函数,且

ż `8

0

hpxq dx “ a ă 1

. 构造函数列如下: @跟锦数学微信公众号

g0pxq “ hpxq, gnpxq “ fpxq `

ż x

0

hptqgn´1ptq dt pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

求证: tgnpxqu 收敛于一个连续函数, 并求其极限函数. [数学考研竞赛00412]

7. 设 fnpxq “
nx

1 ` n2x2
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 讨论 tfnpxqu 在区间 r0, 1s 和 r1, 2s 上是

否一致收敛? 说明理由. [数学考研竞赛00635]

8. 研究函数 fpxq “
8
ÿ

n“0

1

2n ` x
在 r0,`8q 上的连续性, 一致连续性与可微性. [数

学考研竞赛00659]

9. 证明: 函数项级数
8
ÿ

n“1

x

n
e´nx

2

在 R 上连续. [数学考研竞赛00684]

10. 设 @跟锦数学微信公众号

f0pxq “ 1, fnpxq “
a

xfn´1pxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证函数列 tfnpxqu 在 r0, 1s 上一致收敛. [数学考研竞赛00816]
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11. 设函数 f0pxq 在 r0, 1s 上连续, 令 @跟锦数学微信公众号

fnpxq “

ż x

0

fn´1ptq dt, x P r0, 1s, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

请证明: 函数列 tfnpxqu 在 r0, 1s 上一致收敛. [数学考研竞赛00832]

12. 讨论函数项级数
8
ÿ

n“0

px2 ` x ` 1qn

npn ` 1q
的收敛性和一致收敛性. [数学考研竞赛00976]

幂级数

1. 设 an ě 0, pn P Z`q; An “

n
ÿ

k“0

ak. 再设 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

An “ `8, lim
nÑ8

an

An

“ 0.

试证: 级数
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径 r “ 1 . [数学考研竞赛00087]

2. 求级数
8
ÿ

n“1

xn

npn ` 1q
的和. [数学考研竞赛00131]

Abel 定理 设幂级数 gpxq “
8
ÿ

n“0

anx
n 在 |x| ă 1 内收敛, 且

8
ÿ

n“0

an “ s 收敛. 则 @跟锦数

学微信公众号

lim
xÑ1´

gpxq “ s.

[数学考研竞赛00139]

3. 求级数的和
8
ÿ

n“1

n2 ´ 1

n ¨ 2n
. [数学考研竞赛00154]

4. 求幂级数
8
ÿ

n“1

2n ´ 1

2n
x2n´2 的和函数, 并求级数

8
ÿ

n“1

2n ´ 1

22n´1
的和. [数学考研竞

赛00258]

5. 已知 @跟锦数学微信公众号

p1 ` xqn

p1 ´ xq3
“

8
ÿ

i“0

aix
i, |x| ă 1,

n 为正整数. 求
n´1
ÿ

i“0

ai .[数学考研竞赛00285]
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6. 假设
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 1 , lim

nÑ8
nan “ 0 , 且 lim

xÑ1´

8
ÿ

n“0

anx
n
“ A . 证明:

8
ÿ

n“0

an 收敛且
8
ÿ

n“0

an “ A . [数学考研竞赛00357]

7. 级数
8
ÿ

n“1

n

3n
的和 “ . [数学考研竞赛00375]

8. 级数
8
ÿ

n“1

n

3n
的和 “ . [数学考研竞赛00384]

9. 求幂级数
8
ÿ

n“0

n3 ` 2

pn ` 1q!
px ´ 1qn 的收敛域, 及其和函数. [数学考研竞赛00421]

10. 确定幂级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙

xn

的收敛域. [数学考研竞赛00638]

11. 求幂级数 ´x `
8
ÿ

n“2

xn

npn ´ 1q
的和函数. [数学考研竞赛00679]

12. 求
8
ÿ

n“0

1

n!

8
ÿ

n“0

p´1qn

n!
. [数学考研竞赛00734]

13. 求幂级数
8
ÿ

n“1

xn

npn ` 1q
的收敛域以及在收敛域内求这个级数的和. [数学考研竞

赛00755]

14. 幂级数
8
ÿ

n“1

px ´ 5qn
?
n

的收敛域是 . [数学考研竞赛00774]

15. 求幂级数
8
ÿ

n“1

nxn 的和函数. [数学考研竞赛00782]

16. 确定幂级数
8
ÿ

n“0

2n ` 1

2n`1
x2n 的收敛域, 并求其和函数. [数学考研竞赛00819]

17. 求级数
8
ÿ

n“1

p´1qnn2xn 的和函数, 并指其和函数的定义域. [数学考研竞赛00835]
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18. 求幂级数
8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

n

˙n2

xn 的收敛半径和收敛区间, 并判断其收敛区间端点处的

敛散性. [数学考研竞赛00876]

19. 级数
8
ÿ

n“1

npx ´ 1qn 的收敛域为 . [数学考研竞赛00892]

20. 求
8
ÿ

n“1

xn

n
在 p´1, 1q 上的和函数. [数学考研竞赛00899]

21. 求 lim
xÑ`8

8
ÿ

n“1

1

n

ˆ

1 ´ x

x

˙n

. [数学考研竞赛00900]

22. 幂级数
8
ÿ

n“1

xn

n
的收敛区间是 . [数学考研竞赛00937]

23. 求级数
8
ÿ

n“0

p´1qn

3n ` 2
的值. [数学考研竞赛00965]

24. 试证: (1) inf
ně1

| sinn| “ 0; (2) tsinnu 发散; (3) 试求
8
ÿ

n“1

psinnqxn´1 的收敛域

及和函数. [数学考研竞赛00990]

Fourier级数

1. 记 @跟锦数学微信公众号

ynpxq “ cospn arccosxq, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

(1) 证明当 n ‰ m 时, @跟锦数学微信公众号
ż 1

´1

ynpxqympxq
?

1 ´ x2
dx “ 0.

(2) 求 cn, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ 使 @跟锦数学微信公众号

earccosx
“

8
ÿ

n“0

cnynpxq.

[数学考研竞赛00146]

2. (1)、将 r´π, πq 上的函数 fpxq “ |x| 展开成傅里叶级数, 并证明
8
ÿ

k“1

1

k2
“
π2

6
.

(2)、求积分

ż `8

0

u

1 ` eu
du 的值. [数学考研竞赛00406]
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3. 函数 fpxq “

#

3, x P r´5, 0q,

0, x P r0, 5q
在 p´5, 5s 的傅里叶级数在 x “ 0 收敛的值是

. [数学考研竞赛00417]

4. 设 fpxq 在 p´8,`8q 可导, 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ fpx ` 2q “ f
´

x `
?

3
¯

.

用 Fourier 级数理论证明 fpxq 为常数. [数学考研竞赛00471]

5. 求 fpxq “ x 在 p´π, πs 上的傅里叶展开式 . [数学考研竞赛00896]

6. 设函数 fpxq 在区间 r0, 2πs 上可积, 证明 @跟锦数学微信公众号

1

2π

ż 2π

0

fpxqpπ ´ xq dx “
8
ÿ

n“1

bn

n
,

其中 @跟锦数学微信公众号

bn “
1

π

ż 2π

0

fpxq sinnx dx pn “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ q .

[数学考研竞赛01201]

7. 利用 Parseval 等式证明: 如果 r´π, πs 上的连续函数 f 和三角函数系 @跟锦数

学微信公众号

t1, cosx, sinx, ¨ ¨ ¨ , cosnx, sinnx, ¨ ¨ ¨ u

中每个函数正交, 那么必有 fpxq “ 0 . [数学考研竞赛01224]

多元函数极限与连续

1. 设 fpx, yq “
y2

x2 ` y2
. (1) 计算 lim

xÑ0
lim
yÑ0

fpx, yq, lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq . [数学考研竞

赛00631]

2. (2) 讨论 lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq 是否存在? [数学考研竞赛00632]

3. 证明: 不存在从闭区间 r0, 1s 到单位圆周上的一对一的连续对应. [数学考研竞

赛00663]

4. 已知一元函数 fphq 在 h0 点可导, 设 @跟锦数学微信公众号

gpx, yq “
fph0 ` xq ´ fph0 ´ yq

x ` y
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为定义在 D Ă R2 上的二元函数, 其中 D 为 R2 的第一象限. 用 ε ´ δ 定义求 g

在 D 上当 px, yq Ñ p0, 0q 时的极限. [数学考研竞赛00680]

5. lim
xÑ0
yÑ0

px2
` y2

q
x2y2

. [数学考研竞赛00700]

6. 设 fpx, yq “
x2y2

x2y2 ` px ´ yq2
. (1)、计算累次极限 lim

xÑ0
lim
yÑ0

fpx, yq与 lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq

. (2)、讨论重极限 lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq 是否存在? [数学考研竞赛00813]

多元函数微分学

1. 如图, 将一根钢丝折成两部分, 一部分围成一个矩形 ABED 的三条边 AD、

DE、EB, 另一部分围成一个半圆 ACB, 矩形和半圆的面积之为 1, 求钢丝

长度的最小值.

[数学考研竞赛00113]

2. 设由方程 x ` y ` z “ fpx2
` y2

` z2
q (˚) 确定函数 z “ zpx, yq. (1) 计算

py ´ zq
Bz

Bx
` pz ´ xq

Bz

By
. (2) 如果以 ~n “ pa, b, cq 为法向量的平面与 p˚q 交为圆,

求此法向量. [数学考研竞赛00117]

3. 设 z “ zpx, yq 是由方程 z5
´ xz4

` yz3
“ 1 确定的隐函数, 求 z2xyp0, 0q. [数学

考研竞赛00121]

4. 分析函数 fpx, yq “ px2
` y2

´ 6y ` 10qey 的极值问题. [数学考研竞赛00125]

5. 求函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “
z

1 ` xy
`

y

1 ` xz
`

x

1 ` yz

在 @跟锦数学微信公众号

V “ tpx, y, zq; 0 ď x, y, z ď 1u

的最大值. [数学考研竞赛00144]
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6. 已知 @跟锦数学微信公众号

cospα ` βq ` sinα ` sinβ “
3

2
,

其中 0 ď α, β ď
π

2
, 求 α, β 的值. [数学考研竞赛00145]

7. 设曲线 y “ ypxq 由 @跟锦数学微信公众号
#

x ´ 4y “ 3t2 ` 2t,

ey´1
` ty “ cos t

确定, 则该曲线在 t “ 0 处的切线的方程是 . [数学考研竞赛00162]

8. 设 z “ fpx, yq 具有二阶连续偏导数, 满足等式 @跟锦数学微信公众号

6z2xx ´ z
2
xy ´ z

2
yy “ 0.

已知变换 u “ x ´ 3y, u “ x ` ay 把上述等式简化为 z2uv “ 0 . (1)、求常数 a

的值; (2)、写出 z “ fpx, yq 的表达式. [数学考研竞赛00170]

9. 曲面 z “
x2

2
` y2

´ 2 平行平面 2x ` 2y ´ z “ 0 的切平面方程是 . [数学

考研竞赛00183]

10. 设 D “
 

px, yq;x2
` y2

ă 1
(

, fpx, yq 在 D 内连续, gpx, yq 在 D 内连续有界,

且满足条件: (1)、当 x2
` y2

Ñ 1 时, fpx, yq Ñ `8 ; (2)、在 D 中 f 与 g 有

二阶偏导数, @跟锦数学微信公众号

f 2xx ` f
2
yy “ ef , g2xx ` g

2
yy ě eg.

证明: fpx, yq ě gpx, yq 在 D 内处处成立. [数学考研竞赛00198]

11. 设函数 fptq 有二阶连续导数, r “
a

x2 ` y2 , gpx, yq “ f

ˆ

1

r

˙

, 求 g2xx ` g
2
yy .

[数学考研竞赛00226]

12. 设 @跟锦数学微信公众号

Σ1 :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1,

其中 a ą b ą c ą 0 , @跟锦数学微信公众号

Σ2 : z2
“ x2

` y2,

Γ 为 Σ1 和 Σ2 的交线. 求椭球面 Σ1 在 Γ 上各点的切平面到原点距离的最大值

和最小值. [数学考研竞赛00244]
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13. 对于 4ABC , 求 @跟锦数学微信公众号

3 sinA ` 4 sinB ` 18 sinC

的最大值. [数学考研竞赛00251]

14. 设 z “ zpx, yq 是由方程 @跟锦数学微信公众号

F

ˆ

z `
1

x
, z ´

1

y

˙

“ 0

确定的隐函数, 其中 F 具有连续的二阶偏导数, 且 Fupu, vq “ Fvpu, vq ‰ 0 . 求

证: x2z1x ` y
2z1y “ 0 和 @跟锦数学微信公众号

x3z2xx ` xypx ` yqz
2
xy ` y

3z2yy “ 0.

[数学考研竞赛00262]

15. 设函数 fpx, yq 有二阶连续偏导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

f 12x f
2
yy ´ 2f 1xf

1
yf

2
xy ` f

12
y f

2
xx “ 0,

且 f 1y ‰ 0 , y “ ypx, zq 是由方程 z “ fpx, yq 所确定的函数. 求 y2xx . [数学考

研竞赛00273]

16. 已知函数 z “ upx, yqeax`by , 且 u2xy “ 0 , 确定常数 a 和 b , 使得函数

z “ zpx, yq 满足方程 z2xy ´ z
1
x ´ z

1
y ` z “ 0 ; [数学考研竞赛00290]

17. 设 fpu, vq 具有连续偏导数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

f 1upu, vq ` f
1
vpu, vq “ uv,

求 ypxq “ e´2xfpx, xq所满足的一阶微分方程,并求其通解. [数学考研竞赛00306]

18. 过直线

#

10x ` 2y ´ 2z “ 27,

x ` y ´ z “ 0
作曲面 3x2

` y2
´ z2

“ 27 的切平面, 求此切

平面的方程. [数学考研竞赛00309]

19. 设函数 y “ ypxq 由 x3
` 3x2y ´ 2y3

“ 2 所确定.求 ypxq 的极值. [数学考研竞

赛00323]
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20. 设 F px, y, zq 和 Gpx, y, zq 有连续偏导数,
BpF,Gq

Bpx, zq
‰ 0 , 曲线 @跟锦数学微信

公众号

Γ :

#

F px, y, zq “ 0

Gpx, y, zq “ 0

过点 P0px0, y0, z0q . 记 Γ 在 xOy 平面上的投影曲线为 S . 求 S 上过点

px0, y0q 的切线方程. [数学考研竞赛00350]

21. 设有曲面 S : z “ x2
` 2y2 和平面 L : 2x ` 2y ` z “ 0 , 则与平面 L 平行的 S

的切平面方程是 . [数学考研竞赛00365]

22. 设 lj, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 是平面上点 P0 处的 n ě 2 个方向向量, 相邻两个向量之

间的夹角为
2π

n
. 若函数 fpx, yq 在点 P0 有连续偏导数, 证明

n
ÿ

j“1

BfpP0q

Blj
“ 0 .

[数学考研竞赛00403]

23. 设函数 z “ zpx, yq 由方程 @跟锦数学微信公众号

F

ˆ

x `
z

y
, y `

z

x

˙

“ 0

所决定, 其中 F pu, vq 具有连续偏导数, 且 xFu ` yFv ‰ 0 . 则 @跟锦数学微信

公众号

xz1x ` yz
1
y “ .

(本小题结果要求不显含 F 及其偏导数) [数学考研竞赛00415]

24. 设 fpu, vq 在全平面上有连续的偏导数, 证明: 曲面 @跟锦数学微信公众号

f

ˆ

x ´ a

z ´ c
,
y ´ b

z ´ c

˙

“ 0

的所有切平面都交于点 pa, b, cq . [数学考研竞赛00451]

25. 设 fpxq 有连续导数, 且 fp1q “ 2 . 记 z “ fpexy2
q , 若 z1x “ z , 求 fpxq 在

x ą 0 的表达式. [数学考研竞赛00464]

26. 曲面 z “
x2

2
` y2 平行与平面 2x ` 2y ´ z “ 0 的切平面方程为 . [数学考

研竞赛00466]

27. 设可微函数 fpx, yq 满足 @跟锦数学微信公众号

f 1x “ ´f, f

ˆ

0,
π

2

˙

“ 1, 且 lim
nÑ8

«

f
`

0, y ` 1
n

˘

fp0, yq

ffn

“ ecot y,
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则 fpx, yq “ . [数学考研竞赛00495]

28. 设 w “ fpu, vq 具有二阶连续偏导数, 且 @跟锦数学微信公众号

u “ x ´ cy, v “ x ` cy,

其中 c 为非零常数, 则 @跟锦数学微信公众号

w2xx ´
1

c2
w2yy “ .

[数学考研竞赛00512]

29. 设二元函数 fpx, yq 在平面上有连续的二阶偏导数, 对任意角度 α , 定义一元函

数 @跟锦数学微信公众号

gαptq “ fpt cosα, t sinαq,

若对任何 α 都有
dgαp0q

dt
“ 0 且

d2gαp0q

dt2
ą 0 , 证明: fp0, 0q 是 fpx, yq 的极

小值. [数学考研竞赛00516]

30. 若曲线 y “ ypxq 由

#

x “ t ` cos t

ey ` ty ` sin t “ 1
确定, 则此曲线在 t “ 0 对应点处的

切线方程为 . [数学考研竞赛00560]

31. 设 fpx, yq 在区域 D 内可微, 且 @跟锦数学微信公众号
d

ˆ

Bf

Bx

˙2

`

ˆ

Bf

By

˙2

ďM,

Apx1, y1q , Bpx2, y2q 是 D 内两点, 线段 AB 包含在 D 内. 证明: @跟锦数学

微信公众号

|fpx1, y1q ´ fpx2, y2q| ďM |AB|,

其中 |AB| 表示线段 AB 的长度. [数学考研竞赛00566]

32. 设函数 z “ zpx, yq 由方程 F px´ y, zq “ 0 确定, 其中 F pu, vq 具有连续二阶偏

导数, 则 z2xy “ . [数学考研竞赛00594]

33. 已知 @跟锦数学微信公众号

dupx, yq “
y dx ´ x dy

3x2 ´ 2xy ` 3y2
,

则 upx, yq “ . [数学考研竞赛00618]
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34. 设 a, b, c, µ ą 0 , 曲面 xyz “ µ 与曲面 @跟锦数学微信公众号

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1

相切, 则 µ “ . [数学考研竞赛00619]

35. 求由方程 xyz3
`x2

` y3
´ z “ 0 所确定的隐函数 z “ zpx, yq 的偏导数

Bz

Bx
,
Bz

By
. [数学考研竞赛00630]

36. 确定实数 a, b 的值使积分 @跟锦数学微信公众号

F pa, bq “

ż 1

0

ˆ

ax ` b ´
1

1 ` x2

˙2

dx

达到最小值. [数学考研竞赛00637]

37. 选取 a, b , 使表达式 @跟锦数学微信公众号

rpx ` y ` 1qex ` aeys dx ` rbex ´ px ` y ` 1qeys dy

为某一函数的全微分, 并求出这个函数. [数学考研竞赛00639]

38. 求曲线

#

x2
` y2

` zez “ 2

x2
` xy ` y2

“ 1
在 p1,´1, 0q 处的切线方程. [数学考研竞赛00662]

39. 已知函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

2xmy

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q,

a, px, yq “ p0, 0q,

其中 m 为正整数, a 为实数. 设 fpx, yq 在 p0, 0q 点处的方向导数的个数为 n ,

试讨论 n 与 m 和 a 的关系. [数学考研竞赛00683]

40. 非极值点的稳定点称为鞍点. 证明: 二元函数 fpx, yq “ x ` y sinx 的全体鞍点

组成的集合与整数集 Z 可建立一一映射. [数学考研竞赛00688]

41. 设函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

a

|xy|

x2 ` y2
sinpx2

` y2
q, x2

` y2
‰ 0,

0, x2
` y2

“ 0.

回答下列问题: (1)、函数 fpx, yq 在点 p0, 0q 处是否连续? 为什么? (2)、函数

fpx, yq 在点 p0, 0q 处是否可微? 为什么? [数学考研竞赛00707]
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42. 求椭圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 上过点 p0, bq 的最大弦长. [数学考研竞赛00732]

43. 求曲面 xyz “ 1 在其上点 px0, y0, z0q 处切平面与坐标平面所围几何体体积. [数

学考研竞赛00735]

44. 曲面 sinpx ` zq ´ ypz ` 2q ` exy “ 1 在点 p´1, 0, 1q 处的切平面方程是 .

[数学考研竞赛00771]

45. 设 z “ fpu, vq 具有二阶连续偏导数, 且 u “ x ` cy, v “ x ´ cy , 其中 c 为非

零常数, 则 @跟锦数学微信公众号

B2z

Bx2
`

1

c2

B2z

By2
“ .

[数学考研竞赛00775]

46. 设 z “ zpx, yq 是由方程
x

z
“ ln

z

y
确定的隐函数, 求 dz . [数学考研竞赛00812]

47. 确定实数 a, b 的值使积分 F pa, bq “

ż 1

0

pax ` b ´ x2
q
2 dx 达到最小值. [数学考

研竞赛00818]

48. 设 F pxq “

ż upxq

1

1

1 ` t2
dt , 其中 upxq “

ż x

0

cos2 t dt , 求一阶导数 F 1pxq . [数

学考研竞赛00826]

49. 设 z “ 2x3
` y2 , 其中 y “ fpxq 为由方程 x2

´ xy ` y2
´ 2 “ 0 所确定的隐函

数, 求
dz

dx
和

d2z

dx2
. [数学考研竞赛00827]

50. 证明 fpx, yq “

$

’

&

’

%

xy2

x2 ` y2
, x2

` y2
‰ 0

0, x2
` y2

“ 0

在原点连续且偏导数存在, 但在此点

不可微. [数学考研竞赛00833]

51. 设函数 u “ fpx ` gpyqq , 其中 f, g 均二阶可导, 求
Bu

Bx

B2u

BxBy
´
Bu

By

B2u

Bx2
. [数学

考研竞赛00841]

52. 计算函数 fpx, y, zq “ xyz 在条件 36x2
` 16y2

` 9z2
“ 144 下的最大值和最小

值. [数学考研竞赛00844]

53. 设函数 fpx, yq 在点 P0px0, y0q 的某邻域 U pP0, δq 内的偏导数 fx, fy 均有界,

证明函数 fpx, yq 在 U pP0, δq 上连续. [数学考研竞赛00846]
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54. 分析二元函数 fpx, yq 在点 px0, y0q 的连续性与该点存在一阶偏导数的关系 (可

举例说明). [数学考研竞赛00873]

55. 若二元函数 fpx, yq 的两个一阶偏导数在点 px0, y0q 某邻域存在且偏导数有界,

证明: fpx, yq 在 px0, y0q 处连续. [数学考研竞赛00874]

56. 若函数 upx, yq 具有二阶偏导数, 证明: upx, yq “ fpxqgpyq 的充要条件是 @跟

锦数学微信公众号

u
B2u

BxBy
“
Bu

Bx
¨
Bu

By
pu ‰ 0q .

[数学考研竞赛00878]

57. 曲面 ez ´ z ` xy “ 3 在点 p2, 1, 0q 处的切平面为 . [数学考研竞赛00895]

58. 已知函数 fpx, yq, x “ xpu, vq, y “ ypu, vq 二阶可导且满足 @跟锦数学微信公

众号
Bx

Bu
“
By

Bv
,

Bx

Bv
“ ´

By

Bu
p柯西-黎曼方程q .

证明: @跟锦数学微信公众号

B2f

Bu2
`
B2f

Bv2
“

ˆ

Bx

Bu

By

Bv
´
Bx

Bv

By

Bu

˙ˆ

B2f

Bx2
`
B2f

By2

˙

.

[数学考研竞赛00905]

59. 求由方程 x2
` y2

` z4
´ 2x ´ 2y ´ 5z ´ 4 “ 0 所确定的 z “ zpx, yq 的整数极

值点并判断极值点类型. [数学考研竞赛00906]

60. 设函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

y3 cos y
x

x2 ` y2
, x ‰ 0,

0, x “ 0.

证明: 在点 p0, 0q 处, fpx, yq 连续, 且任意方向的方向导数都存在, 但不可微. [数

学考研竞赛00930]

61. 设 x “ u`v, y “ u2
`v2

pu´v ‰ 0q , 定义 u, v 为 x, y 的函数, 则
Bu

Bx
“

. [数学考研竞赛00941]

62. 光滑曲面 F px´ az, y ´ bzq “ 0 ( a 和 b 为非零常数) 上任一点的切平面平行于

直线 @跟锦数学微信公众号
x

a
“
y

b
“ z,
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其中 aF 11 ` bF
1
2 ‰ 0 . [数学考研竞赛00943]

63. 若 fpx, yq 在点 px0, y0q 的两个偏导数都存在且只有 f 1ypx, yq 在 px0, y0q 点连

续, 则 fpx, yq 在点 px0, y0q 点不一定可微. [数学考研竞赛00945]

64. 设 D 为平面上的有界域, fpx, yq 在 D 上可微, 在 D̄ 上连续, 在 D̄ 的边界上

fpx, yq “ 0 , 且在 D 上满足: fx ` fy “ f . 证明: 在 D̄ 上 fpx, yq “ 0 . [数

学考研竞赛00971]

65. 设 f P Cp´8,`8q , 定义 F pxq “

ż b

a

fpx ` tq cos t dt , a ď x ď b . (1) 证明:

F 在 ra, bs 上可导; (2) 计算 F 1pxq . [数学考研竞赛01106]

66. 设 D 是 R3 中的有界闭区域, f 在 D 上连续且有偏导数. 如果在 D 上有 @跟

锦数学微信公众号

fx ` fy ` fz “ f, f |BD “ 0 pBD 记 D 的边界q .

则 f 在 D 上恒等于 0 . [数学考研竞赛01179]

67. 设 @跟锦数学微信公众号

~F “

ˆ

a ´
1

y
`
y

z
,
x

z
`
bx

y2
,´
cxy

z2

˙

,

其中 a, b, c 是三个常数. (i) 问 a, b, c 取何值时, ~F 为有势场. (ii) 当 ~F 为有势

场时, 求出它的势函数. [数学考研竞赛01180]

68. 设 y “ fpxq 是由方程 @跟锦数学微信公众号

arctan
x

y
“ ln

a

x2 ` y2 ´
1

2
ln 2 `

π

4

确定的隐函数, 且满足 fp1q “ 1 , 则曲线 y “ fpxq 在点 p1, 1q 处的切线方程为

. [数学考研竞赛01204]

69. 已知 @跟锦数学微信公众号

z “ xf

ˆ

y

x

˙

` 2yϕ

ˆ

x

y

˙

,

其中 f, ϕ 均为二次可微函数. (1)、求
Bz

Bx
,
B2z

BxBy
; (2)、当 f “ ϕ , 且 @跟锦数

学微信公众号
B2z

BxBy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“a

“ ´by2

时, 求 fpyq . [数学考研竞赛01209]
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70. 设二元函数 zpx, yq 在上半平面 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; y ą 0u

内具有具有连续偏导数, 且满足方程 @跟锦数学微信公众号

B2z

Bx2
´ y

B2z

By2
´

1

2

Bz

By
“ 0. p170803 : eqq

(1) 变换

#

u “ x ` a
?
y

v “ x ` b
?
y
, pa ‰ bq 将上述方程 (6) 变换为

B2z

BuBv
“ 0 , 求 a, b

的值; (2) 利用 (1) 的结果求方程 (6) 的通解. [数学考研竞赛01225]

重积分

1. 证明: @跟锦数学微信公众号

1 ď

ĳ

Ω

sinpx2
q ` cospy2

q dx dy ď
?

2,

其中 Ω “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u . [数学考研竞赛00104]

2. 求积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

p5y3
` x2

` y2
´ 2x ` y ` 1q dx dy,

其中 D : 1 ď px ´ 1q2 ` y2
ď 4 且 x2

` y2
ď 1. [数学考研竞赛00115]

3. 计算

ĳ

D

px2
` y2

q dx dy, 其中 D 为由不等式 @跟锦数学微信公众号

a

2x ´ x2 ď y ď
a

4 ´ x2

所确定的区域. [数学考研竞赛00122]

4. 求曲线 C : y “ x2 与直线 L : y “ x 所围图形绕直线 L 旋转所成旋转体的体

积. [数学考研竞赛00129]

5. 计算

ĳ

D

|xy| dx dy, D “

"

px, yq;
x2

a2
`
y2

b2
ď 1

*

. [数学考研竞赛00130]
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6. (满分 20 分) 如图, 设一个均匀物体是由体积相同的一个半球和一个圆柱拼接而

成, 圆柱的地面与半球的大圆面重合, 底面半径为 R , 求此物体的重心.

[数学考研竞赛00148]

7. 设 a ą 0 是常数, f : R Ñ R 是连续函数. 证明: @跟锦数学微信公众号
ż a

0

ż z

0

ż y

0

fpxq dx dy dz “
1

2

ż a

0

pa ´ xq2fpxq dx.

[数学考研竞赛00156]

8. 设曲线 y “ 2
?
x 与直线 y “ kx 围成的平面图形为 D , 若 D 的面积为

1

3
, 则

D 绕 y 轴旋转一周而成立体的体积 Vy “ . [数学考研竞赛00166]

9. 计算 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

dx

ż

?
x

0

˜

ex

x
´

ey
2

?
x

¸

dy.

[数学考研竞赛00171]

10. fpx, yq 是
 

px, yq;x2
` y2

ď 1
(

上二次连续可微函数, 满足 @跟锦数学微信公

众号

f 2xx ` f
2
yy “ x

2y2,

计算积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2ď1

˜

x
a

x2 ` y2
f 1x `

y
a

x2 ` y2
f 1y

¸

dx dy.

[数学考研竞赛00179]

11. 计算 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

px ` yq ln
`

1 ` y
x

˘

?
1 ´ x ´ y

dx dy “ ,

其中区域 D 由直线 x`y “ 1 与两坐标轴所围三角形区域. [数学考研竞赛00181]
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12. 设抛物线 y “ ax2
` bx ` 2 ln c 过原点, 当 0 ď x ď 1 时, y ě 0 , 又已知该抛

物线与 x 轴及直线 x “ 1 所围图形的面积为
1

3
. 试确定 a, b, c , 使此图形绕 x

轴旋转一周而成的旋转体的体积 V 最小. [数学考研竞赛00189]

13. 设 @跟锦数学微信公众号

R “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u ,

Rε “ tpx, yq; 0 ď x ď 1 ´ ε, 0 ď y ď 1 ´ εu .

考虑积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

R

dx dy

1 ´ xy
, Iε “

ĳ

Rε

dx dy

1 ´ xy
,

定义 I “ lim
εÑ0`

Iε . (1)、证明: I “
8
ÿ

n“1

1

n2
; (2)、利用变量替换

$

’

&

’

%

u “
1

2
px ` yq

v “
1

2
py ´ xq

计算积分 I 的值, 并由此推出 @跟锦数学微信公众号

π2

6
“

8
ÿ

n“1

1

n2
.

[数学考研竞赛00199]

14. 现要设计一个容积为 V 的一个圆柱体的容器. 已知上下两底的材料费为单位面积

a 元, 而侧面的材料费为单位面积 b 元. 试给出最节省的设计方案: 即高与上下底

的直径之比为何值时所需费用最少? [数学考研竞赛00205]

15. 设 l 是过原点、方向为 pα, β, γq (其中 α2
` β2

` γ2
“ 1 ) 的直线, 均匀椭圆

@跟锦数学微信公众号
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
ď 1

(其中 0 ă c ă b ă a , 密度为 1 ) 绕 l 旋转. (1)、求其转动惯量; (2)、求其转

动惯量关于方向 pα, β, γq 的最大值和最小值. [数学考研竞赛00231]

16. 已知 S 是空间曲线

#

x2
` 3y2

“ 1

z “ 0
绕 y 轴旋转形成的椭球面的上半部分 pz ě

0q (取上侧), Π 是 S 在 P px, y, zq 点处的切平面, ρpx, y, zq 是原点到切平面

Π 的距离, λ, µ, ν 表示 S 的正法向的方向余弦. 计算: (1)、

ĳ

S

z

ρpx, y, zq
dS ;

(2)、

ĳ

S

zpλx ` 3µy ` νzq dS . [数学考研竞赛00245]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 90 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

17. 求 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

sgn pxy ´ 1q dx dy,

其中 D “ tpx, yq; 0 ď x ď 2, 0 ď y ď 2u . [数学考研竞赛00257]

18. 设函数 fpxq 连续, a, b, c 为常数, Σ 是单位球面 x2
` y2

` z2
“ 1 . 记第一型

曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

fpax ` by ` czq dS.

求证: I “ 2π

ż 1

´1

f
´

a

a2 ` b2 ` c2u
¯

du . [数学考研竞赛00263]

19. 求曲面 x2
` y2

“ az 和 z “ 2a ´
a

x2 ` y2 ( a ą 0 ) 所围立体的表面积. [数

学考研竞赛00275]

20. 设 D 为椭圆形 @跟锦数学微信公众号

x2

a2
`
y2

b2
ď 1 pa ą b ą 0q ,

面密度为 ρ 的均质薄板; l 为通过椭圆焦点 p´c, 0q (其中 c2
“ a2

´ b2 ) 垂直于

薄板的旋转轴. (1)、求薄板 D 绕 l 旋转的转动惯量 J ; (2)、对于固定的转动惯

量, 讨论椭圆薄板面积的是否有最大值和最小值. [数学考研竞赛00278]

21. 设 fpxq为连续函数, t ą 0 . 区域Ω 是由抛物面 z “ x2
`y2和球面 x2

`y2
`z2

“

t2 所围起来的上半部分. 定义三重积分 @跟锦数学微信公众号

F ptq “

¡

Ω

fpx2
` y2

` z2
q dv.

求 F ptq 的导数 F 1ptq .[数学考研竞赛00297]

22. 求二重积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2ď1

|x2
` y2

´ x ´ y| dx dy.

[数学考研竞赛00313]

23. 计算积分

ż 2π

0

x

ż 2π

x

sin2 t

t2
dt dx . [数学考研竞赛00348]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 91 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

24. 曲面 z “ x2
` y2

` 1 在点 M p1,´1, 3q 的切平面与曲面 z “ x2
` y2 所围区域

的体积为 . [数学考研竞赛00416]

25. 设 fpx, yq 在 x2
` y2

ď 1 上有连续的二阶偏导数, 且 @跟锦数学微信公众号

f 22xx ` 2f 22xy ` f
22
yy ďM.

若 fp0, 0q “ 0, fxp0, 0q “ fyp0, 0q “ 0 , 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

x2`y2ď1

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
π
?
M

4
.

[数学考研竞赛00423]

26. 设 D : x2
` 2y2

ď 2x ` 4y , 则积分 I “

ĳ

D

px ` yq dx dy “ . [数学考研

竞赛00426]

27. 设 D : x2
` 2y2

ď 2x ` 4y , 则积分 I “

ĳ

D

px ` yq dx dy “ . [数学考研

竞赛00435]

28. 设 D : 1 ď x2
` y2

ď 4 , 则 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

D

px ` y2
qe´px

2`y2´4q dx dy

的值是 . [数学考研竞赛00447]

29. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 证明: @跟锦数学微信公众号

2

ż b

a

fpxq

„
ż b

x

fptq dt



dx “

„
ż b

a

fpxq dx

2

.

[数学考研竞赛00452]

30. 某物体所在的空间区域为 @跟锦数学微信公众号

Ω : x2
` y2

` 2z2
ď x ` y ` 2z,

密度函数为 x2
` y2

` z2 , 求质量 @跟锦数学微信公众号

M “

¡

Ω

px2
` y2

` z2
q dx dy dz.

[数学考研竞赛00468]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 92 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

31. 设函数 fpx, y, zq 在区域 @跟锦数学微信公众号

Ω “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď 1

(

上具有连续的二阶偏导数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

f 2xx ` f
2
yy ` f

2
zz “

a

x2 ` y2 ` z2.

计算 I “

¡

Ω

´

xf 1x ` yf
1
y ` zf

1
z

¯

dx dy dz . [数学考研竞赛00501]

32. 记曲面 z2
“ x2

` y2 和 z “
a

4 ´ x2 ´ y2 围成的空间区域为 V , 则三重积分

@跟锦数学微信公众号
¡

V

z dx dy dz “ .

[数学考研竞赛00515]

33. 设函数 fpx, yq 在区域 @跟锦数学微信公众号

D “
 

px, yq;x2
` y2

ď a2
(

上具有一阶连续偏导数, 且满足 fpx, yq|x2`y2“a2 “ a2 , 以及 @跟锦数学微信公

众号

max
px,yqPD

”

f 12x ` f
12
y

ı

“ a2,

其中 a ą 0 . 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

D

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
4

3
πa4.

[数学考研竞赛00551]

34. 计算三重积分

¡

V

px2
` y2

q dV , 其中 V 是由 @跟锦数学微信公众号

x2
` y2

` pz ´ 2q2 ě 4, x2
` y2

` pz ´ 1q2 ď 9, z ě 0

所围成的空心立体. [数学考研竞赛00565]

35. 计算三重积分 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

dx dy dz

p1 ` x2 ` y2 ` z2q2
,

其中 Ω : 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, 0 ď z ď 1 . [数学考研竞赛00598]
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36. 计算三重积分 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

xyz

x2 ` y2
dx dy dz,

其中 Ω 是由曲面 px2
` y2

` z2
q
2
“ 2xy 围成的区域在第一卦限的部分. [数学考

研竞赛00620]

37. 计算积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 2π

0

dφ

ż π

0

esin θpcosφ´sinφq sin θ dθ.

[数学考研竞赛00622]

38. 计算

ĳ

D

e
x´y
x`y dx dy , 其中 D 是 x “ 0, y “ 0, x ` y “ 1 所围成的区域. [数学

考研竞赛00655]

39. 用三重积分求椭球体 @跟锦数学微信公众号

V “

"

px, y, zq P R3;
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
ď 1, a, b, c ą 0

*

的体积. [数学考研竞赛00678]

40. 计算封闭曲面 px2
` y2

` z2
q
2
“ a3z ( a ą 0 ) 所围立体的体积. [数学考研竞

赛00710]

41. 积分

ż 1

0

dy

ż 1

1´y

y sinx

x
dx “ . [数学考研竞赛00773]

42. 计算

¡

Ω

px2
` y2

q dx dy dz , 其中 Ω 是由曲面 z “ x2
` y2 及 z “ 9 所围成

的闭区域; [数学考研竞赛00779]

43. 求 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

px2
` y2

` z2
q dx dy dz,

其中 Ω “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď 1

(

. [数学考研竞赛00901]

44. 二重积分

ĳ

x2`y2ď2x

ex
2`y2´2x dx dy “ . [数学考研竞赛00940]

45. 求由 z “ x ` y 和 z “ x2
` y2 围成的几何体体积. [数学考研竞赛00969]
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46. 求

ż π
2

0

sinx ln sinx dx . [数学考研竞赛00970]

47. 设 Ω 是 R3 中简单光滑闭曲面 Σ 所围的有界连通区域. 考查问题 @跟锦数学微

信公众号
#

∆u “ 0, px, y, zq P Ω

u|Σ “ fpx, y, zq, px, y, zq P Σ
, p161217 : eqq

其中 fpx, y, zq 为已知连续函数, upx, y, zq 为具有二阶连续偏导的未知函数. 证

明若问题 (5) 有界, 则其解是唯一的, 即若 upx, y, zq, vpx, y, zq 皆满足 (5), 则有

upx, y, zq “ vpx, y, zq. [数学考研竞赛00993]

48. 试求 @跟锦数学微信公众号
ĳ

x2`y2ďR2

ex cos y dx dy.

[数学考研竞赛01078]

49. 在 R4 中定义如下有界区域 Ω : @跟锦数学微信公众号

Ω “

!

px, y, z, wq P R4; |x| ` |y| `
a

z2 ` w2 ď 1
)

.

计算 Ω 的体积. [数学考研竞赛01186]

50. 计算二重积分: I “

ĳ

D

px ` yq ln
`

1 ` y
x

˘

?
1 ´ x ´ y

dx dy ,其中积分区域由直线 x`y “ 1

与两坐标轴所围三角形区域. [数学考研竞赛01256]

曲线曲面积分

1. 求

ż

Γ

y2 ds, 其中 Γ 由

#

x2
` y2

` z2
“ a2

x ` z “ a
决定. [数学考研竞赛00056]

2. 已知质线 L :

#

z “ x2
` y2

x ` y ` z “ 1
的线密度 ρ “ |x2

` x ´ y2
´ y|, 求 L 的质量.

[数学考研竞赛00126]

3. 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

px ´ 1q dy ´ y dx

px ´ 1q2 ` y2
,
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其中 L 是从 p´2, 0q 到 p2, 0q 的上半椭圆
x2

4
` y2

“ 1. [数学考研竞赛00134]

4. 设曲面 S 为: @跟锦数学微信公众号

px ´ 1q2

9
`
py ´ 2q2

16
` z2

“ 1, z ě 0.

计算 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
3 ,

S 方向朝上. [数学考研竞赛00147]

5. 设椭圆
x2

25
`
y2

16
“ 1 的线密度为 ρpx, yq “ |xy| , 求椭圆的质量. [数学考研竞

赛00153]

6. 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

y dx ´ px ´ y2q dy

x2 ` y2
,

其中 L 是 y “ ´ cosπx 上从点 p´1, 1q 到点 p1, 1q 的一段曲线. [数学考研竞

赛00172]

7. 求曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

px ´ 1q3 dy dz ` py ` 1q3 dz dx ` z3 dx dy,

其中 Σ 是上半球面 z “
a

1 ´ x2 ´ py ´ 1q2 的上侧. [数学考研竞赛00173]

8. 已知平面区域 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; 0 ď x ď π, 0 ď y ď πu ,

L 为 D 的正向边界, 试证: (1)、

¿

L

xesin y dy ´ ye´ sinx dx “

¿

L

xe´ sin y dy ´

yesinx dx ; (2)、

¿

L

xesin y dy ´ ye´ sinx dx ě
5

2
π2 . [数学考研竞赛00187]

9. 计算 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
,

其中 Σ 为下半球面 z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2 的上侧, a ą 0 . [数学考研竞赛00204]
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10. 设函数 ϕpxq 具有连续的导数, 在围绕原点的任意光滑的简单闭曲线 C 上, 曲线

积分 @跟锦数学微信公众号
¿

C

2xy dx ` ϕpyq

x4 ` y2

的值为常数. (1)、设 L 为正向闭曲线 px ´ 2q2 ` y2
“ 1 . 证明: @跟锦数学微

信公众号
¿

L

2xy dx ` ϕpxq dy

x4 ` y2
“ 0;

(2)、求函数 ϕpxq ; (3)、设 C 是围绕原点的光滑简单正向闭曲线, 求 @跟锦数

学微信公众号
¿

L

2xy dx ` ϕpxq dy

x4 ` y2
.

[数学考研竞赛00232]

11. 设连续可微函数 z “ zpx, yq 由方程 @跟锦数学微信公众号

F pxz ´ y, x ´ yzq “ 0

(其中 F pu, vq 有连续的偏导数) 唯一确定, L 为正向单位圆周. 试求: @跟锦数

学微信公众号

I “

¿

L

pxz2
` 2yzq dy ´ p2xz ` yz2

q dx.

(1)、求解微分方程

$

&

%

dy

dx
´ xy “ xex

2

,

yp0q “ 1.
(2)、如 y “ fpxq 为上述方程的解, 证

明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

n

n2x2 ` 1
fpxq dx “

π

2
.

[数学考研竞赛00279]

12. 设函数 u “ upxq 连续可微, up2q “ 1 , 且 @跟锦数学微信公众号

ż

L

px ` 2yqu dx ` px ` u3
qu dy

在右半平面上与路径无关, 求 upxq ; [数学考研竞赛00291]
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13. 设 Σ 是一个光滑封闭曲面, 方向朝外. 给定第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众

号

I “

ĳ

Σ

px3
´ xq dy dz ` p2y3

´ yq dz dx ` p3z3
´ zq dx dy.

试确定曲面 Σ , 使得积分 I 的值最小, 并求该最小值. [数学考研竞赛00328]

14. 设 Iaprq “

ż

C

y dx ´ x dy

px2 ` y2qa
, 其中 a 为常数, 曲线 C 为椭圆 x2

` xy ` y2
“ r2

, 取正向. 求极限 lim
rÑ`8

Iaprq . [数学考研竞赛00329]

15. 设函数 fpxq 连续可导, @跟锦数学微信公众号

P “ Q “ R “ f
`

px2
` y2

qz
˘

,

邮箱曲面 Σt 是圆柱体 x2
` y2

ď t2, 0 ď z ď 1 的表面, 方向朝外. 记第二型曲

面积分 @跟锦数学微信公众号

It “

ĳ

Σt

P dy dz `Q dz dx `R dx dy,

求极限 lim
tÑ0`

It

t4
. [数学考研竞赛00355]

16. (1)、设一球缺高为 h , 所在球半径为 R . 证明该球缺的体积为
π

3
p3R ´ hqh2 ,

球冠的面积为 2πRh . (2)、设球体 @跟锦数学微信公众号

px ´ 1q2 ` py ´ 1q2 ` pz ´ 1q2 ď 12

被平面 P : x ` y ` z “ 6 所截的小球缺为 Ω . 记球缺上的球冠为 Σ , 方向指

向球外, 求第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy.

[数学考研竞赛00371]

17. 计算第一型曲面积分的值: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2`z2“1

px2
` 2y2

` 3z2
q dS “ .

[数学考研竞赛00376]
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18. 计算第一型曲面积分的值: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2`z2“1

px2
` 2y2

` 3z2
q dS “ .

[数学考研竞赛00385]

19. 设曲线积分 I “

¿

L

x dy ´ y dx

|x| ` |y|
, 其中 L 是以 p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p0,´1q 为

顶点的正方形的边界曲线, 方向为逆时针, 则 I “ . [数学考研竞赛00401]

20. 设 P px, y, zq 和 Rpx, y, zq 在空间上有连续偏导数, 设上半球面 @跟锦数学微信

公众号

S : z “ z0 `
a

r2 ´ px ´ x0q
2 ´ py ´ y0q

2,

方向朝上. 若对任何点 px0, y0, z0q 和 r ą 0 , 第二型曲面积分 @跟锦数学微信公

众号
ĳ

S

P dy dz `R dx dy “ 0.

证明: P 1
x ” 0 . [数学考研竞赛00455]

21. 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

S

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2

( a ą 0 为常数), 其中 S : z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2 , 取上侧. I “ . [数学考

研竞赛00474]

22. 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

S

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2

( a ą 0 为常数), 其中 S : z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2 , 取上侧. I “ . [数学考

研竞赛00483]

23. 设 Γ 为曲线 @跟锦数学微信公众号

x2
` y2

` z2
“ 1, x ` z “ 1, x ě 0, y ě 0, z ě 0

上从点 Ap1, 0, 0q 到点 Bp0, 0, 1q 的一段. 求曲线积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż

Γ

y dx ` z dy ` x dz.

[数学考研竞赛00517]
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24. 设 Γ 为空间曲线

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x “ π sin
t

2
,

y “ t ´ sin t,

z “ sin 2t,

t P r0, 2πs. 则第二型曲线积分 @跟锦数学微

信公众号
ż

Γ

esinx
pcosx cos y dx ´ sin y dyq ` cos z dz “ .

[数学考研竞赛00522]

25. 设 Γ 为空间曲线

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x “ π sin
t

2
,

y “ t ´ sin t,

z “ sin 2t,

t P r0, 2πs. 则第二型曲线积分 @跟锦数学微

信公众号
ż

Γ

esinx
pcosx cos y dx ´ sin y dyq ` cos z dz “ .

[数学考研竞赛00531]

26. 设函数 fptq 在 t ‰ 0 时一阶连续可导, 且 fp1q “ 0 , 求函数 fpx2
´ y2

q , 使得

曲线 @跟锦数学微信公众号
ż

L

ryp2 ´ fpx2
´ y2

qqs dx ` xfpx2
´ y2

q dy

与路径无关, 其中 L 为任一不与直线 y “ ˘x 相交的分段光滑曲线. [数学考研竞

赛00563]

27. 设曲线 L 是空间区域 @跟锦数学微信公众号

0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, 0 ď z ď 1

的表面与平面 x ` y ` z “
3

2
的交线, 则 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¿

L

pz2
´ y2

q dx ` px2
´ z2

q dy ` py2
´ x2

q dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

[数学考研竞赛00593]

28. 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

e
?
y

?
x2 ` z2

dx dz,
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其中 S 是由曲面 y “ x2
` z2 与平面 y “ 1, y “ 2 所围立体表面的外侧. [数学

考研竞赛00640]

29. 计算

£

S

yz dy dz` zx dz dx`xy dx dy , 其中 S 是单位圆周 x2
`y2

` z2
“ 1

的外侧. [数学考研竞赛00656]

30. 证明: 第二型曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

x dx ` y dy

px2 ` y2q
3
2

在区域 D : x ą 0 上与路径无关. [数学考研竞赛00685]

31. 求

¿

x2`y2“1

xy2 dy ´ yx2 dx . [数学考研竞赛00737]

32. 计算曲线积分

¿

L

´y dx ` x dy

x2 ` y2
, 其中 L : x2

` y2
“ 1 取逆时针方向; [数学考研

竞赛00781]

33. 设连续函数 fpxq ą 0, x P p´8,`8q . 证明 @跟锦数学微信公众号
ż

L

xfpyq dy ´
y

fpxq
dx ě 2π,

其中 L : x2
` y2

“ 1 并取逆时针方向. [数学考研竞赛00820]

34. 计算曲面积分

ĳ

S

pxy ` yz ` xzq dS , 其中 S 为圆锥面 z “
a

x2 ` y2 被曲面

x2
` y2

“ 2ax 所割下的部分. [数学考研竞赛00821]

35. 设 P px, yq 在 xy 平面上有连续偏导数, 曲线积分

ż

L

P px, yq dx` 3xy2 dy 与积

分路径无关, 且对任意的 t 恒有 @跟锦数学微信公众号

ż pt,1q

p0,0q

P px, yq dx ` 3xy2 dy “

ż p1,tq

p0,0q

P px, yq dx ` 3xy2 dy,

请求解二元函数 P px, yq . [数学考研竞赛00831]

36. 计算曲面积分

ĳ

S

x3 dy dz ` y3 dz dx ` z3 dx dy , 其中 S 是上半球面 z “

a

1 ´ x2 ´ y2 的外侧. [数学考研竞赛00834]
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37. 设 D 为两直线 y “ x, y “ 4x 和两双曲线 xy “ 1, xy “ 4 所围区域, F puq 具

有连续导数, 令 fpuq “ F 1puq , 求证

¿

L

2 dx `
F pxyq

y
dy “ ln 2

ż 4

1

fpuq du , 其

中 L 为 D 的边界, 逆时针方向. [数学考研竞赛00848]

38. 计算积分

ĳ

S

px4
´z4

`y2z2
´x2y2

`1q dS , 其中 S 为锥面 x2
`z2

“ y2
py ě 0q

被圆柱面 x2
` z2

“ 2x 截取的部分. [数学考研竞赛00849]

39. 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

2p1 ´ x2
q dy dz ` 8xy dz dx ´ 4xz dx dy,

其中 Σ 是曲线 x “ ey p0 ď y ď a, a ą 0q 绕 x 轴旋转而成的旋转曲面外侧.

[数学考研竞赛00877]

40. 曲线 x “ cos3 t, y “ sin3 t, t P p0, 2πq 的弧长为 . [数学考研竞赛00894]

41. 若 L 为不经过原点的简单闭曲线, 方向为逆时针, 则 @跟锦数学微信公众号
ż

L

x dy ´ y dx

x2 ` y2
“ .

[数学考研竞赛00898]

42. 求 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy,

其中 Σ 为 z “ x2
` y2, z P r0, 1s 的外侧. [数学考研竞赛00902]

43. 计算 @跟锦数学微信公众号
ż

L

dx ` dy

|x| ` |y|
,

其中平面曲线 L 是抛物线 y “ x2
´ 4 上从点 Ap2, 0q 到点 Bp´2, 0q 的一段.

[数学考研竞赛00924]

44. 计算第二类曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

x2 dy dz ` y2 dz dx ` z2 dx dy,

其中曲面 Σ : px ´ aq2 ` py ´ bq2 ` pz ´ cq2 “ R2 , 方向取外侧. [数学考研竞

赛00932]
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45. 第二型曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

pxex
2

` yq dx ` sin y2 dy “ ,

其中 L 为曲线 y “
a

x ´ x2 从点 p0, 0q 到点 p1, 0q 的一段. [数学考研竞

赛00942]

46. 计算第二类曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

x3 dy dz ` y3 dz dx ` z3 dx dy,

其中 S 为单位球面外侧. [数学考研竞赛00948]

47. 设立体 Σ 由 x2
` y2

“ 2z 与 z “ 4 ´
a

x2 ` y2 围成, 求 Σ 的体积与表面积.

[数学考研竞赛01177]

48. 计算 @跟锦数学微信公众号
¿

L

x2yz dx ` px2
` y2

q dy ` px ` y ` 1q dz,

其中 L 为曲面 x2
` y2

` z2
“ 5 和 z “ x2

` y2
` 1 的交线, 从 z 轴正向看 L

是逆时针方向. [数学考研竞赛01189]

49. 已知球缺高为 h , 所在球半径为 R 的球缺体积为
π

3
p3R ´ hqh2 . 现有一球体:

@跟锦数学微信公众号

px ´ 1q2 ` py ´ 1q2 ` pz ´ 1q2 ď 12

被平面 x` y ` z “ 1 所截下的小球缺为 Ω , 记球缺上的球冠为 Σ , 方向指向球

外, 求第二型曲面积分: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy.

[数学考研竞赛01196]

50. 计算 @跟锦数学微信公众号

I “

¿

Γ

|
?

3y ´ x| dx ´ 5z dz,

曲线 Γ :

#

x2
` y2

` z2
“ 8

x2
` y2

“ 2z
, 从 z 轴正向往坐标原点看去取逆时针方向. [数学

考研竞赛01210]
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51. 求

ĳ

Σ

Rx dy dz ` pz `Rq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
, 其中 Σ 为 x2

` y2
` z2

“ R2 的下半球面

的上侧, R 为一常数. [数学考研竞赛01261]

含参量积分

1. 试证:

ż 8

0

xe´xy dx 在 p0,8q 内不一致收敛. [数学考研竞赛00137]

2. 用含参量积分计算

ż π
2

0

arctan
`

1
2

tanx
˘

tanx
dx . [数学考研竞赛00681]

3. 设 fpxq “

ż 8

0

e´t
2

cos 2xt dt . 证明: (1)、 fpxq满足微分方程 f 1pxq`2xfpxq “

0 ; (2)、 fpxq “

?
π

2
e´x

2

. [数学考研竞赛00706]

4. 证明: (1)、

ż `8

0

1 ´ e´ax

x
cosx dx关于 a P r0, 1s一致收敛. (2)、求

ż `8

0

1 ´ e´x

x
cosx dx

. [数学考研竞赛00879]

5. 设 θ P p0, 1q , 试证: @跟锦数学微信公众号

ż π

0

ln p1 ` θ cosxq dx “ π ln
1 `

?
1 ´ θ2

2
.

[数学考研竞赛00908]

6. 记区间 I “ p0,`8q , 证明: 含参量反常积分

ż `8

0

e´x
2y sin y dy 在 I 内不一致

收敛, 但在 I 内的任何一个闭区间上一致收敛. [数学考研竞赛00931]

7. 设 β ą α ą 0 , 求积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż `8

0

e´αx
2

´ e´βx
2

x
dx.

[数学考研竞赛00949]

8. 试证:

ż 8

0

e´αx
2

sinx dx 在 p0,`8q 内不一致收敛. [数学考研竞赛00983]
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欧氏空间 . . . 150

多项式

1. 设 m,n 是正整数. 证明: pxm ´ 1, xn ´ 1q “ x ´ 1 当且仅当 pm,nq “ 1 . [数

学考研竞赛00101]

2. 设正整数 m 与 n 为一奇一偶, 请简略地说明此时有: pxm ` 1, xn ` 1q “ 1 . [数

学考研竞赛00102]

3. 设 A 为 n 阶复方阵, ppxq 为 I ´ ĀA 的特征多项式, 其中 Ā 表示 A 的共轭方

阵. 证明: ppxq 必为实系数多项式. [数学考研竞赛00604]

4. 求 a, b , 使得多项式 x4
´ 4ax ` b 有重因式. [数学考研竞赛00641]

5. 设 P 是一个数域, fpxq P Prxs , a P P , px´aq | fpxnq . 证明: pxn´anq | fpxnq

. [数学考研竞赛00664]

6. 证明: 如果 x2
` x ` 1 | f1px

3
q ` xf2px

3
q , 则 px ´ 1q | f1pxq, px ´ 1q | f2pxq .

[数学考研竞赛00689]

7. 若多项式 fpxq 除以 x ´ 2 的余式为 3 , 除以 x ´ 3 的余式为 4 , 则 fpxq 除以

x2
´ 5x ` 6 的余式为 . [数学考研竞赛00711]

8. 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px ´ 1qpx ´ 2q ¨ ¨ ¨ px ´ p2n ´ 1qq ` 1,

105
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其中 n 为大于 1 的非负整数. 证明: fpxq 在有理数域上不可约. [数学考研竞

赛00719]

9. 设 fpxq, gpxq, hpxq 是数域 P 上的多项式. 证明: fpxq 与 gpxqhpxq 互素的充分

必要条件是 @跟锦数学微信公众号

pfpxq, hpxqq “ pfpxq, gpxqq “ 1.

[数学考研竞赛00738]

10. 设 m 是整数. 证明: x4
´mx2

` 1 在有理数域上可约的充分必要条件是存在正

数 k 使得 m “ k2
´ 2 或 m “ k2

` 2 . [数学考研竞赛00739]

11. 试就实数域和复数域两种情况, 求 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ xn ` xn´1
` ¨ ¨ ¨ ` x ` 1

的标准分解式. [数学考研竞赛00760]

12. 多项式 fpxq “ 2x3
` 3x2

` 3x` 1 和 gpxq “ x4
` x2

` 1 的最大公因式是

. [数学考研竞赛00785]

13. 设 fpxq “ x3
` 6x2

` 3px` 8. 试确定 p 的值, 使得 fpxq 有重根, 并求其根.[数

学考研竞赛00850]

14. 设 fpxq “ x4
` x3

´ 3x2
´ 4x ´ 1, gpxq “ x3

` x2
´ x ´ 1. 用辗转相除法求

fpxq 和 gpxq 的最大公因式 pfpxq, gpxqq, 并求 upxq, vpxq 使得 pfpxq, gpxqq “

upxqfpxq ` vpxqgpxq.[数学考研竞赛00859]

15. 设 fpxq, gpxq 是多项式, m 为任意正整数. 证明: gmpxq | fmpxq 当且仅当

gpxq | fpxq . [数学考研竞赛00882]

16. 已知 fpxq, gpxq 为数域 K 上的多项式, m 为大于 1 的正整数. 证明: gmpxq |

fmpxq 当且仅当 gpxq | fpxq . [数学考研竞赛00909]

17. 已知 fpxq, gpxq 为数域 K 上的两个一元多项式. 证明: 存在 K 上非零二元多项
式 ppx, yq , 使得 p pfpxq, gpxqq “ 0 . [数学考研竞赛00917]

18. 多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px10
´ x9

` x9
´ ¨ ¨ ¨ ´ x ` 1qpx10

` x9
` ¨ ¨ ¨ ` x ` 1q

的所有偶次项系数之和是 . [数学考研竞赛00950]
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19. 在实数域上将多项式 fpxq “ x5
` 32 分解为不可约多项式的乘积. [数学考研竞

赛00955]

20. 设多项式 fpxq 满足 fpxq | fpx2
q , fp0q “ 1 . 证明: 若 x “ α 是 fpxq 的根,

则 α “ ˘1 . [数学考研竞赛00959]

21. 设 fpxq, gpxq 分别是 m 次和 n 次多项式, 其中 m ą 0, n ą 0 . 证明: (1) 存

在次数低于 n 的多项式 upxq 与次数低于 m 的多项式 vpxq 使得 upxqfpxq `

vpxqgpxq “ respfpxq, gpxqq ; (2) pfpxq, gpxqq “ 1 当且仅当 respfpxq, gpxqq ‰

0 . 这里, 对任意的多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ anx
n
` an´1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0,

@跟锦数学微信公众号

gpxq “ bmx
m
` bm´1x

m´1
` ¨ ¨ ¨ ` b1x ` b0,

我们定义 fpxq, gpxq的结式 respfpxq, gpxqq为由两多项式系数形成的 Sylvester

矩阵 A 的行列式, 其中 ( f 的系数有 m 行, g 的系数有 n 行) @跟锦数学微信

公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

an an´1 ¨ ¨ ¨ a1 a0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

an an´1 ¨ ¨ ¨ a1 a0

bm bm´1 ¨ ¨ ¨ b1 b0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

bm bm´1 ¨ ¨ ¨ b1 b0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

[数学考研竞赛01013]

22. 设 F 为数域, 如果 p1pxq, ¨ ¨ ¨ , prpxq 是数域 F 上的 r 个两两不同的首相系数为

1 的不可约多项式, 证明: fpxq “ p1pxq ¨ ¨ ¨ prpxq 在数域 F 上无重根. [数学考研

竞赛01145]

23. 称非常值一元 n 次多项式 (合并同类项后) 的 n ´ 1 次项 (可能为 0 ) 为第二项.

求所有 2020 次复系数首一多项式 fpxq , 满足对 fpxq 的每个复根 xk , 都存在

非常值复系数首一多项式 gkpxq 和 hkpxq , 使得 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px ´ xkqgkpxqhkpxq,

且 gkpxq 与 hkpxq 的第二项系数相等. [数学考研竞赛01161]
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行列式

1. 设 A,B,C,D 均是 n 阶方阵, AC “ CA. 试证: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A B

C D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |AD ´ CB|.

[数学考研竞赛00049]

2. 求行列式 @跟锦数学微信公众号

Dnpb, aq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b a ¨ ¨ ¨ a

a b ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

,

其中 n ě 2. [数学考研竞赛00073]

3. 设实 n 阶方阵 A 的每个元素的绝对值为 2 . 证明: 当 n ě 3 时, @跟锦数学微

信公众号

|A| ď
1

3
¨ 2n`1n!.

[数学考研竞赛00301]

4. 设 n 阶方阵 Bptq 和 n ˆ 1 矩阵 Gptq 分别是 @跟锦数学微信公众号

Bptq “ pbijptqq, bptq “

¨

˚

˚

˚

˝

b1ptq

...

bnptq

˛

‹

‹

‹

‚

,

其中 bijptq 和 biptq 均为关于 t 的实系数多项式, i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n . 记 dptq “

detBptq , diptq 为用 bptq 代替 Bptq 行列式中的第 i 列后所得的 n 阶矩阵的

行列式. 若 dptq 有实根 t0 使得 Bpt0qX “ bpt0q 成为关于 X 的相容线性方程

组. 试证明: dptq, d1ptq, d2ptq, ¨ ¨ ¨ , dnptq 必有次数 ě 1 的公因式. [数学考研竞

赛00316]

5. 设 V 为闭区间 r0, 1s 上全体实函数构成的实向量空间, 其中向量加法和纯量乘法

均为通常的. f1, ¨ ¨ ¨ , fn P V . 证明以下两条等价: (1)、 f1, ¨ ¨ ¨ , fn 线性无关;

(2)、 D a1, ¨ ¨ ¨ , an P r0, 1s 使得 det rfipajqs ‰ 0 , 这里 det 表行列式. [数学

考研竞赛00360]
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6. 设 Γ 为形如下列形式的 2016 阶矩阵全体: 矩阵的每行每列只有一个非零元素,

且该非零元素为 1 . 则
ÿ

APΓ

|A| “ . [数学考研竞赛00424]

7. 设 Γ 为形如下列形式的 2016 阶矩阵全体: 矩阵的每行每列只有一个非零元素,

且该非零元素为 1 . 则
ÿ

APΓ

|A| “ . [数学考研竞赛00433]

8. 设 A1, ¨ ¨ ¨ , A2017 为 2016 阶方阵. 证明关于 x1, ¨ ¨ ¨ , x2017 的方程 @跟锦数学

微信公众号

det px1A1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2017A2017q “ 0

至少有一组非零实数集, 其中 det 表示行列式. [数学考研竞赛00458]

9. 设 x4
` 3x2

` 2x ` 1 “ 0 的 4 个根为 α1, α2, α3, α4 , 则行列式 @跟锦数学微

信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1 α2 α3 α4

α2 α3 α4 α1

α3 α4 α1 α2

α4 α1 α2 α3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

[数学考研竞赛00472]

10. 设 x4
` 3x2

` 2x ` 1 “ 0 的 4 个根为 α1, α2, α3, α4 , 则行列式 @跟锦数学微

信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1 α2 α3 α4

α2 α3 α4 α1

α3 α4 α1 α2

α4 α1 α2 α3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

[数学考研竞赛00481]

11. 设 a, b, c, d 是互不相同的正实数, x, y, z, w 是实数, 满足 @跟锦数学微信公众

号

ax “ bcd, by “ cda, cz “ dab, dw “ abc,

则行列式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´x 1 1 1

1 ´y 1 1

1 1 ´z 1

1 1 1 ´w

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ . [数学考研竞赛00546]
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12. 计算 n 级行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 3 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 n

´2 2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

´3 0 3 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...
...
. . .

...
...

´n ` 1 0 0 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 0

´n 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛00642]

13. 计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2
1 ` a1 x1x2 ¨ ¨ ¨ x1xn

x1x2 x2
2 ` a2 ¨ ¨ ¨ x2xn

...
...

. . .
...

x1xn x2xn ¨ ¨ ¨ x2
n ` an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, pai ‰ 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq .

[数学考研竞赛00665]

14. 计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 3 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 n

2 3 4 ¨ ¨ ¨ n 1

3 4 5 ¨ ¨ ¨ 1 2

...
...
...
. . .

...
...

n ´ 1 n 1 ¨ ¨ ¨ n ´ 3 n ´ 2

n 1 2 ¨ ¨ ¨ n ´ 2 n ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛00690]

15. 设四阶行列式 D4 的第三行元素为 ´1, 0, 2, 3 , 第四行元素对应的余子式分别为

5, 10, a, 5 , 则 a “ . [数学考研竞赛00712]

16. 设 α, β, γ2, γ3, γ4 都为四维行向量, 四阶矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α

2γ2

γ3

3γ4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, B “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

β

γ2

γ3

2γ4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
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且行列式 |A| “ 2, |B| “ 1 , 则行列式 |2A ´B| “ . [数学考研竞赛00713]

17. 设 a, b 是两个不同的实数, 计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a ` b 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

ab a ` b 1 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 ab a ` b ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ a ` b 1

0 0 0 ¨ ¨ ¨ ab a ` b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛00740]

18. 行列式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 a b a

a 0 a b

b a 0 a

a b a 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

的值为 . [数学考研竞赛00786]

19. 若行列式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3 0 2

x 3 1

4 x 5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

的代数余子式 A12 “ ´1 , 则 A13 “ . A. -11 B. 0 C.

2 D. 3 [数学考研竞赛00793]

20. 计算行列式 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 0 2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...
...
...
. . .

...

0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ n ´ 2

n ´ 1 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 n 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛00800]
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21. 计算 n 级行列式 Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 1 ¨ ¨ ¨ 1

x1 x2 x3 ¨ ¨ ¨ xn

x2
1 x2

2 x2
3 ¨ ¨ ¨ x2

n

...
...

...
. . .

...

xn´2
1 xn´2

2 xn´2
3 ¨ ¨ ¨ xn´2

n

xn1 xn2 xn3 ¨ ¨ ¨ xnn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. [数学考研竞赛00851]

22. 计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a ` b ab 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

1 a ` b ab 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 1 a ` b ab ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ a ` b ab

0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1 a ` b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛00860]

23. 计算下列行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a2
` ab a2b ¨ ¨ ¨ 0 0

1 a ` b ab ¨ ¨ ¨ 0 0

0 1 a ` b ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 a ` b ab

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1 a ` b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛00880]

24. 已知 A “ paijq 为 n 阶矩阵,且 @跟锦数学微信公众号

aij “

#

n, i “ j,

´1, i ‰ j
p1 ď i, j ď nq .

求 |A| . [数学考研竞赛00910]

25. 已知 a, b, c 两两不同, 则 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 1

a b c

a3 b3 c3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0
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的充分必要条件是 . [数学考研竞赛00951]

26. 设 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
1

2
¨ ¨ ¨

1

n
1

2

1

3
¨ ¨ ¨

1

n ` 1
...

...
. . .

...
1

n

1

n ` 1
¨ ¨ ¨

1

2n ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

(1)、计算 D1, D2, D3 , (2)、从第 1 问中找规律, 正确计算 D4 . [数学考研竞

赛00956]

27.

28. 已知 c2
´ 4ab ‰ 0 , 计算行列式 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c a

b c a

. . .
. . .

. . .

b c a

b c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛01050]

29. 设 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a11 ¨ ¨ ¨ a1n

...
. . .

...

an1 ¨ ¨ ¨ ann

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1,

且满足 aij “ ´aji, i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n . 对任意的 x , 求 n 阶行列式 @跟锦数

学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a11 ` x ¨ ¨ ¨ a1n ` x

...
. . .

...

an1 ` x ¨ ¨ ¨ ann ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

[数学考研竞赛01072]

30. 试计算矩阵 A “ psinpαi ` αjqqnˆn ( n ě 2 ) 的行列式. [数学考研竞赛01155]

31. 设 A,B 均为 n 阶实正交阵, 证明 | det pA `Bq| ď 2n . [数学考研竞赛01197]
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线性方程组

1. 设 A 是秩为 r 的 m ˆ n 矩阵, B 是非零的 m ˆ 1 阶矩阵. 考虑线性方程

组 AX “ B , 其中 X 是变元 x1, ¨ ¨ ¨ , xn 的列向量. 证明: (1) 线性方程组

AX “ B 的任意有限个解向量 X1, ¨ ¨ ¨ , Xk 的向量组的秩 ď n ´ r ` 1 . (2) 若

线性方程组 AX “ B 有解, 则它有 n ´ r ` 1 个解向量是线性无关的. [数学考

研竞赛00097]

2. 问 a, b 取何值时, 线性方程组 @跟锦数学微信公众号

$

’

’

&

’

’

%

x1 ` 2x2 ` x3 “ 2

2x1 ` x2 ` 3x3 “ 5

3x1 ` ax2 ` 4x3 “ b

有解? 有唯一解? 有无穷解? 当有解时, 求出全部解. [数学考研竞赛00643]

3. 设 α1, ¨ ¨ ¨ , αn´r, αn´r`1 是 n 元非齐次线性方程组 AX “ B 的 n ´ r ` 1 个

线性无关的解向量, 且 rank pAq “ r . 问 α1 ´αn´r`1, ¨ ¨ ¨ , αn´r ´αn´r`1 是否

为导出组 AX “ 0 的一个基础解系, 并说明理由. [数学考研竞赛00666]

4. 求下列线性方程组的全部解, 并写出对应齐次方程组的基础解系 @跟锦数学微信

公众号
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x1 ` x2 ´ 3x4 ´ x5 “ 2

x1 ´ x2 ` 2x3 ´ x4 “ 1

4x1 ´ 2x2 ` 6x3 ` 3x4 ´ 4x5 “ 8

2x1 ` 4x2 ´ 2x3 ` 4x4 ´ 7x5 “ 9

.

[数学考研竞赛00691]

5. 设 γ0 是非齐次线性方程组 AX “ β ( β 为非零向量) 的一个解, η1, η2, ¨ ¨ ¨ , ηt

是其导出组 AX “ 0 的一个基础解系. 证明: (1)、 γ0, β1 “ γ0 ´ η1, β2 “

γ0 ´ η2, ¨ ¨ ¨ , βt “ γ0 ´ ηt 是线性方程组 AX “ β 的一组线性无关的解; (2)、线

性方程组 AX “ β 的任一解都可以表示为 @跟锦数学微信公众号

k0γ ` k1β1 ` k2β2 ` ¨ ¨ ¨ ` ktβt,

其中 k1 ` k2 ` ¨ ¨ ¨ ` kt “ 1 ´ k0 . [数学考研竞赛00741]
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6. 已知方程 @跟锦数学微信公众号

¨

˚

˚

˝

t 2 2

2 t 2

2 2 t

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

x1

x2

x3

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

2

2

´4

˛

‹

‹

‚

有无穷多组解, 则 t “ . [数学考研竞赛00792]

7. 已知齐次线性方程 AX “ 0 , 其中 @跟锦数学微信公众号

X “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq
T, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 ` b a2 ¨ ¨ ¨ an

a1 a2 ` b ¨ ¨ ¨ an
...

...
. . .

...

a1 a2 ¨ ¨ ¨ an ` b

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
n
ÿ

i“1

ai ‰ 0,

则 . A. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b ‰ 0 且 b ‰ 0 时, 方程只有零解; B. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b ‰ 0

且 b ‰ 0 时, 方程只有非零解; C. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b “ 0 且 b ‰ 0 时, 方程只有零解;

D. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b “ 0 且 b “ 0 时, 方程只有零解. [数学考研竞赛00795]

8. 对于线性方程组 @跟锦数学微信公众号

$

’

’

&

’

’

%

τx1 ` x2 ` x3 “ τ ´ 3

x1 ` τx2 ` x3 “ ´2

x1 ` x2 ` τx3 “ ´2

,

讨论 τ 为何值时, 方程组无解, 有唯一解, 有无穷多解; 在无穷多组解时给出通解.

[数学考研竞赛00804]

9. 讨论线性方程组 @跟锦数学微信公众号

$

’

’

&

’

’

%

p3 ´ 2λqx1 ` p2 ´ λqx2 ` x3 “ λ,

p2 ´ λqx1 ` p2 ´ λqx2 ` x3 “ 1,

x1 ` x2 ` p2 ´ λqx3 “ 1

的解的情况, 并在有解时求其解. [数学考研竞赛00852]
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10. 求 a, b 的值, 使下列非齐次线性方程组 @跟锦数学微信公众号
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ x4 ` x5 “ 2,

2x1 ` 3x2 ´ 2x3 ` 4x4 ´ 3x5 “ a,

3x1 ` x2 ` x3 ` 3x4 ´ 2x5 “ ´1,

5x1 ` 4x2 ´ x3 ` 7x4 ´ 5x5 “ b

有解, 并在它有解的情况下, 用它的一个解和它的导出组的一个基础解系表示它的

全部解. [数学考研竞赛00861]

矩阵

1. 设 @跟锦数学微信公众号

A3
“ 2E,B “ A2

´ 2A ` 2E,

求 B´1. [数学考研竞赛00047]

2. 设 A “ paijq, 且定义 @跟锦数学微信公众号

∇AfpAq “

ˆ

Bf

Baij

˙

.

试证: (1) ∇Atr pABq “ BT ; (2) ∇Atr pABATCq “ CAB ` CTABT . [数学

考研竞赛00067]

3. 设 A “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

1 0 1

0 1 0

˛

‹

‹

‚

, 试证: An
“ An´2

`A2
´ E , 并计算 A100 . [数学考研竞

赛00079]

4. 设 A,B,C 均为 n 阶方阵. (1) 证明

˜

A A

C ´B C

¸

可逆的充要条件是 AB

可逆; (2) 若

˜

A A

C ´B C

¸

可逆, 求出

˜

A A

C ´B C

¸

的逆. [数学考研竞

赛00090]

5. (1) 设 m ˆ n 矩阵 A 的秩为 r , 任取 A 的 r 个线性无关的行向量, 再取 A 的

r 个线性无关的列向量, 试证它们对应的行列构成的 r 阶子式不为零. (2) 设对称

矩阵 A 的秩为 r , 试证: A 有一个非零的 r 阶主子式. [数学考研竞赛00091]
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6. 设 A 是 n 阶半正定矩阵, 试证: @跟锦数学微信公众号

aii “ 0 ñ akl “ 0, k “ i 或 l “ i.

这即说明: 若半正定矩阵某对角元为 0 , 则其所在的行与列中的元素均为 0 . [数

学考研竞赛00095]

7. 设 A 为 n 阶实矩阵, λt “ r ` si 是 A 的特征根, 其中 r, s 是实数, i 是虚数单

位. (1) 证明:
1

2
pA ` AT

q 的特征根都是实数; 令 µ1 ď ¨ ¨ ¨ ď µn 是
1

2
pA ` AT

q

的全部特征根; (2) 证明: µ1 ď r ď µn . (3) 你有类似的估计 s 的办法吗? [数学

考研竞赛00098]

8. 设 A 是实数域 R 上的 n 阶方阵, 向量 α P Rn (实数域 R 上 n 维列空间), 使得

@跟锦数学微信公众号

α,Aα,A2α, ¨ ¨ ¨ , An´1α

是 Rn 的一个基. 如果 R 上的 n 阶方阵 B 满足条件 AB “ BA . 证明: (1) 存

在实数域 R 上的一个次数不超过 n ´ 1 的多项式 fpxq 使得 Bα “ fpAqα ; (2)

对于 (1) 中找到的多项式 fpxq , 必有 B “ fpAq . [数学考研竞赛00099]

9. 设 A 是 n 阶方阵, b ‰ 0 是 n 维列向量, 适合 r pAq “ r pA, bq “ r . 记

Ax “ b 的所有解集合为 S , 试证: (1) S 中含有 n ´ r ` 1 个线性无关的向量

η1, η2, ¨ ¨ ¨ , ηn´r`1 ; (2) ξ 是 S 中元素的充要条件是存在 ki p1 ď i ď n´ r` 1q

使得
n´r`1
ÿ

i“1

ki “ 1, ξ “
n´r`1
ÿ

i“1

kiηi. [数学考研竞赛00100]

10. 设 F 是一个数域, A 是一个 n 阶 F 方阵, 这里 n 是大于 1 的正整数. 用 Eij 表

示 pi, jq 位置为 1 其余位置为 0 的 n 阶 F 方阵. 证明以下 3 条等价: (1) A 和

所有 F 方阵相乘可交换; (2) A 和所有可逆 F 方阵相乘可交换; (3) A 和所有的

Eij (其中 1 ď i, j ď n 但是 i ‰ j) 相乘可交换. [数学考研竞赛00138]

11. 设 Cnˆn 是 n ˆ n 复矩阵全体在通常的运算下所构成的复数域 C 上的线性空间,

@跟锦数学微信公众号

F “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´an

1 0 ´an´1

. . .
. . .

...

1 0 ´a2

1 ´a1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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(1)、假设 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

若 AF “ FA , 证明: @跟锦数学微信公众号

A “ an1F
n´1

` an´1,1F
n´2

` ¨ ¨ ¨ ` a21F ` a11E.

(2)、求 Cnˆn 的子空间 @跟锦数学微信公众号

CpF q “
 

X P Cnˆn;FX “ XF
(

的维数. [数学考研竞赛00175]

12. 设 A,B 均为 n 阶半正定实对称矩阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

n ´ 1 ď rank pAq ď n.

证明: 存在实可逆矩阵 C 使得 CTAC 和 CTBC 均为对角阵. [数学考研竞

赛00201]

13. 设 @跟锦数学微信公众号

B “

¨

˚

˚

˝

0 10 30

0 0 2010

0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

证明 X2
“ B 无解, 这里 X 为三阶未知复方阵. [数学考研竞赛00216]

14. 设 A 为 n ˆ n 实矩阵 (未必对称), 对任一 n 维实向量 @跟锦数学微信公众号

α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq, αAα
T
ě 0

(这里 αT 表示 α 的转置), 且存在 n 维实向量 β 使得 βAβT
“ 0 . 同时对任意

n 维实向量 x 和 y , 当 xAyT
‰ 0 是有 @跟锦数学微信公众号

xAyT
` yAxT

‰ 0.

证明: 对任意 n 维实向量 v , 都有 vAβT
“ 0 . [数学考研竞赛00220]
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15. 设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵. 证明: A 相似于

˜

B 0

0 C

¸

, 其中 B 是可逆矩

阵, C 是幂零矩阵, 即存在 m 使得 Cm
“ 0 . [数学考研竞赛00253]

16. 设 A,B 分别是 3 ˆ 2 和 2 ˆ 3 实矩阵, 若 @跟锦数学微信公众号

AB “

¨

˚

˚

˚

˝

8 0 ´4

´
3

2
9 ´6

´2 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.

求 BA . [数学考研竞赛00268]

17. 设 tAiuiPI , tBiuiPI 是数域 F 上两个矩阵集合, 称它们在 F 上相似: 如果存在 F
上与 i P I 无关的可逆矩阵 P 使得 @跟锦数学微信公众号

P´1AiP “ Bi, @ i P I.

证明: 有理数域 Q 上两个矩阵集合 tAiuiPI , tBiuiPI , 如果它们在实数域 R 上相
似, 则它们在有理数域 Q 上也相似. [数学考研竞赛00269]

18. 设 A,B,C 均为实 n 阶正定矩阵, @跟锦数学微信公众号

P ptq “ At2 `Bt ` C, fptq “ detP ptq,

其中 t 为未定元, detP ptq 表示 P ptq 的行列式. 若 λ 是 fptq 的根, 证明: λ 的

实部为负数.[数学考研竞赛00284]

19. 已知实矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

2 2

2 a

¸

, B “

˜

4 b

3 1

¸

.

证明: (1)、矩阵方程 AX “ B 有解但 BY “ A 无解的充要条件是

$

&

%

a ‰ 2,

b “
4

3
;

(2)、 A 相似于 B 的充要条件是

$

&

%

a “ 3,

b “
2

3
;

(3)、 A 合同于 B 的充要条件是

#

a ă 2,

b “ 3.
[数学考研竞赛00287]
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20. 设 A “

¨

˚

˚

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‹

‹

‚

为实对称矩阵, A˚ 为 A 的伴随矩阵, 记 @跟锦数学

微信公众号

fpx1, x2, x3, x4q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2
1 x2 x3 x4

´x2 a11 a12 a13

´x3 a21 a22 a23

´x4 a31 a32 a33

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

若 |A| “ ´12 , A 的特征值的和为 1 , 且 p1, 0,´2qT 为 pA˚
´ 4Iqx “ 0 的一个

解. 试给出一正交变换 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ Q

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

y1

y2

y3

y4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

使得 fpx1, x2, x3, x4q 化为标准型.[数学考研竞赛00303]

21. 设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 2 1

3 4 a

1 2 2

˛

‹

‹

‚

, 其中 a 为常数, 矩阵 B 满足关系式 AB “ A´B`E

, 其中 E 是单位矩阵且 B ‰ E . 若秩 rank pA ` Bq “ 3 , 试求常数 a 的值.

[数学考研竞赛00351]

22. 设 A,B 是二个 n 阶正定矩阵. 求证 AB 正定的充要条件是 AB “ BA . [数学

考研竞赛00356]

23. 设 m 为给定的正整数. 证明: 对任何的正整数 n, l , 存在 m 阶方阵 X 使得

@跟锦数学微信公众号

Xn
`X l

“ I `

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

2 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

3 2 1 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

m ´ 1 m ´ 2 m ´ 3 ¨ ¨ ¨ 1 0

m m ´ 1 m ´ 2 ¨ ¨ ¨ 2 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

[数学考研竞赛00362]
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24. 设 A “ paijq 为 n 阶实对称矩阵 pn ą 1q , rank pAq “ n´ 1 , A 的每行元素之

和均为 0 . 设 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n 为 A 的全部非零特征值. 用 A11 表示 A 的元素 a11

所对应的代数余子式, 则有 A11 “ . [数学考研竞赛00377]

25. 设 @跟锦数学微信公众号

Γ “

#˜

z1 z2

´z̄2 z̄1

¸

; z1, z2 P C

+

,

其中 C 表复数域. 试证: @ A P Γ , A 的 Jordan 标准型 JA 仍属于 Γ ; 进一步

还存在可逆的矩阵 P P Γ 使得 P´1AP “ JA . [数学考研竞赛00379]

26. 设 A “ paijq 为 n 阶实对称矩阵 pn ą 1q , rank pAq “ n´ 1 , A 的每行元素之

和均为 0 . 设 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n 为 A 的全部非零特征值. 用 A11 表示 A 的元素 a11

所对应的代数余子式, 则有 A11 “ . [数学考研竞赛00386]

27. 设 @跟锦数学微信公众号

Γ “

#˜

z1 z2

´z̄2 z̄1

¸

; z1, z2 P C

+

,

其中 C 表复数域. 试证: @ A P Γ , A 的 Jordan 标准型 JA 仍属于 Γ ; 进一步

还存在可逆的矩阵 P P Γ 使得 P´1AP “ JA . [数学考研竞赛00388]

28. 设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

λ 0 0

0 λ 0

´1 1 λ

˛

‹

‹

‚

, 则 A50
“ . [数学考研竞赛00399]

29. 设 A1, A2, B1, B2 均为 n 阶方阵, 其中 A2, B2 可逆. 证明: 存在可逆矩阵 P,Q

使得 @跟锦数学微信公众号

PAiQ “ Bi pi “ 1, 2q

成立的充要条件是 A1A
´1
2 和 B1B

´1
2 相似. [数学考研竞赛00404]

30. A 为 4 阶复方阵, 它满足关于迹的关系式: trAi
“ i , i “ 1, 2, 3, 4 . 求 A 的行

列式. [数学考研竞赛00409]

31. 设 A 为 n 阶实方阵, 其 n 个特征值皆为偶数. 试证明关于 X 的矩阵方程 @跟

锦数学微信公众号

X `AX ´XA2
“ 0

只有零解. [数学考研竞赛00410]
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32. 若实向量 X “ pa, b, cq 的三个分量 a, b, c 满足 @跟锦数学微信公众号

˜

a b

0 c

¸2016

“ I2,

其中 I2 为 2 阶单位方阵, 则 X “ . [数学考研竞赛00427]

33. 设 A,B 为 n 阶实对称矩阵. 证明: tr
`

pAB2
q
˘

ď tr pA2B2
q . [数学考研竞

赛00429]

34. 若实向量 X “ pa, b, cq 的三个分量 a, b, c 满足 @跟锦数学微信公众号

˜

a b

0 c

¸2016

“ I2,

其中 I2 为 2 阶单位方阵, 则 X “ . [数学考研竞赛00436]

35. 设 A,B 为 n 阶实对称矩阵. 证明: tr
`

pAB2
q
˘

ď tr pA2B2
q . [数学考研竞

赛00438]

36. 设 λ1, λ2, ¨ ¨ ¨ , λn 是 n 阶方阵 A 的特征值, fpxq 为多项式, 则矩阵 fpAq 的行

列式的值为 . [数学考研竞赛00449]

37. 设 A 是 m ˆ n 矩阵, B 是 n ˆ p 矩阵, C 是 p ˆ q 矩阵. 证明: @跟锦数学微

信公众号

rank pABq ` rank pBCq ´ rank pBq ď rank pABCq,

其中 rank pXq 表示矩阵 X 的秩. [数学考研竞赛00453]

38. 设 n 为奇数, A,B 为两个实 n 阶方阵, 且 BA “ 0 . 记 A ` JA 的特征值集合

为 S1 , B ` JB 的特征值集合为 S2 , 其中 JA, JB 分别表示 A 和 B 的 Jordan

标准形. 求证: 0 P S1 Y S2 . [数学考研竞赛00457]

39. 记两特征值为 1, 2 的 2 阶实对称矩阵全体为 Γ . @ A P Γ , a21 表示 A 的 p2, 1q

位置元素. 则集合
ď

APΓ

ta21u 的最小元 “ . [数学考研竞赛00475]

40. 设 n 阶方阵 A,B 满足: @跟锦数学微信公众号

rank pABAq “ rank pBq.

证明: AB 与 BA 相似. [数学考研竞赛00477]
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41. 记两特征值为 1, 2 的 2 阶实对称矩阵全体为 Γ . @ A P Γ , a21 表示 A 的 p2, 1q

位置元素. 则集合
ď

APΓ

ta21u 的最小元 “ . [数学考研竞赛00484]

42. 设 n 阶方阵 A,B 满足: @跟锦数学微信公众号

rank pABAq “ rank pBq.

证明: AB 与 BA 相似. [数学考研竞赛00486]

43. 已知 A 为 n 阶可逆反对称矩阵, b 为 n 元列向量, 设 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

A b

bT 0

¸

,

则 rank pBq “ . [数学考研竞赛00496]

44. 设 n 阶方阵 A,B 满足 AB “ A `B . 证明: 若存在正整数 k , 使 Ak
“ 0 ( 0

为零矩阵), 则行列式 |B ` 2017A| “ |B| . [数学考研竞赛00502]

45. 设 Γ “ tW1,W2, ¨ ¨ ¨ ,Wru 为 r 个各不相同的可逆 n 阶复方阵构成的集合. 若

该集合关于矩阵乘法封闭 (即, @ M,N P Γ , 有 MN P Γ ), 证明:
r
ÿ

i“1

Wi “ 0

当且仅当
r
ÿ

i“1

tr pWiq “ 0 , 其中 tr pWiq 表示 Wi 的迹. [数学考研竞赛00506]

46. 给定非零实数 a 及实 n 阶反对称矩阵 A (即, A 的转置 AT 等于 ´A ), 记矩阵

有序对集合 T 为 @跟锦数学微信公众号

T “
 

pX,Y q; X P Rnˆn, Y P Rnˆn, XY “ aI `A
(

,

其中 I 为 n 阶单位阵, Rnˆn 为所有实 n 阶方阵构成的集合. 证明: 任取 T 中两

元: pX,Y q 和 pM,N q , 必有 XN ` Y TMT
‰ 0 . [数学考研竞赛00507]

47. 设实方阵 @跟锦数学微信公众号

H1 “

˜

0 1

1 0

¸

,Hn`1 “

˜

Hn I

I Hn

¸

, n ě 2,

其中 I 是与 Hn 通解的单位方阵, 则 rank pH4q “ . [数学考研竞赛00520]

48. 设 A,B,C 均为 n 阶复方阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

AB ´BA “ C,AC “ CA,BC “ CB.
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(1)、证明: C 是幂零方阵; (2)、证明: A,B,C 同时相似于上三角阵; (3)、若

C ‰ 0 , 求 n 的最小值. [数学考研竞赛00525]

49. 设实方阵 @跟锦数学微信公众号

H1 “

˜

0 1

1 0

¸

,Hn`1 “

˜

Hn I

I Hn

¸

, n ě 2,

其中 I 是与 Hn 通解的单位方阵, 则 rank pH4q “ . [数学考研竞赛00529]

50. 设 A,B,C 均为 n 阶复方阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

AB ´BA “ C,AC “ CA,BC “ CB.

(1)、证明: C 是幂零方阵; (2)、证明: A,B,C 同时相似于上三角阵; (3)、若

C ‰ 0 , 求 n 的最小值. [数学考研竞赛00534]

51. 元素皆为整数的矩阵称为整矩阵. 设 n 阶方阵 A,B 皆为整矩阵. (1)、证明以下

两条等价: (1-1)、 A 可逆且 A´1 仍为整矩阵; (1-2)、 A 的行列式的绝对值为

1 . (2)、若又知 @跟锦数学微信公众号

A,A ´ 2B,A ´ 4B, ¨ ¨ ¨ , A ´ 2nB,A ´ 2pn ` 1qB, ¨ ¨ ¨ , A ´ 2pn ` nqB

皆可逆, 且它们的逆矩阵皆仍为整矩阵. 证明: A`B 可逆. [数学考研竞赛00555]

52.

53. 设 A 为实对称方阵, p1, 0, 1q 和 p1, 2, 0q 构成其行向量的一个极大无关组. 则有

@跟锦数学微信公众号

A “ .

[数学考研竞赛00569]

54. 设 U 为 8 阶实正交方阵, U 中元素皆为
1

2
?

2
的 3ˆ 3 子矩阵的个数记为 t . 则

t 最多为 . [数学考研竞赛00572]

55. 证明:任意 n 阶实方阵 A 可以分解成 @跟锦数学微信公众号

A “ A0 `A1 `A2,

其中 A0 “ aIn , a 是实数, A1 与 A2 都是幂零方阵. [数学考研竞赛00574]
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56. 设 A 为实对称方阵, p1, 0, 1q 和 p1, 2, 0q 构成其行向量的一个极大无关组. 则有

@跟锦数学微信公众号

A “ .

[数学考研竞赛00578]

57. 设 U 为 8 阶实正交方阵, U 中元素皆为
1

2
?

2
的 3ˆ 3 子矩阵的个数记为 t . 则

t 最多为 . [数学考研竞赛00581]

58. 证明:任意 n 阶实方阵 A 可以分解成 @跟锦数学微信公众号

A “ A0 `A1 `A2,

其中 A0 “ aIn , a 是实数, A1 与 A2 都是幂零方阵. [数学考研竞赛00583]

59. 设 A 是 n 阶幂零矩阵, 即满足 A2
“ 0 . 证明: 若 A 的秩为 r , 且 1 ď r ă

n

2
, 则存在 n 阶可逆矩阵 P , 使得 @跟锦数学微信公众号

P´1AP “

˜

0 Ir 0

0 0 0

¸

,

其中 Ir 为 r 阶单位矩阵. [数学考研竞赛00600]

60. 设 A 是数域 F 上的 n 阶矩阵, 若 A2
“ In ( In 表示单位矩阵), 则称 A 为对合

矩阵. 试证: (1)、若 A 是 n 阶对合矩阵, 则 @跟锦数学微信公众号

r pIn `Aq ` r pIn ´Aq “ n;

(2)、 n 阶对合矩阵 A 一定可以对角化, 其相似对角形为 @跟锦数学微信公众号
˜

Ir 0

0 ´In´r

¸

,

其中 r “ r pIn`Aq . (3)、若 A,B 均是 n 阶对合矩阵, 且 AB “ BA , 则存在

可逆矩阵 P , 使得 P´1AP 和 P´1BP 同时为对角矩阵. [数学考研竞赛00612]

61. 令 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1

0 1

. . .
. . .

0 1

1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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是一个 n 级矩阵, 计算 A2, A3, ¨ ¨ ¨ , An´1 . [数学考研竞赛00644]

62. 设 A,B 都是 n 级矩阵, 证明: @跟锦数学微信公众号

rank

˜

0 A

B 0

¸

“ rank pAq ` rank pBq.

[数学考研竞赛00645]

63. 设 A 是 n 级正定实矩阵, 证明: 当 n ą 1 时, 伴随矩阵 A˚ 是正定矩阵. [数学

考研竞赛00646]

64. 设 V 是数域 P 上 3 维线性空间, V 的线性变换 σ 在基 α1, α2, α3 下的矩阵为

@跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

0 0 1

0 1 0

1 0 0

˛

‹

‹

‚

.

求 σ 的特征值和特征向量. 又问: σ 可否对角化? 若可对角化, 求 C 使得

C´1AC 成对角形. [数学考研竞赛00650]

65. 设 A 是 n ˆ pn ` 1q 矩阵, En 是 n 阶单位矩阵, 证明: 存在 pn ` 1q ˆ n 矩阵

B 使得 AB “ En 的充要条件是 A 的秩为 n . [数学考研竞赛00667]

66. 证明: n 阶实矩阵 A 是正定矩阵的充分必要条件是存在一个正定矩阵 B 使得

A “ B2 . [数学考研竞赛00668]

67. 设 A 是 n 阶实对称矩阵, 且 A2
“ E , 证明: 存在正交阵 T 使得 @跟锦数学微

信公众号

TTAT “

˜

Er 0

0 ´En´r

¸

,

其中 TT 是 T 的转置. [数学考研竞赛00671]

68. 设 A,B 为 n 阶方阵, 证明: @跟锦数学微信公众号

rank pA `Bq ď rank pA,Bq ď rank pAq ` rank pBq.

[数学考研竞赛00692]

69. 设 AT
“ A , 证明: A 可逆当且仅当存在矩阵 B , 使得 AB ` BTA 正定. [数

学考研竞赛00694]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 126 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

70. 设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 1 1

1 1 1

1 1 1

˛

‹

‹

‚

, 求正交矩阵 T , 使得 T´1AT 为对角形. [数学考研竞

赛00695]

71. 求矩阵A “

¨

˚

˚

˝

1 ´2 ´1

´2 4 2

3 ´6 ´3

˛

‹

‹

‚

的初等因子与若尔当典范形. [数学考研竞赛00696]

72. 设 A,B 是 nˆn矩阵, 且 A2
“ B2

“ E ( E 是 n阶单位矩阵), 且 |A|`|B| “ 0

. 证明: A `B 不是可逆矩阵. [数学考研竞赛00698]

73. 若实对称矩阵 A 与矩阵 B “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 0 2

0 2 0

˛

‹

‹

‚

合同, 则二次型 xTAx 的正惯性指数

为 . [数学考研竞赛00714]

74. 设 A 为 n 阶方阵, 证明: (1)、 (10 分) 若 k 是正整数, α 是 Ak`1X “ 0 的解,

α 不是 AkX “ 0 的解, 则 α,Aα,A2α, ¨ ¨ ¨ , Akα 线性无关; (2)、 (5 分) 当正

整数 k ě n 时, 必有 rank pAk`1
q “ rank pAk

q . [数学考研竞赛00720]

75. 设矩阵 A 的伴随矩阵 @跟锦数学微信公众号

A˚
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 ´3 0 8

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

且 ABA´1
“ BA´1

` 3E . (1)、 (5 分) 计算行列式 |A| ; (2)、 (10 分) 求矩

阵 B . [数学考研竞赛00721]

76. 已知矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

a 1 0 0

a1 b 2 0

a2 b1 c 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

与对角矩阵相似. 问: a, a1, a2, b, b1, c 满足什么条件? [数学考研竞赛00722]
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77. 已知矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 ´1 2

3 ´3 6

2 ´2 4

˛

‹

‹

‚

. (1)、 (9 分) 求出 A 的特征矩阵的等价标准形;

(2)、 (9 分) 写出 A 的不变因子, 行列式因子, 初等因子; (3)、 (6 分) 写出 A

的特征多项式和极小多项式; (4)、 (6 分) 写出 A 的有理标准型和若尔当标准形.

[数学考研竞赛00723]

78. 设 A 为 n 阶方阵, n ě 3 , A˚ 为 A 的伴随矩阵. 证明: (1)、若 |A| “ 0 ,

则 rank pA˚
q ď 1 ; (2)、 |A˚

| “ |A|n´1 , 且 pA˚
q
˚
“ |A|n´2A . [数学考研竞

赛00742]

79. 设 A 是 3 阶实对称矩阵, 行列式 |A ´ 3E| “ 0 , 向量 @跟锦数学微信公众号

α1 “

¨

˚

˚

˝

´1

2

´1

˛

‹

‹

‚

, α2 “

¨

˚

˚

˝

0

´1

1

˛

‹

‹

‚

是线性方程组 Ax “ 0 的两个解. (1)、求正交矩阵 P , 使得 P´1AP 为对角矩

阵; (2)、求矩阵 A 及行列式 |pA ` A˚
´ 2Eq1010

| , 其中 A˚ 为 A 的伴随矩阵,

E 为 3 阶单位阵. [数学考研竞赛00744]

80. 设 A,C 是 n 阶正定矩阵, 实矩阵 B 是矩阵方程 AX `XA “ C 的唯一解. 证

明: (1)、B 是正定矩阵; (2)、存在 n 个线性无关的 n 维行向量 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αn

, 使得 @跟锦数学微信公众号

B “ αT
1α1 ` α

T
2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` α

T
nαn,

其中 αT
i 表示 αi 的转置, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n . [数学考研竞赛00745]

81. 设 J 为一个 k 级若尔当 (Jordan) 块. 证明: (1)、存在 k 级幂零矩阵 P (即存

在正整数 s , 使得 P s
“ 0 ) 及对角矩阵 U , 使得 J “ P `U ; (2)、任一 n 阶

复方阵 A 都可以分解称为 A “ B ` C , 其中 B 是幂零矩阵, C 相似于对角矩

阵, 且 BC “ CB . [数学考研竞赛00746]

82. 设矩阵 A,B 满足 A˚BA “ 2BA ´ 8E , 其中 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 ´2

0 ´2 4

0 0 1

˛

‹

‹

‚

,

A˚ 是 A 的伴随矩阵, E 为单位矩阵, 求矩阵 B . [数学考研竞赛00761]
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83. 已知矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 2

2 a 2

2 2 1

˛

‹

‹

‚

, B “

¨

˚

˚

˝

´1 0 0

0 ´1 0

0 0 b

˛

‹

‹

‚

,

问 a, b 为何值时, A 与 B 相似, 并求可逆矩阵 P , 使得 P´1AP “ B . [数学

考研竞赛00762]

84. 设 A “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

a ε 0

b c ε2

˛

‹

‹

‚

, 这里 a, b, c 是任意数, ε “
´1 `

?
3i

2
, 求 A1000 . [数学

考研竞赛00763]

85. 设方阵 A 满足 A2
` 2A ´ 3E “ 0 . (1)、求证 A ` 4E 可逆, 并求逆; (2)、讨

论 A ` nE 的可逆性. [数学考研竞赛00764]

86. 已知 A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

3 ´4 6 ´14

1 ´1 1 ´5

0 0 2 ´1

0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (1)、求 A 的不变因子, 初等因子和最小多项式.

(2)、求 A 的若当标准形. [数学考研竞赛00766]

87. 设矩阵 A “

˜

1 ´1

2 3

¸

, B “ A2
´ 2A ` E , 则 B´1

“ . [数学考研竞

赛00787]

88. 设矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 3

5 6 7

8 9 4

˛

‹

‹

‚

, P “

¨

˚

˚

˝

0 0 1

0 1 0

1 0 0

˛

‹

‹

‚

, Q “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 0 1

0 1 0

˛

‹

‹

‚

,

则 P 2019AQ2020
“ . [数学考研竞赛00788]

89. 矩阵

¨

˚

˚

˝

5 6 ´3

´1 0 1

1 2 ´1

˛

‹

‹

‚

的特征值为 . [数学考研竞赛00790]
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90. 矩阵 A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

的秩 rank pAq “ . [数学考研竞赛00791]

91. 设 A,B 是四阶方阵, rank pAq “ 3, rank pBq “ 4 , 它们的伴随矩阵是 A˚, B˚ ,

则 rank pA˚B˚
q “ . A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 [数学考研竞赛00796]

92. 设 A 为 m ˆ n 矩阵, B 为 n ˆm 矩阵, 则 . A. 当 m ą n 时, 方阵 AB

可逆; B. 当 m ą n 时, 方阵 AB 不可逆; C. 当 m “ n 时, 方阵 AB 不可逆;

D. 当 m ă n 时, 方阵 AB 不可逆. [数学考研竞赛00797]

93. 已知二阶实对称矩阵 A 的一个特征向量是 p´3, 1qT , 且 |A| ă 0 , 则下面向量

中必为 A 的特征向量的是 . A. cp´3, 1qT, c ‰ 0 B. cp1, 3qT, c ‰ 0 C.

c1p1, 3q
T
` c2p´3, 1qT, c1, c2 ‰ 0 D. c1p1, 3q

T
` c2p´3, 1qT, c1, c2 有一个为零,

但不同时为零 [数学考研竞赛00798]

94. 矩阵

¨

˚

˚

˝

1 a 1

a b a

1 a 1

˛

‹

‹

‚

和

¨

˚

˚

˝

2 0 0

0 b 0

0 0 0

˛

‹

‹

‚

相似的充要条件是 . A. a “ 0, b “ 2

B. a “ 0, b 为任意实数 C. a “ 0, b “ 0 D. a “ 2, b 为任意实数 [数学考研竞

赛00799]

95. 设 A,B 均为 n 阶矩阵, 且满足 A2
“ A,B2

“ B, pA ` Bq2 “ A ` B , 证明:

矩阵 AB 是零矩阵. [数学考研竞赛00802]

96. 设 n 阶可逆方阵 A 的各行元素之和为 m , 证明或求解: (1)、 m ‰ 0 ; (4 分)

(2)、 A´1 各行元素之和为
1

m
; (4 分) (3)、求 2A´1

´ 5A 的各行元素之和. (5

分) [数学考研竞赛00805]

97. 设 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˝

1 1 0

´2 1 0

1 ´1 2

˛

‹

‹

‚

X “

¨

˚

˚

˝

´1 2

´1 5

3 1

˛

‹

‹

‚

,

求矩阵 X . [数学考研竞赛00854]
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98. 设正定的实对称矩阵 A 是正交矩阵, 证明 A 为单位矩阵. [数学考研竞赛00857]

99. 设 A 是正交矩阵. (1)、举例说明 A 未必有实特征值; (2)、若 A 有实特征值 λ

, 那么 λ “ 1 或 ´1 . [数学考研竞赛00865]

100. A 是 n 阶实对称矩阵, 证明 A 可逆充要条件是存在矩阵 B 使得 AB `BTA 是

正定矩阵. [数学考研竞赛00866]

101. 设矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 ´1 ´1

4 t 1

´2 2 t

˛

‹

‹

‚

, b “

¨

˚

˚

˝

1

2

´t

˛

‹

‹

‚

.

当 t 为何值时, 方程组 AX “ b 无解, 有唯一解, 有无穷多解, 并给出有解时相应

的解. [数学考研竞赛00881]

102. 设 A 是数域 P 上的 n 阶矩阵, 若 A2
“ En ( En 为单位阵), 则称 A 为对合阵.

证明: (1)、若 A 是 n 阶对合阵, 则 @跟锦数学微信公众号

rank pEn `Aq ` rank pEn ´Aq “ n.

(2)、 n 阶对合阵 A 一定可以对角化, 其相似标准形为 @跟锦数学微信公众号
˜

Er

´En´r

¸

,

其中 r “ rank pEn `Aq . [数学考研竞赛00884]

103. 设矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

x 1 0

1 0 ´2

˛

‹

‹

‚

.

(1)、矩阵 A 可能有怎样的若尔当标准形? (2)、求当 x 为何值时, A 可相似对

角化? (3)、当 x “ 1 时, 求可逆矩阵 P , 使得 P´1AP “ J , 其中 J 为 A 的

若尔当标准形. [数学考研竞赛00888]

104. 已知 ABA “ C , 其中 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 0 1

0 4 2

1 ´1 0

˛

‹

‹

‚

, C “

¨

˚

˚

˝

1 1 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‹

‚

.
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试求 B 的伴随矩阵 B˚ . [数学考研竞赛00911]

105. 已知 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 ´2020 2020

0 2 ´1

0 a 4

˛

‹

‹

‚

有一个二重特征值. (1)、求 A 的最小多项式以及若尔当标准形. (2)、若 A 相似

于对角矩阵, 求 A2020 . [数学考研竞赛00912]

106. 已知 A 为 n 阶方阵, 且 Ar
“ 0 ( r P N` ). 证明: E ` 2A 为可逆矩阵. [数学

考研竞赛00913]

107. 已知 A 为复数域上的 n 阶方阵, 且存在正整数 m 使得 Am
“ E . 证明: (1)、

A 与对称矩阵相似. (2)、 A 的特征值为 m 次单位根. [数学考研竞赛00916]

108. 已知 @跟锦数学微信公众号

A

¨

˚

˚

˝

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

c1 c2 c3

a1 ` 2b1 a2 ` 2b2 a3 ` 2b3

a1 a2 a3

˛

‹

‹

‚

,

则矩阵 A “ . [数学考研竞赛00952]

109. 设数域 P 上的矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 2 0

1 7 1 7

2 0 ´2 0

1 6 ´1 ´6

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

求 A´1 . [数学考研竞赛00957]

110. 设实对称矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

2 ´1 ´1

´1 2 ´1

´1 ´1 2

˛

‹

‹

‚

.

求正交矩阵 T , 使得 TTAT 为对角阵. [数学考研竞赛00958]
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111. 用 r A 表示方阵 A 的秩, A,B 都是 n 阶方阵, 证明: (1)、 r AB ě r A ` r B ´n

; (2)、如果 r A2 “ r A3 , 则有 r A3 “ r A4 . [数学考研竞赛00960]

112. 设 n, k 是整数, n ą 2 , 1 ď k ď n . 设复数 ω 满足 ωn “ 1 但是 ωT ‰ 1 对任

意 t “ 1, ¨ ¨ ¨ , n´ 1 (称这样的 ω 为 n 次本原单位根). 令 A “ pωijq0ďi,jďn´1 是

一个 n 阶方阵. 令 A

ˆ

i1 ¨ ¨ ¨ ik

j1 ¨ ¨ ¨ jk

˙

是由 A 的第 i1 行, ¨ ¨ ¨ , 第 ik 行和第 j1 列,

¨ ¨ ¨ , 第 jk 列的交叉位置的元素构成的 k 阶子矩阵, 这里 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď n

, 1 ď j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ď n . (1) 证明: 对任意 1 ď k ď n , A

ˆ

1 ¨ ¨ ¨ k

j1 ¨ ¨ ¨ jk

˙

是可逆

矩阵. (2) 对任意 1 ď k ď n , 以及对任意的 @跟锦数学微信公众号

1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď n, 1 ď j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ď n,

A

ˆ

i1 ¨ ¨ ¨ ik

j1 ¨ ¨ ¨ jk

˙

一定可逆吗? 如果是, 给出证明; 如果不是, 给出反例. [数学考研

竞赛00966]

113. 设 A,B,C 均为 n 阶方阵, 适合 r pABq “ r pBq . 试证: r pABCq “ r pBCq .

[数学考研竞赛00973]

114. 设 A 是 n 级正交矩阵且 |A| “ 1 , @跟锦数学微信公众号

fpxq “ a0xn ` a1x
n´1

` ¨ ¨ ¨ ` an´1x ` an

是 A 的特征多项式. 证明: (1)、当 n 为偶数时, 对任意的 0 ď i ď n , 有

ai “ an´i . (2)、当 n 为奇数时, 对任意的 0 ď i ď n , 有 ai “ ´an´i . (3)、

当 n “ 2 时, 存在正交矩阵 B 使得 A “ B2 . [数学考研竞赛00979]

矩阵迹的一些性质 设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵, 则 A 的迹 (trace) 为 @跟锦数学微信公众号

tr pAq “
n
ÿ

i“1

aii.

它有如下性质: (1) [线性泛函] tr pAq “ tr pAT
q, tr pA ` Bq “ tr pAq ` tr pBq,

tr pcAq “ c ¨tr pAq, @ c P F; (2) [相似不变量] 若 A,B 相似, 则 tr pAq “ tr pBq;

(3) tr pABq “ tr pBAq; (4) 〈A,B〉 “ tr pATBq 是 n 阶实方阵全体构成的实线

性空间 MnpRq 上的内积. [数学考研竞赛00995]

115. 设 A,B 都是 n 阶实方阵, A 半正定, B 半负定, 则 tr pABq ď 0. [数学考研竞

赛01000]
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116. 设 A 是数域 F 上的 n 阶反对称矩阵. 若 n 是奇数, 试证: |A| “ 0. [数学考研竞

赛01004]

117. 设 A 是 m ˆ n 阶实矩阵, 试证: @跟锦数学微信公众号

r pAq “ r pATAq “ r pAAT
q.

[数学考研竞赛01005]

118. 设 A,B 为半正定矩阵, 且 tr pABq “ 0, 求证: 对任意正整数 m, 都有 pA `

Bqm “ Am
`Bm. [数学考研竞赛01006]

119. 设 A,B 是 n 阶实半正定矩阵, 试证: @跟锦数学微信公众号

r pA `Bq “ r

ˆ

A

B

˙

“ r pA,Bq.

[数学考研竞赛01007]

120. 设 A 是数域 F 上的 n 阶反对称矩阵, α 是 n 维列向量. 若 n 是偶数, 试证:

@跟锦数学微信公众号

|A ` xααT | “ |A|.

[数学考研竞赛01008]

121. 设 A,B 是 mˆ n 阶实矩阵, 满足 ATB `BTA “ 0 . 试证: @跟锦数学微信公

众号

r pA `Bq ě max tr pAq, r pBqu .

[数学考研竞赛01009]

122. 已知 A 为三阶实正交矩阵, detA “ 1 . 试证: 存在正交矩阵 P , 使得 @跟锦数

学微信公众号

P TAP “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 cos θ ´ sin θ

0 sin θ cos θ

˛

‹

‹

‚

,

其中 @跟锦数学微信公众号

cos θ “
a11 ` a22 ` a33 ´ 1

2
.

[数学考研竞赛01014]
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123. 设 A 是数域 F 上的 n 阶对合阵, 即 A2
“ En . 试证; n ´ trA 是偶数; 且

trA “ n ô A “ En . [数学考研竞赛01041]

124. 设方阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 a a 0

a ´ 2 0 1 0

0 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

可对角化, 求 a 的值. [数学考研竞赛01042]

125. 设 A1, ¨ ¨ ¨ , An PMnpFq , gpxq P Frxs, 使得 gpA1q, ¨ ¨ ¨ , gpAnq 都是非异阵. 证

明: 存在 hpxq P Frxs , 使得 gpAiq
´1
“ hpAiq 对所有的 1 ď i ď m 都成立. [数

学考研竞赛01043]

126. 设矩阵 A “ paijqnˆn , B “ pbijqnˆn , 定义 C “ paijbijqnˆn . 证明: 若 A,B

半正定, 则 C 半正定. [数学考研竞赛01051]

127. 设 A 为 s ˆ n 矩阵. 证明: @跟锦数学微信公众号

s ´ r pEs ´AA
T
q “ n ´ r pEn ´A

TAq.

[数学考研竞赛01073]

128. 设 fpxq 为 A 的特征多项式, 且存在互素的次数分别为 p, q 的多项式 gpxq, hpxq

使得 fpxq “ gpxqhpxq . 求证: @跟锦数学微信公众号

r rgpAqs “ q, r rhpAqs “ p.

[数学考研竞赛01076]

129. 设 A,B 都是实反对称矩阵, 且 A 可逆, 则 |A2
´B| ą 0 . [数学考研竞赛01095]

130. 设 X,Y 分别为 m ˆ n 与 n ˆm 阵, 且 @跟锦数学微信公众号

Y X “ En, A “ Em `XY.

证明: A 相似于对角阵. [数学考研竞赛01096]

131. 设 A 为 n 阶正定矩阵, x , y 为 n 维列向量且满足 xTy ą 0 . 试证: 矩阵 @跟

锦数学微信公众号

M “ A `
xxT

xTy
´
AyyTA

yTAy

正定. [数学考研竞赛01098]
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132. 设 x ‰ 0 , 矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˝

1
x

n
´
x

n
1

˛

‚.

计算 lim
xÑ0

lim
nÑ8

pAn
´ Eq . [数学考研竞赛01119]

133. 设 A是 n阶 Hermite矩阵,即 A˚
” ĀT

“ A . 试证: (1) α˚Aα P R , @ α P Cn

; (2) A 的特征值均为实数; (3) }pA ˘ iEqα}2 “ }Aα}2 ` }α}2 , @ α P Cn ; (4)

A ˘ iE 可逆; (5) B “ pA ´ iEqpA ` iEq´1 是酉矩阵, 即 B˚B “ BB˚ ; (6)

E ´B 可逆; (7) A “ ipE `BqpE ´Bq´1 . [数学考研竞赛01133]

134. 设 B 是 n 阶酉矩阵, 满足 r pE ´ Bq “ n . 试证: 存在唯一的 n 阶 Hermite

矩阵 A 使得 pA ´ iEqpA ` iEq´1
“ B . [数学考研竞赛01134]

135. 域 F 上的矩阵 A 称为幂等矩阵, 如果 A2
“ A . 试证: 若 A 幂等, 则 A 可对角

化, 且 r pAq “ tr pAq . [数学考研竞赛01138]

Schur酉三角化定理 任意复方阵都酉相似于某个上三角阵. [数学考研竞赛01156]

谱分解定理 任一正规矩阵都酉相似与一个对角矩阵, 即 @跟锦数学微信公众号

A P Cnˆn满足A˚A “ AA˚

ñ存在酉矩阵 U P Cnˆn, s.t. U ˚AU “ diag pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq , 其中 λi 是 A 的特征值 .

[数学考研竞赛01157]

136. 设 A,B 均为 2020 阶正交矩阵, 齐次线性方程组 Ax “ Bx ( x P R2020 ) 的

解空间维数为 3 . 问: 矩阵 A,B 是否可能相似? 证明你的结论. [数学考研竞

赛01160]

137. 设 A 为 n 阶复方阵, ppxq 为 A 的特征多项式.又设 gpxq 为 m 次复系数多项式,

m ě 1 . 证明: gpAq 可逆当且仅当 ppxq 与 gpxq 互素. [数学考研竞赛01166]

138. 对任两酉阵 U, V , 有 @跟锦数学微信公众号

}A}F “ }UAV }F .

[数学考研竞赛01178]
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139. 设矩阵 A “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq 通过初等行变换化为

˜

Er b

0 0

¸

, 则 A 的秩为 r , 且

α1, ¨ ¨ ¨ , αr 为A的列向量组的一个极大无关组, pαr`1, ¨ ¨ ¨ , αnq “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αrqb

. [数学考研竞赛01183]

140. 设 A,B 都是 n 阶矩阵, AB “ BA “ 0 , r pA2
q “ r pAq . 证明: r pA ` Bq “

r pAq ` r pBq . [数学考研竞赛01198]

141. 设实对称矩阵 A 的前 n ´ 1 个顺序主子式都大于 0 , 但 detA “ 0 . 证明: A

半正定. [数学考研竞赛01199]

142. 证明: 任何一个复矩阵可以表为两个对称矩阵的乘积, 且其中一个为可逆矩阵. [数

学考研竞赛01219]

143. 已知矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 1 1

1 1 0

1 0 1

˛

‹

‹

‚

.

求正交矩阵 Q 和对角线元素为负的上三角矩阵 R , 使 A “ QR . [数学考研竞

赛01222]

144. 设 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 1 0

1 1 1

0 1 1

˛

‹

‹

‚

, B “ pE ´A˚
q
´1
pE `A˚

q,

则 |B ´ E| “ . [数学考研竞赛01240]

二次型

1. 设 @跟锦数学微信公众号

li “ ci1x1 ` ci2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` cinxn, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , p ` q,

这里 cij P R . 试证明实二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “ l
2
1 ` l

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` l

2
p ´ l

2
p`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ l

2
p`q

的正惯性指数 ď p , 负惯性指数 ď q . [数学考研竞赛00094]
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2. 设实二次型 fpx1, x2, x3, x4q “ x
TAx , 其中 @跟锦数学微信公众号

x “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 a0 2 ´2

a 0 b c

d e 0 f

g h k 4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

a0, a, b, c, d, e, f, g, h, k 皆为实数. 已知 λ1 “ 2 是 A 的一个几何重数为 3 的

特征值. 试回答以下问题: (1)、 A 能否相似于对角矩阵; 若能, 请给出证明; 若不

能, 请给出例子. (2)、当 a0 “ 2 时, 试求 fpx1, x2, x3, x4q 在正交变换下的标准

型. [数学考研竞赛00332]

3. 设实二次型 fpx1, x2, x3, x4q “ x
TAx , 其中 @跟锦数学微信公众号

x “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 a0 2 ´2

a 0 b c

d e 0 f

g h k 4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

a0, a, b, c, d, e, f, g, h, k 皆为实数. 已知 λ1 “ 2 是 A 的一个几何重数为 3 的

特征值. 试回答以下问题: (1)、 A 能否相似于对角矩阵; 若能, 请给出证明; 若不

能, 请给出例子. (2)、当 a0 “ 2 时, 试求 fpx1, x2, x3, x4q 在正交变换下的标准

型. [数学考研竞赛00338]

4. 实二次型 2x1x2 ´ x1x3 ` 5x2x3 的规范型 “ . [数学考研竞赛00374]

5. 实二次型 2x1x2 ´ x1x3 ` 5x2x3 的规范型 “ . [数学考研竞赛00383]

6. 设二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的矩阵 A 为 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 a ¨ ¨ ¨ a

a 1 ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
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其中 n ą 1, a P R , 则 f 在正交变换下的标准形为 . [数学考研竞赛00523]

7. 设二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的矩阵 A 为 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 a ¨ ¨ ¨ a

a 1 ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

其中 n ą 1, a P R , 则 f 在正交变换下的标准形为 . [数学考研竞赛00532]

8. 设 @跟锦数学微信公众号

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq
T
P Rn,

定义 @跟锦数学微信公众号

Hpxq “
n
ÿ

i“1

x2
i ´

n´1
ÿ

i“1

xixi`1, n ě 2.

(1)、证明: 对任一非零 x P Rn,Hpxq ą 0 ; (2)、求 Hpxq 满足条件 xn “ 1 的

最小值. [数学考研竞赛00550]

9. A “ paijqnˆn 为 n 阶实方阵, 满足 (1)、 a11 “ a22 “ ¨ ¨ ¨ “ ann “ a ą 0 ; (2)、

对每个 i ( i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ), 有
n
ÿ

j“1

|aij| `
n
ÿ

j“1

|aji| ă 4a . 求 @跟锦数学微信公众

号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的规范形. [数学考研竞赛00554]

10. 已知二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “
n
ÿ

i“1

ˆ

xi ´
x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙2

,

而 f 的规范形为 . [数学考研竞赛00595]
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11. 已知 f1 为实 n 元正定二次型. 令 @跟锦数学微信公众号

V “ tf ; f 为实 n 元二次型, 满足:对任何实数 k 有 kf ` f1 属于恒号二次型 u .

这里恒号二次型为 0 二次型, 正定二次型及负定二次型的总称. 证明: V 按照通

常的二次型加法和数乘构成一个实向量空间, 并求出这个向量空间的维数. [数学

考研竞赛00605]

12. t 满足 时, 二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ x
2
1 ` 2x2

2 ` p1 ´ tqx
2
3 ` 2tx1x2 ` 2x1x3

是正定的. [数学考研竞赛00715]

13. 用正交变换将二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ x
2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 ´ 4x1x2 ´ 4x1x3 ´ 4x2x3

为标准形 (要求写出正交变换的矩阵和相应的标准形). [数学考研竞赛00765]

14. 已知二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ 4x2
2 ´ 3x2

3 ` 4x1x2 ´ 4x1x3 ` 8x2x3,

(1)、写出二次型 f 的矩阵表达式; (2 分) (2)、用正交变换把二次型 f 化为标

准形, 并写出相应的正交矩阵. (12 分) [数学考研竞赛00806]

15. 用非退化线性替换化实二次型 x2
1 ´ 2x1x2 ´ 3x2

2 ` 2x1x3 ´ 8x2x3 为标准形, 并

求正、负惯性指数及符号差. 判断它是否为正定二次型. [数学考研竞赛00853]

16. 用非退化线性替换化实系数二次型 @跟锦数学微信公众号

x2
1 ` 4x2

2 ` 4x2
3 ´ 6x1x2 ´ 2x1x3 ` x2x3

为标准形, 写出所作的非退化线性替换, 并指出正、负惯性指数及符号差. [数学考

研竞赛00862]

17. 设 @跟锦数学微信公众号

α “ pa1, a2, ¨ ¨ ¨ , anq
T, β “ pb1, b2, ¨ ¨ ¨ , bnq

T

为实 n 维非零列向量, 令 @跟锦数学微信公众号

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq
T, fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “ x

T
pαβT

` βαT
qx.

计算 (1)、若 α, β 线性相关, 求 fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq 的规范形; (2)、若 α, β 线性

无关, 求 fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq 的规范形. [数学考研竞赛00883]
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18. 设 A 为对称矩阵, 存在线性无关的向量 x1, x2 , 使得 xT1Ax1 ą 0 , xT2Ax2 ă 0

. 证明: 存在线性无关的向量 x3, x4 使得 x1, x2, x3, x4 线性相关, 且 xT3Ax3 “

xT4Ax4 “ 0 . [数学考研竞赛01074]

19. 已知二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “ x2
` 3y2

` z2
` 2bxy ` 2xz ` 2yz

的秩是 2 , 求参数 b , 并指出方程 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “ 4

表示什么曲面? [数学考研竞赛01174]

20. 已知二次型 @跟锦数学微信公众号

f “ xTAx

“ x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 ` 2ax1x2 ` 2bx2x3 ` 2x1x3

的秩为 2 , 且 1 是 A 的一个特征值, 求正交线性替换 x “ Qy 化二次型为标准

形. [数学考研竞赛01241]

线性空间与线性变换

1. 设 A 是 n 维线性空间 V 的线性变换. 请简略说明一定存在正整数 m , 使得

A 2mV “ A mV . [数学考研竞赛00103]

2. 假设 V 是复数域 C 上 n 维线性空间 ( n ą 0 ), f, g 是 V 上的线性变换. 如果

fg ´ gf “ f , 证明: f 的特征值都是 0 , 且 f, g 有公共特征向量. [数学考研竞

赛00176]

3. 设 V 是复数域 C 上的 n 维线性空间, fj : V Ñ C pj “ 1, 2q 是非零的线性函

数, 且线性无关. 证明: 任意的 α P V 都可表为 α “ α1 ` α2 , 使得 @跟锦数学

微信公众号

f1pαq “ f1pα2q, f2pαq “ f2pα1q.

[数学考研竞赛00202]

4. 设 A PMnpCq , 定义线性变换 @跟锦数学微信公众号

σA : MnpCq ÑMnpCq, σApXq “ AX ´XA.
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证明: 当 A 可对角化时, σA 也可对角化. 这里 MnpCq 是复数域 C 上 n 阶方阵

组成的线性空间. [数学考研竞赛00236]

5. 设 ϕ : MnpRq Ñ R 是非零线性映射, 满足 @跟锦数学微信公众号

ϕpXY q “ ϕpY Xq, @ X,Y PMnpRq,

这里 MnpRq 是实数域 R 上 n 阶方阵组成的线性空间. 在 MnpRq 上定义双线性
型 @跟锦数学微信公众号

p´,´q : MnpRq ˆMnpRq Ñ R

如下: pX,Y q “ ϕpXY q . (1)、证明 p´,´q是非退化的,即若 pX,Y q “ 0, @ Y P

MnpRq , 则 X “ 0 . (2)、设 A1, ¨ ¨ ¨ , An2 是 MnpRq 的一组基, B1, ¨ ¨ ¨ , Bn2

是相应的对偶基, 即 @跟锦数学微信公众号

pAi, Bjq “ δij “

#

0, i ‰ j,

1, i “ j.

证明
n2
ÿ

i“1

AiBi 是数量矩阵. [数学考研竞赛00238]

6. 设 Fn 是数域 F 上的 n 维列空间, σ : Fn Ñ Fn 是一个线性变换. 若对 F 上的任
何 n 阶方阵 A , @跟锦数学微信公众号

σpAαq “ Aσpαq, p@ α P Fnq ,

证明: σ “ λE , 其中 λ 是 F 中某个数, E 表示 Fn 上的恒等变换. [数学考研竞

赛00250]

7. 设 Rnˆn 为 n 阶实方阵全体, Eij 为 pi, jq 元素为 1 , 其余元素为 0 的 n 阶方

阵, i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n . 记 Γr 表示秩为 r 的实方阵全体, r “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ; 并

让 φ : Rnˆn Ñ Rnˆn 为可乘映照, 即满足 @跟锦数学微信公众号

φpABq “ φpAq ¨ φpBq, @ A,B P Rnˆn.

证明: (1)、对 @ A,B P Γr , 有 rankφpAq “ rankφpBq . (2)、若 φp0q “ 0 ,

且存在 r “ 1 的矩阵 W 使得 φpW q “ 0 , 则必存在可逆方阵 R 使得 @跟锦数

学微信公众号

φpEijq “ REijR
´1, @ i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

[数学考研竞赛00320]
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8. 设 n 阶实方阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 b1 0 ¨ ¨ ¨ 0

˚
. . .

. . .
. . . 0

˚
. . .

. . .
. . . 0

˚
. . .

. . .
. . . bn´1

˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

有 n 个线性无关的特征向量, b1, ¨ ¨ ¨ , bn´1 均不为 0 . 记 @跟锦数学微信公众号

W “
 

X P Rnˆn; XA “ AX
(

.

证明: W 是实数域 R 上的向量空间, 且 I,A, ¨ ¨ ¨ , An´1 为其一组基, 其中 I 为

n 阶单位阵. [数学考研竞赛00333]

9. 设 tε1, ¨ ¨ ¨ , εnu 是 n 维实线性空间 V 的一组基, 令 @跟锦数学微信公众号

ε1 ` ε2 ` ¨ ¨ ¨ ` εn ` εn`1 “ 0.

证明: (1)、对 i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ` 1 , @跟锦数学微信公众号

tε1, ¨ ¨ ¨ , εi´1, εi`1, ¨ ¨ ¨ , εnu

都构成 V 的一组基; (2)、 @ α P V , 在 (1) 中点 n ` 1 组基中, 闭存在一组基

使得 α 在此基下的坐标分量均非负; (3)、若 @跟锦数学微信公众号

α “ a1ε1 ` a2ε2 ` ¨ ¨ ¨ ` anεn,

且 |ai| pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 互不相同, 则在 (1) 中的 n ` 1 组基中, 满足 (2) 中非

负坐标表示的基是唯一的. [数学考研竞赛00611]

10. 设 V 是定义域为实数集 R 的一元实函数组成的集合, 对 f, g P V, α P R , 分别

用下列式子定义 f ` g, αf : @跟锦数学微信公众号

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq,

pαfqpxq “ αfpxq.

(1) 证明 V 是数域上的线性空间. [数学考研竞赛00647]

11. (2) 设 @跟锦数学微信公众号

f0pxq “ 1, f1pxq “ cosx, f2pxq “ cos 2x, f3pxq “ cos 3x.

判断 f0, f1, f2, f3 是否线性相关. [数学考研竞赛00648]
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12. (3) 用 Lpf, gq 表示由 f, g 生成的子空间, 判断 Lpf0, f1q ` Lpf2, f3q 是否为直

和. [数学考研竞赛00649]

13. 令 @跟锦数学微信公众号

V “ tfpxq; fpxq是实系数多项式且 fp1q “ 0, B pfpxqq ď nu .

证明: V 是实数域上线性空间, 并求 V 的一组基. [数学考研竞赛00669]

14. 设 V 是数域 P 上的有限维线性空间, V1 是 V 的非零子空间, 如果存在唯一的子

空间 V2 使得 V “ V1 ‘ V2 , 证明: V1 “ V . [数学考研竞赛00670]

15. 设 P 是一个数域, 对于线性空间 Pn 上的线性变换 σ : @跟锦数学微信公众号

σpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ p0, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq.

证明: σ2
“ σ , 并求 σ 的核. [数学考研竞赛00672]

16. 设 σ 是数域 P 上 n 维线性空间 V 的一个线性变换, 且 σ 在某组基下的矩阵

为对角矩阵, λ1, ¨ ¨ ¨ , λr 是 σ 的全部不同的特征值. 证明:存在 V 的线性变换

σ1, ¨ ¨ ¨ , σr 使得 @跟锦数学微信公众号

σ “ λ1σ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λrσr, E “ σ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σr,

其中 E 为恒等变换. [数学考研竞赛00673]

17. 设向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αm 线性无关, 向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αm, β 线性相关. 证明:

β 可由向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αm 线性表示. [数学考研竞赛00693]

18. 记 @跟锦数学微信公众号

V “

#˜

a b

c d

¸

; a, b P C, a ` d “ 0

+

,

对任一 A P V ,定义 V 上的线性变换 T 为:对任意X P V , T pXq “ AX´XA

. 假设 A “

˜

1 0

0 ´1

¸

. 试求: T 的所有特征值以及这些特征值相对应的特征

向量. [数学考研竞赛00697]

19. 已知 α1, α2, α3 与 β1, β2, β3 是 3 维向量空间的两组基, 若向量 γ 在这两组基下

的坐标分别为 px1, x2, x3q
T 与 py1, y2, y3q

T , 且 @跟锦数学微信公众号

y1 “ x1, y2 “ x1 ` x2, y3 “ x1 ` x2 ` x3,

则由基 α1, α2, α3 到 β1, β2, β3 的过渡矩阵为 . [数学考研竞赛00716]
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20. 已知 P 是数域, 向量空间 P3 上的线性变换 σ 为: 对 @ pa, b, cq P P3 , 有 @跟锦

数学微信公众号

σpa, b, cq “ pa ` 2b ´ c, b ` c, a ` b ´ 2cq,

则线性变换 σ 的秩为 . [数学考研竞赛00717]

21. 设 V 是数域 P 上的线性空间, ε1, ε2, ε3, ε4 是 V 的一组基, f 是 V 的一个线性

变换, 且 @跟锦数学微信公众号

fpε1q “ ε3, fpε2q “ ε4, fpε3q “ fpε4q “ 0.

(1)、写出 f 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的矩阵; (2)、求出 f 的值域 fpV q 的维数及一

组基; (3)、判断 fpV q Y f´1
p0q 是否为 V 的一个线性子空间? 并说明理由. [数

学考研竞赛00743]

22. 设 V1, V2 是数域 P 上的线性空间, @ pα1, α2q, pβ1, β2q P V1 ˆ V2 , k P P , 规定

@跟锦数学微信公众号

pα1, α2q ` pβ1, β2q “ pα1 ` β1, α2 ` β2q, kpα1, α2q “ pkα1, kα2q.

(1)、证明 V1 ˆ V2 关于上述运算构成数域 P 上的线性空间; (2)、设 dimV1 “

m, dimV2 “ n , 求 dim pV1 ˆ V2q . [数学考研竞赛00767]

23. 设 A 为复数域 C 上的 n 阶方阵, 其特征多项式为 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px ´ aqn´1
px ´ bq,

这里 a ‰ b . 假设 A 的任意三个特征向量都是线性相关的. 对于 λ P C , 以及正

整数 l , 证明: @跟锦数学微信公众号

Vλ,l “
 

α P Cn; pA ´ λEnq
lα “ 0

(

是 C 上线性空间 Cn 的 A 的不变子空间, 并求 C 上线性空间 Vλ,l 的维数. [数学

考研竞赛00768]

24. n 维向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αsp3 ď s ď nq 线性无关的充要条件是 . A.

α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αs 中任意两个向量都线性无关; B. α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αs 中存在一个向量,

它不能由其余向量线性表示; C. α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αs 中任意一个向量都不能由其余向

量线性表示; D. 存在一组不全为零的数 k1, k2, ¨ ¨ ¨ , ks , 使得 k1α1`k2α2`¨ ¨ ¨`

ksαs “ 0 . [数学考研竞赛00794]
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25. 判断两个向量 @跟锦数学微信公众号

β1 “ p4, 3,´1, 11q, β2 “ p4, 3, 0, 11q

是否为向量组 @跟锦数学微信公众号

α1 “ p1, 2,´1, 5q, α2 “ p2,´1, 1, 1q

的线性组合, 若是, 请写出表达式. [数学考研竞赛00801]

26. 已知 α1, α2, α3 是三维向量空间的一组基, 求由基 α1,
1

2
α2,

1

3
α3 到基 α1 `

α2, α2 ` α3, α3 ` α1 的过渡矩阵. [数学考研竞赛00803]

27. 设 Pnˆn 是数域 P 上 n ˆ n 矩阵的全体关于矩阵的加法和数乘构成的线性空间,

V1 是反对称矩阵的全体. 证明: (1) V1 是 Pnˆn 的子空间; (2) 求 Pnˆn 的一个子
空间 V2 , 使 Pnˆn “ V1 ‘ V2 . [数学考研竞赛00855]

28. 设 σ 是线性空间 V 上的可逆线性变换. (1)、证明: σ 的特征值一定不为零; (2)、

证明: 如果 λ 是 σ 的特征值, 那么
1

λ
是 σ´1 的特征值. [数学考研竞赛00856]

29. 设 ε1, ε2, ε3 是实数域上线性空间 V 的一组基, V 上的线性变换 A 定义为 @跟

锦数学微信公众号

A pε1q “ 2ε1 ` 2ε2 ´ 2ε3, A pε2q “ 2ε1 ´ ε2 ` 4ε3, A pε3q “ ´2ε1 ` 4ε2 ´ ε3.

(1)、写出 A 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵 A ; (2)、求 A 的特征值和特征向量; (3)、

试问 A 是否对角化? 若能, 求 V 的一组基 η1, η2, η3 , 使得 A 在该组基下的矩

阵为对角矩阵; (4)、求 A 的最小多项式. [数学考研竞赛00858]

30. 设 Pnˆn 是数域 P 上是 nˆn 矩阵的全体关于矩阵的加法和数量乘法构成的数域

P 上的线性空间, V1 和 V2 分别是 Pnˆn 上的对称矩阵和反对称矩阵的全体, (1)、

证明: V1 和 V2 分别是 Pnˆn 的子空间; (2)、证明: Pnˆn “ V1 ‘ V2 . [数学考研

竞赛00863]

31. 设 ε1 , ε2 , ε3 是实数域上线性空间 V 的一组基, V 上线性变换 σ 定义为: @跟

锦数学微信公众号

σpε1q “ 2ε1 ` ε2 ` ε3,

σpε2q “ ε1 ` 2ε2 ` ε3,

σpε3q “ ε1 ` ε2 ` 2ε3.
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(1)、写出 σ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵 A ; (2)、求出 σ 的特征值和特征向量;

(3)、矩阵 A 是否与对角矩阵相似? 若是, 求出可逆矩阵 T , 使 T´1AT 成对角

形矩阵; (4)、求 An ; (5)、求出矩阵 A 的最小多项式. [数学考研竞赛00864]

32. 设 V 是数域 P 上的 n 维线性空间, @跟锦数学微信公众号

α1, α2, α3, α4 P V,W “ Lpα1, α2, α3, α4q.

又由 β1, β2 P W , 且 β1, β2 线性无关. 证明: 可用 β1, β2 替换 α1, α2, α3, α4

中的两个向量 αi1, αi2 , 使得剩下的两个向量 αi3, αi4 与 β1, β2 仍然构成子空间

W , 即 @跟锦数学微信公众号

W “ Lpβ1, β2, αi3, αi4q.

[数学考研竞赛00885]

33. 设 P 为数域, 令 @跟锦数学微信公众号

V1 “
 

A P Pnˆn;A “ AT
(

,

V2 “
 

A P Pnˆn;B “ ´BT
(

,

其中 Pnˆn 表示数域 P 上的 n 阶方阵的集合. 证明: Pnˆn “ V1 ‘ V2 . [数学考研

竞赛00886]

34. 设 Knˆn 为数域 K 上全体 n 阶方阵构成的线性空间, V1 为 K 上全体 n 阶对称

方阵构成的子空间, V2 为 K 上全体 n 阶反对称方阵构成的子空间. 证明: @跟锦

数学微信公众号

Knˆn “ V1 ‘ V2.

[数学考研竞赛00914]

35. 设 A 是 n 维线性空间 V 上的幂零线性变换, 且 A n´1
‰ O , 则 A 的值域的维

数 dim A V “ . [数学考研竞赛00954]

36. 设 A ,B 都是线性空间 V 的线性变换, 且 A 2
“ A . 证明: A B “ BA 当且仅

当 A V 及 A ´1
p0q 均为 B 的不变子空间. [数学考研竞赛00961]

37. 设 V 是数域 P 上的线性空间, V1, V2 是 V 的;两个子空间, 证明: V “ V1 ‘ V2

当且仅当存在 V 的线性变换 A 满足 @跟锦数学微信公众号

A 2
“ A , V1 “ A V, V2 “ A ´1

p0q.

[数学考研竞赛00962]
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38. 设 F 是一个数域, MnpFq 是由所有 n 阶 F 矩阵在矩阵加法和数乘矩阵之下构成
的 F 向量空间. 设 V 是 MnpFq 的一个非零子空间, 且满足 V 中的任何非零矩

阵都是可逆矩阵. (1) 举出一个这样的子空间 V 的例子从而说明这样的子空间确

实存在. (2) 证明 V 的维数满足: dimV ď n . [数学考研竞赛00974]

39. 判断下列论断是否正确, 并证明你的结论: 设 A ,B 是 n 维实线性空间 V 上的两

个线性变换, 且 A B “ BA ; 又已知 A ,B 都存在特征向量, 则 A ,B 必有公共

的特征向量. [数学考研竞赛00988]

40. 设 σ, τ 为线性变换, 且 σ 有 n 个不同的特征值. 证明: 若 στ “ τσ , 则 τ 可由

I , σ , σ2 , ¨ ¨ ¨ , σn´1 线性表出, 其中 I 为恒等变换. [数学考研竞赛01075]

41. 设 A 是 n 阶实对称矩阵, 其正负惯性指数分别是 p, q . 再设 @跟锦数学微信公

众号

fpxq “ xTAx, Nf “ tx P Rn; fpxq “ 0u .

证明: (1) 包含于 Nf 的线性空间的维数至多是 n ´ max tp, qu ; (2) 若 W 是

Rn 的一个线性子空间, 将二次型限定在 W 中得到正负惯性指数分别是 p1, q1 ,

则有 p1 ď p , q1 ď q . [数学考研竞赛01124]

42. 设 V 是有理数域 Q 上的三维线性空间, A : V Ñ V 是一个线性变换. 已知

α1, α2, α3 P V pα1 ‰ 0q 满足 @跟锦数学微信公众号

A α1 “ α2, A α2 “ α3, A α3 “ α1 ` α2.

证明: 向量组 α1, α2, α3 是 V 的一组基. [数学考研竞赛01126]

43. 设 V 是由次数不超过 4 的一切实系数一元多项式组成的向量空间. 对于 V 上的

任意多项式 fpxq , 以 x2
´ 1 除 fpxq 所得的商式及余式分别为 qpxq 和 rpxq ,

记 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ qpxqpx2
´ 1q ` rpxq.

设 A 是 V 到 V 的映射, 使得 @跟锦数学微信公众号

A pfpxqq “ rpxq.

试证: A 是一个线性变换, 并求它关于基底
 

1, x, x2, x3, x4
(

的矩阵. [数学考研

竞赛01146]
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44. 设 σ 为 n 维复向量空间 Cn 的一个线性变换, E 表示恒等变换. 证明以下两条等

价: (1)、 σ “ kE , k P C ; (2)、存在 σ 的 n` 1 个特征向量: v1, ¨ ¨ ¨ , vn`1 , 这

n ` 1 个向量中任何 n 个向量均线性无关. [数学考研竞赛01167]

45. 设 F 是一个数域, V “ Fnˆn 是 F 上所有 n 级矩阵构成的 F 上的线性空间, f 是

V 上的线性变换, 证明: 若 f 保持矩阵的乘法运算, 即对任意 A,B P V , @跟锦

数学微信公众号

fpABq “ fpAq ¨ fpBq.

则存在 n 级可逆矩阵 Q 使得对任意 X P V , 有 fpXq “ Q´1XQ . [数学考研

竞赛01170]

46. 设 V 为 n 维线性空间, J 为 n 阶矩阵, 满足 Jn “ 2nE . 令 @跟锦数学微信公

众号

W “ tx P V ; Jx “ 2xu ,

证明: W 是 V 的线性子空间, 且 @跟锦数学微信公众号

dimW “
tr J

2n
`

tr J2

22n
` ¨ ¨ ¨ `

tr Jn

2nn
.

[数学考研竞赛01200]

47. 设 ε1, ε2, ε3 是三维向量空间的一组基, 线性变换 A 在该组基下的矩阵为 @跟锦

数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

5 ´6 ´6

1 ´2 ´2

3 ´6 ´4

˛

‹

‹

‚

.

已知基 η1, η2, η3 到基 ε1, ε2, ε3 的过渡矩阵为 @跟锦数学微信公众号

B “

¨

˚

˚

˝

1 1 1

0 1 1

0 0 1

˛

‹

‹

‚

.

求 (1)、线性变换 A 在基 η1, η2, η3 下的矩阵; (2)、是否存在一组基使得线性变

换在该基下的矩阵为对角阵? [数学考研竞赛01242]
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欧氏空间

1. 对于实数域 R 上的 n2 维线性空间 V “ Rnˆn , 定义 V 上的二元函数 @跟锦数

学微信公众号

〈¨, ¨〉 : pP,Qq ÞÑ tr pP TQq, @ P,Q P V.

并记 |P |2 “ 〈P, P 〉 . 试证: (1) V 关于 〈¨, ¨〉 成为一个欧氏空间; (2) @跟锦数

学微信公众号

〈P,Q〉 ď
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P `Q

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

, @ P,Q P V.

[数学考研竞赛00092]

2. 设 V 是一个欧氏空间, α P V 是一个非零向量. 对于 ξ P V , 规定 @跟锦数学微

信公众号

τ pξq “ ξ ´
2pξ, αq

pα,αq
α,

其中 p¨, ¨q 表示内积. 证明: (1) τ 是 V 的一个正交变换, 且 τ 2
“ E , 其中 E 是

单位变换. [数学考研竞赛00651]

3. (2) 当 V 是一个 n 维欧氏空间时, 证明: 存在 V 的一个标准正交基, 使得 τ 关

于这组基的矩阵有形状: @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 1 ¨ ¨ ¨ 0

...
...
. . .

...

0 0 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

[数学考研竞赛00652]

4. (3) 在 3 维欧氏空间里说明线性变换 τ 的几何意义. [数学考研竞赛00653]

5. 在二维实向量空间 R2中定义内积如下: 对 @X “ px1, x2q P R2, @ Y “ py1, y2q P

R2 , 有 @跟锦数学微信公众号

pX,Y q “ 3x1y1 ` x2y2.

则向量 α “ p1, 1q, β “ p0, 2q 的夹角余弦 cos
〈
zα, β

〉
“ . [数学考研竞

赛00718]
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6. 设 F 是 n 维欧几里得空间 V 的对称变换. 证明: F 的像子空间 im F 是 F 的

核子空间 ker F 的正交补. [数学考研竞赛00724]

7. 在 R3 中与向量 p1, 1, 1q 和 p0, 1, 1q 正交的单位向量是 . [数学考研竞

赛00789]

8. 设 V 为全体 n pn ě 2q 阶实对称矩阵构成的实数域上的向量空间, 在 V 上定义

二元函数 @跟锦数学微信公众号

pA,Bq “ tr pABq,

其中 tr pABq 表示矩阵 AB 的迹, Eij 表示第 i 行第 j 列元素为 1 , 其余元素

均为零的 n 阶方阵. 证明: (1)、 V 关于 pA,Bq 构成欧氏空间; (2)、记 @跟锦

数学微信公众号

W “ LpE11, E12 ` E21q,

W K 为与 W 中任一元素都正交的 n 阶实对称矩阵的全体, 求 W K 的一组基和

维数. [数学考研竞赛00887]

9. 在 Rn 中定义双线性函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “
n
ÿ

i“1

xiyi `
1

2

ÿ

1ďi,jďn
i‰j

xiyj,

其中 @跟锦数学微信公众号

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq, y “ py1, y2, ¨ ¨ ¨ , ynq.

问: fpx, yq 是否为 Rn 上的内积? 若是请证明; 若不是, 请说明理由. [数学考研

竞赛00915]

10. 设二维欧氏空间的一组基为 α, β , 它的度量矩阵为 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

2 3

3 5

¸

,

η 在基下的坐标为 p3,´4q , 求此向量的长度 |η| “ . [数学考研竞赛00953]

11. 定义 ψ 为 r0, 1s 到 n 阶方阵全体组成的欧氏空间的连续映射, 使得 ψp0q 为第一

类正交阵, ψp1q 为第二类正交阵. 证明: 存在 T0 P p0, 1q, 使得 ψpT0q 退化. [数

学考研竞赛00992]
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12. 设 u 为 n 维欧氏空间 R5 中的单位向量, 定义 Tupxq “ x ´ 2 〈x, u〉u . 现设

α, β 是 R5 中线性无关的两个单位向量, 问当 α, β 满足什么条件时, 存在正整数

k 使得 pTαTβq
k 为单位映射. [数学考研竞赛01025]
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解析几何

1. 设点 Ap2,´1, 1q , 直线 @跟锦数学微信公众号

l1 :

#

x ` 2z ` 7 “ 0

y ´ 1 “ 0

直线 @跟锦数学微信公众号

l2 :
x ´ 1

2
“
y ` 2

k
“

z

´1
.

是判断是否存在过点 A 的直线 l , 使它与两条已知直线 l1, l2 都相交? 如果存在,

请求出此直线的方程; 如果不存在, 请说明理由. [数学考研竞赛00169]

2. 求经过三平行直线 @跟锦数学微信公众号

L1 : x “ y “ z, L2 : x ´ 1 “ y “ z ` 1, L3 : x “ y ` 1 “ z ´ 1

的圆柱面的方程. [数学考研竞赛00174]

3. 设 pa ˆ bq ¨ c “ 6 , 则 @跟锦数学微信公众号

rpa ` bq ˆ pb ` cqs ¨ pa ` cq “ .

[数学考研竞赛00195]

153



张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

4. 已知两直线的方程 @跟锦数学微信公众号

L : x “ y “ z, L1 :
x

1
“
y

a
“
z ´ b

1
.

(1)、问: 参数 a, b 满足什么条件时, L 与 L1 是异面直线? (2)、当 L 与 L1 不重

合时, 求 L1 绕 L 旋转所生成的旋转面 π 的方程, 并指出曲面 π 的类型. [数学考

研竞赛00200]

5. 已知二次曲面 Σ (非退化) 过以下九点: @跟锦数学微信公众号

Ap1, 0, 0q, Bp1, 1, 2q, Cp1,´1,´2q, Dp3, 0, 0q,

Ep3, 1, 2q, F p3,´2,´4q, Gp0, 1, 4q,Hp3,´1,´2q, Ip5, 2
?

2, 8q.

问 Σ 是哪一类曲面? [数学考研竞赛00219]

6. 求直线 l1 :

#

x ´ y “ 0

z “ 0
与直线 @跟锦数学微信公众号

l2 :
x ´ 2

4
“
y ´ 1

´2
“
z ´ 3

´1

的距离. [数学考研竞赛00227]

7. 求出过原点且和椭球面 4x2
` 5y2

` 6z2
“ 1 的交线为一个圆周的所有平面. [数

学考研竞赛00233]

8. 已知四点 @跟锦数学微信公众号

Ap1, 2, 7q, Bp4, 3, 3q, Cp5,´1, 6q, Dp
?

7,
?

7, 0q.

试求过这四个点的球面方程. [数学考研竞赛00248]

9. 设有空间中五点: @跟锦数学微信公众号

Ap1, 0, 1q, Bp1, 1, 2q, Cp1,´1,´2q, Dp3, 1, 0q, Ep3, 1, 2q.

试求过点 E 且与 A,B,C 所在平面 Σ 平行而与直线 AD 垂直的直线方程. [数

学考研竞赛00264]

10. 设 Γ 为椭圆抛物面 z “ 3x2
` 4y2

` 1 . 从原点作 Γ 的切锥面. 求切锥面方

程.[数学考研竞赛00281]
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11. 设 Γ 为抛物线, P 是与焦点位于抛物线同侧的一点. 共 P 的直线 L 与 Γ 围成

的有界区域的面积记为 ApLq . 证明: ApLq 取最小值当且仅当 P 恰为 L 被 Γ

所截出的线段的中点.[数学考研竞赛00282]

12. 求通过直线 L :

#

2x ` y ´ 3z ` 2 “ 0

5x ` 5y ´ 4z ` 3 “ 0
的两个相互垂直的平面 π1 和 π2 , 使

其中一个平面过点 p4,´3, 1q ; [数学考研竞赛00289]

13. 设 A 为正常数, 直线 L 与双曲线 x2
´ y2

“ 2 px ą 0q 所围成的有限部分的面积

为 A . 证明: (1)、上述 L 被双曲线 x2
´ y2

“ 2 px ą 0q 所截线段的中点的轨

迹为双曲线; (2)、 L 总是 (1) 中轨迹曲线的切线.[数学考研竞赛00299]

14. 平面 R2 上两个半径为 r 的圆 C1 和 C2 外切于 P 点, 将圆 C2 沿 C1 的圆周

(无滑动) 滚动一周, 这时, C2 上的 P 点也随 C2 的运动而运动. 记 Γ 为 P 点的

运动轨迹曲线, 称为心脏线. 现设 C 为以 P 的初始位置 (切点) 为圆心的圆, 其

半径为 R , 记 @跟锦数学微信公众号

γ : R2
Y t8u Ñ R2

Y t8u

为圆 C 的反演变换, 它将 Q P R2
z tP u 映成射线 PQ 上的点 Q1 , 且满足

ÝÝÑ
PQ ¨

ÝÝÝÑ
PQ1

“ R2 . 求证: γpΓ q 为抛物线. [数学考研竞赛00315]

15. 设 S 为 R3 中的抛物面 z “
1

2
px2

` y2
q . P pa, b, cq 为 S 外一固定点, 满足

a2
` b2

ą 2c . 过 P 作 S 的所有切线. 证明: 这些切线的切点落在同一张平面

上. [数学考研竞赛00331]

16. 设 S 为 R3 中的抛物面 z “
1

2
px2

` y2
q . P pa, b, cq 为 S 外一固定点, 满足

a2
` b2

ą 2c . 过 P 作 S 的所有切线. 证明: 这些切线的切点落在同一张平面

上. [数学考研竞赛00337]

17. 已知空间的两条直线 @跟锦数学微信公众号

l1 :
x ´ 4

1
“
y ´ 3

´2
“
z ´ 8

1
; l2 :

x ` 1

7
“
y ` 1

´6
“
z ` 1

1
.

(1)、证明 l1 和 l2 异面; (2)、求 l1 和 l2 的公垂线的标准方程; (3)、求连接 l1

上的任一点和 l2 上的任一点线段中点的轨迹的一般方程. [数学考研竞赛00358]

18. 设空间中定点 P 到一定直线 l 的距离为 p , 一族球面中的每个球面都过点 P

, 且截直线 l 得到的弦长都是定值, a . 求该球面族的球心的轨迹. [数学考研竞

赛00378]
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19. 设空间中定点 P 到一定直线 l 的距离为 p , 一族球面中的每个球面都过点 P

, 且截直线 l 得到的弦长都是定值, a . 求该球面族的球心的轨迹. [数学考研竞

赛00387]

20. 设 L1 和 L2 是空间中两异面直线. 设在标准直角坐标系下直线 L1 过坐标为 a

的点, 以单位向量 v 为直线方向; 直线 L2 过坐标为 b 的点, 以单位向量 w 为直

线方向. (1)、证明: 存在唯一点 P P L1 和 Q P L2 使得两点连线 PQ 同时垂

直于 L1 和 L2 . (2)、求 P 点和 Q 点坐标 (用 a, b, v, w 表示). [数学考研竞

赛00408]

21. 设 M 是以三个正半轴为母线的半圆锥面, 求其方程. [数学考研竞赛00419]

22. 在空间直角坐标系中, 设 S 为椭圆柱面 x2
` 2y2

“ 1 , σ 是空间中的平面, 它与

S 的交集是一个圆. 求所有这样平面 σ 的法向量. [数学考研竞赛00428]

23. 在空间直角坐标系中, 设 S 为椭圆柱面 x2
` 2y2

“ 1 , σ 是空间中的平面, 它与

S 的交集是一个圆. 求所有这样平面 σ 的法向量. [数学考研竞赛00437]

24. 设 S 是空间中的一个椭球面. 设方向为常向量 V 的一束平行光线照射 S , 其中

的部分光线与 S 相切, 它们的切点在 S 上形成一条曲线 Γ . 证明: Γ 落在一张

过椭圆中心的平面上. [数学考研竞赛00456]

25. 在空间直角坐标系中设旋转抛物面 Γ 的方程为 z “
1

2
px2

` y2
q . 设 P 为空间中

的平面, 它交抛物面 Γ 于曲线 C . 问: C 为何种类型的曲线? 证明你的结论. [数

学考研竞赛00476]

26. 在空间直角坐标系中设旋转抛物面 Γ 的方程为 z “
1

2
px2

` y2
q . 设 P 为空间中

的平面, 它交抛物面 Γ 于曲线 C . 问: C 为何种类型的曲线? 证明你的结论. [数

学考研竞赛00485]

27. 过单叶双曲面
x2

4
`
y2

2
´ 2z2

“ 1 与球面 x2
` y2

` z2
“ 4 的交线且与直线

#

x “ 0

3y ` z “ 0
垂直的平面方程为 . [数学考研竞赛00494]

28. 在空间直角坐标系中, 设单叶双曲面 Γ 的方程为 x2
` y2

´ z2
“ 1 . 设 P 为空

间中的平面, 它交 Γ 于一抛物线 C . 求该平面 P 的法线与 z - 轴的夹角. [数学

考研竞赛00504]
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29. 在空间直角坐标系下, 设有椭球面 @跟锦数学微信公众号

S :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a, b, c ą 0

及 S 外部一点 Apx0, y0, z0q , 过 A 点且与 S 相切的所有直线构成锥面 Σ . 证

明: 存在平面 Π , 使得交线 S X Σ “ S XΠ ; 同时求出平面 Π 的方程. [数学

考研竞赛00524]

30. 在空间直角坐标系下, 设有椭球面 @跟锦数学微信公众号

S :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a, b, c ą 0

及 S 外部一点 Apx0, y0, z0q , 过 A 点且与 S 相切的所有直线构成锥面 Σ . 证

明: 存在平面 Π , 使得交线 S X Σ “ S XΠ ; 同时求出平面 Π 的方程. [数学

考研竞赛00533]

31. 设平面过原点和点 p6,´3, 2q , 且与平面 4x ´ y ` 2z “ 8 垂直, 则此平面方程为

. [数学考研竞赛00543]

32. 在空间直角坐标系下, 设马鞍面 S 的方程为 x2
´ y2

“ 2z . 设 σ 为平面

z “ αx ` βy ` γ , 其中 α, β, γ 为给定常数. 求马鞍面 S 上点 P 的坐标, 使通

过 P 且落在马鞍面 S 上的直线均平行于平面 σ . [数学考研竞赛00553]

33. 给定空间直角坐标系中的两条直线: l1 为 z 轴, l2 过 p´1, 0, 0q 及 p0, 1, 1q 两点.

动直线 l 分别于 l1, l2 共面, 且与平面 z “ 0 平行. (1)、求动直线 l 全体构成的

曲面 S 的方程; (2)、确定 S 是什么曲面. [数学考研竞赛00573]

34. 给定空间直角坐标系中的两条直线: l1 为 z 轴, l2 过 p´1, 0, 0q 及 p0, 1, 1q 两点.

动直线 l 分别于 l1, l2 共面, 且与平面 z “ 0 平行. (1)、求动直线 l 全体构成的

曲面 S 的方程; (2)、确定 S 是什么曲面. [数学考研竞赛00582]

35. 空间中有两个圆球面 B1 和 B2 , B2 包含在 B1 所围球体的内部, 两球面之间的

闭区域为 D . 设 B 是含在 D 中的一个圆球, 它与球面 B1 和 B2 均相切. 问:

(1)、 (4 分) B 的球心轨迹构成的曲面 S 是何种曲面; (2)、 (2 分) B1 的球心

和 B2 的球心是曲面 S 的何种点. 证明你的论断. [数学考研竞赛00602]

36. 设 L1 和 L2 是空间中的两条不垂直的异面直线, 点 B 是它们公垂线段的中点.

点 A1 和 A2 分别在 L1 和 L2 上滑动, 使得 A1B K A2B . 证明直线 A1A2 的

轨迹是单叶双曲面. [数学考研竞赛00608]
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37. 设 N p0, 0, 1q 是球面 S : x2
` y2

` z2
“ 1 的北极点. @跟锦数学微信公众号

Apa1, a2, 0q, Bpb1, b2, 0q, Cpc1, c2, 0q

为 xOy 平面上不同的三点. 设连接 N 与 A,B,C 的三直线依次交球面 S 于点

A1, B1 与 C1 . (1)、求连接 N 与 A 两点的直线方程. (2)、求点 A1, B1 与

C1 的坐标. (3)、给定点 @跟锦数学微信公众号

Ap1,´1, 0q, Bp´1, 1, 0q, Cp1, 1, 0q,

求四面体 NA1B1C1 的体积. [数学考研竞赛01158]

38. 已知椭球面 @跟锦数学微信公众号

Σ0 :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a ą b

的外切柱面 Σε ( ε “ 1 或 ´1 平行于已知直线 @跟锦数学微信公众号

lε :
x ´ 2

0
“

y ´ 1

ε
?
a2 ´ b2

“
z ´ 3

c
.

试求与 Σ 交于一个圆周的平面的法方向. 注: 本题中的外切柱面指的的每一条直

母线均与已知椭球面相切的柱面. [数学考研竞赛01164]

常微分方程

1. 已知 @跟锦数学微信公众号

y1 “ xex ` e2x,

y2 “ xex ` e´x,

y3 “ xex ` e2x
´ e´x

是某二阶常系数非齐次微分方程的三个解,试求此微分方程. [数学考研竞赛00188]

2. 求方程 @跟锦数学微信公众号

p2x ` y ´ 4q dx ` px ` y ´ 1q dy “ 0

的通解. [数学考研竞赛00242]

3. 设 fpx, yq 为 ra, bsˆR 上关于 y 单调下降的二元函数. 设 y “ ypxq 和 z “ zpxq

是可微函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

y1 “ fpx, yq, z1 ď fpx, zq, x P ra, bs.

已知 zpaq ď ypaq . 求证: zpxq ď ypxq, x P ra, bs . [数学考研竞赛00341]
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4. 已知 y1 “ ex 和 y2 “ xex 是齐次二阶常系数线性微分方程的解, 则该方程是

. [数学考研竞赛00364]

5. 设实数 a ‰ 0 , 微分方程 @跟锦数学微信公众号

#

y2pxq ´ ary1pxqs2 “ 0

yp0q “ 0, y1p0q “ ´1

的解是 . [数学考研竞赛00398]

6. 微分方程 y2 ´ py1q3 “ 0 的通解是 . [数学考研竞赛00446]

7. 求证: 常微分方程 @跟锦数学微信公众号

dy

dx
“ ´y3

` sinx, x P r0, 2πs

有唯一的满足 yp0q “ yp2πq 的解. [数学考研竞赛00480]

8. 有界连续函数 gptq : R Ñ R 满足 1 ă gptq ă 2 , xptq pt P Rq 是方程 x2ptq “

gptqx 的单调正解. 求证: 存在常数 C2 ą C1 ą 0 满足 @跟锦数学微信公众号

C1xptq ă |x
1
ptq| ă C2xptq, t P R.

[数学考研竞赛00528]

9. 设 fpx, yq 具有一阶连续偏导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

dfpx, yq “ yey dx ` xp1 ` yqey dy,

及 fp0, 0q “ 0 , 则 fpx, yq “ . [数学考研竞赛00544]

10. 满足
duptq

dt
“ uptq `

ż 1

0

uptq dt 及 up0q “ 1 的可微函数 @跟锦数学微信公众号

uptq “ .

[数学考研竞赛00545]

11. 已知 apxq, bpxq, cpxq P CpRq , 方程 @跟锦数学微信公众号

dy

dx
“ apxqy2

` bpxqy ` cpxq

只有有限个 2π 周期解. 求它的 2π 周期解个数的最大值. [数学考研竞赛00577]
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12. 当 a 取何值时, 边值问题 @跟锦数学微信公众号
#

y2pxq ` aypxq “ 1

yp0q “ yp1q “ 0

没有解. [数学考研竞赛01057]

13. 设 fpxq 是 pa,`8q 上的连续函数, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

fpxq “ L,

x0 ą a 是一常数, k 是一正常数. 求初值问题 @跟锦数学微信公众号
#

y1 ` ky “ fpxq

ypx0q “ y0

的解, 并计算该解当 x Ñ `8 时的极限. [数学考研竞赛01058]

实变函数

1. 证明: 若 f 在可测集 E 上是可测函数, 则 |f | 也是 E 上的可测函数. 但反之不

成立.[数学考研竞赛00078]

2. 设 Ek 是一列可测集, f P LpY8k“1Ekq . (1)、令 A “ lim
kÑ8

Ek , 证明: @跟锦数

学微信公众号
ż

A

fpxq dx “ lim
nÑ8

ż

Y8k“nEk

fpxq dx.

(2)、令 A “ lim
kÑ8

Ek , 证明: @跟锦数学微信公众号

ż

A

fpxq dx “ lim
nÑ8

ż

X8k“nEk

fpxq dx.

(3)、如果 tEku 是单调的, 求证: lim
kÑ8

Ek “ E 存在, 且有 @跟锦数学微信公众号

ż

E

fpxq dx “ lim
kÑ8

ż

Ek

fpxq dx.

[数学考研竞赛00343]

3. 设 fpxq 是 R1 上的 Lipschitz 函数, Lipschitz 常数为 K , 则对任意的可测集

E Ă R1 , 均有 @跟锦数学微信公众号

mrfpEqs ď K ¨mpEq.

[数学考研竞赛00392]
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4. 设 E Ă R1 , E 是 L -可测的. 若 mE ą a ą 0 , 则存在无内点的有界闭集

F Ă E , 使得 mpF q “ a . [数学考研竞赛00441]

5. (1)、设 E 是三分 Cantor 集, 证明 χEpxq 不是 r0, 1s 上的有界变差函数. (2)、

设 E Ă r0, 1s , 证明: χEpxq 在 r0, 1s 上有界变差的重要条件是 E 的边界点集是

有限集. [数学考研竞赛00489]

6. 设 E Ă Rn 为可测集, mpEq ă 8 . 设 f, fk P L
2
pEq , 在 E 上几乎处处有

fk Ñ f , 且 @跟锦数学微信公众号

lim
kÑ8

ż

E

|fkptq|
2 dt ď

ż

E

|fptq|2 dt.

求证: @跟锦数学微信公众号

lim
kÑ8

ż

E

|fkptq ´ fptq|
2 dt “ 0.

[数学考研竞赛00537]

7. 设 f : R Ñ R 可测, 则 @跟锦数学微信公众号

G “ tpx, fpxqq ;x P Ru

是 2 -维 Lebesgue 零测集. [数学考研竞赛00586]

8. 试建立 r0, 1s 到 p0, 1q 之间的一一对应. [数学考研竞赛01024]

9. 单调函数的不连续点集是可数集. [数学考研竞赛01046]

10. 设 f P LpRq , 试证: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

fpn2xq

在 R 上几乎处处收敛到一 Lebesgue 函数. [数学考研竞赛01143]

11. 对于有界区间 ra, bs 的划分 @跟锦数学微信公众号

P : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn`1 “ b,

其范数定义为 @跟锦数学微信公众号

}P } “ max
0ďkďn

pxk`1 ´ xkq.
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现设 ra, bs 上的函数 f 满足 Lipschitz 条件, 即存在常数 M ą 0 使得对任何

x, y P ra, bs , 成立 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ďM |x ´ y|,

定义 @跟锦数学微信公众号

spf ;P q “
n
ÿ

k“0

a

|xk`1 ´ xk|2 ` |fpxk`1q ´ fpxkq|2.

若 lim
}P }Ñ0`

spf ;P q 存在, 则称曲线 y “ fpxq 可求长. 记 Pn 为 ra, bs 的 2n 等

分. 证明: (1)、 lim
nÑ8

spf ;Pnq 存在. (2)、曲线 y “ fpxq 可求长. [数学考研竞

赛01163]

12. 设 A “

"ˆ

1 `
1

n

˙n

;n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

*

, B “

"

0,
1

n
,

1

n
` 1;n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

*

, 求

intA , A1 , Ā , intB , B1 , B̄ . [数学考研竞赛01214]

13. 设 fpxq “

#

x3e´x, x P r0, 1s X Q
1, x P r0, 1s zQ

, fpxq 在 r0, 1s 上是否 Riemann 可积? 是

否 Lebesgue 可积? (须说明理由), 若可积, 求出积分值. [数学考研竞赛01215]

14. 设 pX, ρq 是距离空间, 证明: 当 0 ă α ă 1 时, dpx, yq “ rρpx, yqsα , x, y P X

, 也是 X 上的距离. [数学考研竞赛01216]

15. 证明 R 中的所有可测子集族 M 的基数为 2ℵ , 其中 ℵ 为连续基数. [数学考研竞

赛01233]

16. 计算下列极限 lim
nÑ8

ż

r0,8q

lnpx ` nq

n
e´x cosx dx . [数学考研竞赛01234]

泛函分析

1. 内积空间是严格凸空间. [数学考研竞赛00964]

2. 在度量空间 pX, ρq 中, 开球 Bpx, rq “ ty P X; ρpy, xq ă ru 的闭包一定是

ty P X; ρpy, xq ď ru 么? 如果是, 请给出证明; 如果不是, 请举出反例. [数学

考研竞赛01026]

3. 设 pX, ρq 是度量空间, A 是 X 的非空子集, 考虑 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ dist px,Aq
def
“ inf

yPA
ρpx, yq, x P X.

试证: f 是 X 上的一致连续函数. [数学考研竞赛01029]
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4. 在 [Yosida, Kōsaku. Functional analysis. Reprint of the sixth (1980)

edition. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1995] 第 126-

127 页给出了一致凸 Banach 空间的定义: 若 Banach 空间 X 满足 @跟锦数学

微信公众号

@ ε ą 0, D δ “ δpεq ą 0, s.t.

}x} ď 1, }y} ď 1, }x ´ y} ě ε ñ }x ` y} ď 2p1 ´ δq.

则称 X 是一致凸的 Banach 空间. 试证: 若 txnu , tynu Ă X 满足 @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

}xn} “ lim
nÑ8

}yn} “ 1, }xn ´ yn} ě ε
1
ą 0,

则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

}xn ` yn} ă 2.

[数学考研竞赛01125]

5. 讨论 xnptq “

#

1 ´ nt, t P r0, 1{nq

0, t P r1{n, 1s
( n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ) 是否为 Cr0, 1s 中的

Cauchy 列? 是否为 L1
r0, 1s 中的 Cauchy 列? [数学考研竞赛01217]

6. 设 Ax “

ˆ

ξ1,
1

2
ξ2,

1

3
ξ3, ¨ ¨ ¨

˙

, @ x “ pξ1, ξ2, ¨ ¨ ¨ , ξn, ¨ ¨ ¨ q P `
8 , `8 为有界数

列空间, 证明算子 A 是 `8 到 `8 的有界线性算子, 并求 }A} . [数学考研竞

赛01218]

7. 设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn, ¨ ¨ ¨ 是一列内积空间, 令 @跟锦数学微信公众号

X “

#

txnu ;xn P Xn,
8
ÿ

n“1

}xn}
2
ă 8

+

,

当 txnu , tynu P X 时, 规定 @跟锦数学微信公众号

α txnu ` β tynu “ tαxn ` βynu ,

α, β 是数, @跟锦数学微信公众号

〈txnu , tynu〉 “
8
ÿ

n“1

〈xn, yn〉 .

证明 X 是内积空间. [数学考研竞赛01220]
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8. 设 Kpx, tq “

#

x, 0 ď x ď t

t, t ď x ď 1
, 映射 T : Cr0, 1s Ñ Cr0, 1s , 对 φptq P Cr0, 1s

, @跟锦数学微信公众号

φpxq “ k0 ` α

ż 1

0

Kpx, tqφptq dt,

k0 和 α 是常数, 当 k0 和 α 是何值时, T 是压缩映射. [数学考研竞赛01221]

9. H 为内积空间, M,N Ă H , L 是由 M 和 N 张成的线性空间, 证明 LK “

MK
XNK . [数学考研竞赛01223]

微分几何

1. 设 Γ 是三维欧氏空间中一张平面上的一条抛物线, l 是 Γ 的准线. 将 Γ 绕其准线

l 旋转一周, 得到旋转面 S . 求 S 的两个主曲率的比值. [数学考研竞赛00344]

2. 设三维空间的曲面 S 满足: (1)、 P0 “ p0, 0,´1q P S ; (2)、对任意 P P S ,

|
ÝÝÑ
OP | ď 1 , 其中 O 是原点. 证明: 曲面 S 在 P0 的 Gauss 曲率 KpP0q ě 1 .

[数学考研竞赛00393]

3. 设 γpsq, s P r0, ls 是空间中一条光滑闭曲线, 以弧长为参数, 且曲率为 k ą 0 .

设 β : r0, ls Ñ S2 为单位球面上由 γpsq 的单位主法向量构成一条简单闭曲线 B

. 证明: B 将球面分成面积相等的两个部分. [数学考研竞赛00442]

4. 设 S 为三维欧氏空间中的一张连通光滑的正则曲面, 过 S 上每一点都存在不同的

三条直线落在曲面 S 上. 证明: S 是平面的一部分. [数学考研竞赛00490]

5. 已知椭圆柱面 S : @跟锦数学微信公众号

rpu, vq “ ta cosu, b sinu, vu ,´π ď u ď π,´8 ă v ă `8.

(1)、求 S 上任意测地线的方程; (2)、设 a “ b . 取 @跟锦数学微信公众号

P “ pa, 0, 0q, Q “ pa cosu0, b sinu0, v0q p´π ă u0 ă π,´8 ă v0 ă `8q .

写出 S 上连接 P,Q 两点的最短曲线的方程. [数学考研竞赛00538]

6. 在空间直角坐标系中设椭圆抛物面 S 的方程为 @跟锦数学微信公众号

γpu, vq “

ˆ

u, v, u2
`

1

2
v2

˙

, pu, vq P R2.

(1)、求 S 的所有脐点; (2)、设 σ 为与脐点处切平面平行的平面, 它截 S 于曲线

C , 证明 C 是一个圆周. [数学考研竞赛00587]
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概率统计

1. 一只盒子中装有标上 1 至 N 的 N 张票券. 由放回地一张一张地抽取. 若我们想

收集 r 张不同的票券, 则要期望抽多少次才能得到它们? 当然假设取得每张票券

是等可能的, 各次抽取是独立的. [数学考研竞赛00345]

2. 设在国际市场上有我国某种出口商品每年的需求量 X (单位: 吨) 是随机变量, X

服从 r100, 200s 上的均匀分布. 每出售这种商品一顿, 可以为国家挣得外汇 3 万

元; 若销售不出而囤积于仓库, 则每吨需要花费保养费用 1 万元. 求: 应组织多少

货源, 才能使国家的收益最大? [数学考研竞赛00396]

3. 甲袋中有 N ´ 1 pN ą 1q 个白球和 1 个黑球, 乙袋中有 N 个白球, 每次从甲、

乙两袋中分别取出一个球并交换放入另一袋中. 这样经过了 n 次, 求黑球出现在

甲袋中的概率 pn , 并计算 lim
nÑ8

pn . [数学考研竞赛00445]

4. 设 tXnu 是独立同分布的随机本变量序列, 且 @跟锦数学微信公众号

P pXn “ 0q “ P pXn “ aq “
1

2
,

其中常数 a ą 0 . 记 @跟锦数学微信公众号

Yn “
n
ÿ

k“1

Xk

2k
.

求 Yn 的特征函数, 并证明其分布收敛于区间 r0, as 上的均匀分布. [数学考研竞

赛00493]

5. 设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是独立同分布的随机变量, 其有共同的分布函数 F pxq 和密

度函数 fpxq . 现对随机变量 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xnj 按大小顺序重新排列为 Xn1
ď

Xn2 ď ¨ ¨ ¨ ď Xnn . (1)、求随机变量 pXn1, Xnnq 的联合概率密度函数 f1npx, yq

; (2)、如果 Xi pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 服从区间 r0, 1s 上的均匀分布, 求随机变量

U “ Xnn `Xn1 的密度函数 fUpuq . [数学考研竞赛00541]

6. 设独立随机变量序列 tXn;n ě 1u 满足 @跟锦数学微信公众号

P
`

Xn “ ˘n
θ
˘

“
1

2
,

其中 θ ą 0 是常数. 记 @跟锦数学微信公众号

Sn “
n
ÿ

i“1

Xi.
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(1)、当 θ ă
1

2
时, 证明

Sn

n
依概率收敛于 0 , 即对任意 ε ą 0 , @跟锦数学微信

公众号

lim
nÑ8

P

ˆ

|Sn|

n
ě ε

˙

“ 0;

(2)、证明 @跟锦数学微信公众号

Sn
a

VarpSnq

D
ÝÑ N p0, 1q,

其中 VarpSnq 表示 Sn 的方差,
D
ÝÑ 表示以分布收敛. [数学考研竞赛00590]

抽象代数

1. 设 M 为自然数集, 试给出 M 的两个双射变换 σ, τ 使得 στ ‰ τσ. [数学考研

竞赛00071]

2. 设群 G “ AB , 其中 A,B 均为 G 的 Abel 群, 且 AB “ BA, @ g1, g2 P G ,

用 rg1, g2s 表示换位子, 即 @跟锦数学微信公众号

rg1, g2s “ g1g2g
´1
1 g´1

2 ,

G1 表示 G 的换位子群 (即由 G 的换位子所生成的子群). 证明: (1)、 @ a, x P

A, @ b, y P B 有下式成立: @跟锦数学微信公众号

“

x´1, y´1
‰

ra, bs
“

x´1, y´1
‰´1

“ ra, bs.

(2)、 G1 为 Abel 群. [数学考研竞赛00346]

3. 设 R 是 r0, 1s 上连续函数环, 其加法和普通的函数加法, 乘法为普通的函数乘法.

I 为 R 的极大左理想. 证明: @ f, g P I , f 与 g 在 r0, 1s 上必有公共的零点.

[数学考研竞赛00395]

4. 设 u1, u2, v1, v2 为群 G 中的元素, 满足 @跟锦数学微信公众号

u1v1 “ v1u1 “ u2v2 “ v2u2.

若 u1, u2 的阶均为 8 , v1, v2 的阶均为 13 . 证明: u1u2 的阶为 4 及 v1v2 的阶

为 13 . [数学考研竞赛00440]
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5. 设 pF,`, ¨q 是特征为 p ( p ‰ 0 ) 的域, 1 和 0 分别为 F 的单位元和零元. 若 ϕ

为其加群 pF,`q 到其乘法半群 pF, ¨q 的同态, 即 @ x, y P F 有 @跟锦数学微信

公众号

ϕpx ` yq “ ϕpxqϕpyq.

证明: ϕ 要么将 F 的所有元映照为 0 , 要么将 F 的所有元映照为 1 . [数学考研

竞赛00488]

6. 设 G 为群, 且满足: @跟锦数学微信公众号

@ x, y P G, pxyq2 “ pyxq2.

证明: @ x, y P G , 元素 xyx´1y´1 的阶不超过 2 . [数学考研竞赛00536]

7. 设 pR,`, ¨q 为含 1 ‰ 0 的结合环, a, b P R . 若 a ` b “ ba , 且关于 x 的方程

@跟锦数学微信公众号
#

x2
´ pax2

` x2aq ` ax2a “ 1,

x ` a ´ pax ` xaq ` axa “ 1

在 R 中有解. 证明: ab “ ba . [数学考研竞赛00585]

数值分析

1. 给定多项式序列 @跟锦数学微信公众号

T0pxq “ 1, T1pxq “ x,

Tn`1pxq “ 2xTnpxq ´ Tn´1pxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证: (1)、当 x P r´1, 1s 时, @跟锦数学微信公众号

Tnpxq “ cos pn arccosxq .

(2)、设 Cr´1, 1s 是区间 r´1, 1s 上连续函数构成的内积空间, 其中内积定义为

@跟锦数学微信公众号

〈f, g〉 :“

ż 1

´1

fpxqgpxq
?

1 ´ x2
dx.

则 Tnpxq 是该内积空间的正交多项式, 即当 n ‰ m 时, @跟锦数学微信公众号

〈Tnpxq, Tmpxq〉 “ 0.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 167 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(3)、设 P pxq 是次数为 n 的首项系数为 1 的多项式. 求证: @跟锦数学微信公

众号

}P pxq}8 ě
1

2n´1
,

且等号成立当且仅当 @跟锦数学微信公众号

P pxq “
1

2n´1
Tnpxq,

这里 }P pxq}8 “ max
xPr´1,1s

|P pxq| . [数学考研竞赛00347]

2. 考虑求解线性方程组 Ax “ b 的如下迭代格式 @跟锦数学微信公众号

pαD ´ Cqxpk`1q
“ rpα ´ 1qD ` CT

sxpkq ` b,

其中 D 为实对称正定矩阵, C 是满足 C ` CT
“ D ´ A 的实方阵, α 为实数.

若 A 是实对称正定方阵, 且 αD ´ C 可逆, α ą 1{2 , 证明: 上述迭代格式对任

何初始向量 xp0q 收敛. [数学考研竞赛00394]

3. 实系数多项式 ppxq 的模 1 范数定义为: @跟锦数学微信公众号

}p}1 “

ż 1

0

|ppxq| dx.

(1)、求二次实系数多项式 ppxq 使得 ppxq ď x3 对任意 x P r0, 1s 成立, 且
›

›x3
´ ppxq

›

›

1
达到最小; (2)、求三次实系数多项式 ppxq 使得 ppxq ď x4 对任意

x P r0, 1s 成立, 且
›

›x4
´ ppxq

›

›

1
达到最小. [数学考研竞赛00443]

4. 考虑求解一阶常微分方程初值问题 @跟锦数学微信公众号
#

y1 “ fpx, yq

ypx0q “ y0

p˚q

的 Runger-Kutta 法. [数学考研竞赛00491]

5. 推导求解线性方程组的共轭梯度法的计算格式, 并证明该格式经有限步迭代后收

敛. [数学考研竞赛00539]

6. 设 @跟锦数学微信公众号

δ : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b

是区间 ra, bs 的一个剖分. 用 Sra, bs 表说满足下列条件的分片实系数多项式全

体构成的集合: 对任意 spxq P Sra, bs , (1)、 spxq|rxi,xi`1s 是三次多项式, i “
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0, 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1 . (2)、 spxq 在区间 ra, bs 上二阶连续可导. 证明: (1)、对区间

ra, bs 上的任意实函数 fpxq , 存在唯一的 spxq P Sra, bs 满足: @跟锦数学微信

公众号

spxiq “ fpxiq, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n, s2paq “ s2pbq “ 0.

(2)、设 fpxq P C2
ra, bs , 则对满足 (1) 的函数 spxq 有 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

|s2pxq|
2

dx ď

ż b

a

|f 2pxq|
2

dx.

且等号成立当且仅当 spxq “ fpxq . [数学考研竞赛00588]

点集拓扑

1. 试举一个不满足 A1 公理 (A2 公理) 的拓扑空间. [数学考研竞赛00042]

2. 试举一个拓扑空间 X, 其有一子集 Y , 是有界闭的, 但不是紧致的. [数学考研竞

赛00043]

3. 平面上的两个互不相交的闭集的距离一定大于零么? [数学考研竞赛00044]

杨忠道定理 拓扑空间中每个子集的导集都是闭集当且仅当每个单点集的导集是闭集. [数学考

研竞赛01045]

4. 证明: 任何一个有限补空间和任何一个可数补空间都是局部连通空间. [数学考研

竞赛01047]

5. 设 A Ă R , 试证: A 是连通的 ô A 是道路连通的. [数学考研竞赛01048]

6. 设 X 是一个满足第一可数性公理的空间, A Ă X . 证明 A 是一个开子集当且仅

当对于 X 中的任何一个序列 txiu , 只要 lim
iÑ8

xi “ x P A , 则存在 N ą 0 使得

当 i ě N 时有 xi P A . [数学考研竞赛01049]

7. 设 R 是集合 X 上的等价关系; p : X Ñ X{R 是自然映射; 对 i “ 1, 2 ,

pi : X ˆX Ñ X 是第 i 个投射, 也即 @跟锦数学微信公众号

p1px, yq “ x, p2px, yq “ y, @ px, yq P X ˆX.

试证: @跟锦数学微信公众号

p´1
rppAqs “ p2rp

´1
1 pAq XRs, @ A Ă X.

[数学考研竞赛01056]
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8. 设 X “ ta, b, cu , Y “ td, e, f, gu , R “ tpa, dq, pa, eq, pb, fqu , A “ ta, cu ,

B “ td, e, gu . 试求 RpAq , R´1
pBq , R 的值域与定义域. [数学考研竞赛01059]

9. 实数集合 R 中第一个关系 R 定义为 @跟锦数学微信公众号

R “
 

px, yq P R2; x ´ y P Z
(

.

证明 R 是一个等价关系. [数学考研竞赛01060]

10. 设 X,Y 是两个集合, f : X Ñ Y . 试证: (1) 对于任意 A Ă X , @跟锦数学微

信公众号

A Ă f´1
pfpAqq ;

(2) 对于任意 B Ă Y , @跟锦数学微信公众号

B Ą f
`

f´1
pBq

˘

,

(3) f 是一个满射当且仅当 @跟锦数学微信公众号

B “ fpf´1
pBqq

对于任何 B Ă Y 成立. [数学考研竞赛01061]

11. 设 A 是实数集合 R 的一个子集, 它包含着某个非退化的开区间, 即存在 a, b P R
, a ă b , 使得 A Ą pa, bq . 证明 cardA “ ℵ . [数学考研竞赛01062]

12. 设 A 为 m ˆ n 矩阵, r pAq “ k , 证明: (1) 若 A “ A1 ` A2 ` ¨ ¨ ¨ ` Al , 且

r pAiq “ 1, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , l , 则 l ě k ; (2) 存在秩为 1 的矩阵 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , Ak

使得 A “ A1 `A2 ` ¨ ¨ ¨ `Ak . [数学考研竞赛01063]

13. 设 σ, σ1 : R ˆ R Ñ R 使得对任意 x, y P R , 有 σpx, yq “ px ´ yq2 和

σ1px, yq “ |x2
´ y2

| . 证明 σ 和 σ1 都不是 R 的度量. [数学考研竞赛01064]

14.

15. 试证: (1) 从拓扑空间到平庸空间的任何映射都是连续映射; (2) 从离散空间到拓

扑空间的任何映射都是连续映射. [数学考研竞赛01065]

16. 求集合的导集和闭包: (1) 设 A 是有限补空间 X 中的一个无限子集, 求 A 的导

集和闭包; (2) 设 A 是可数补空间 X 中的一个不可数子集, 求 A 的导集和闭包;

(3) 求实数空间 R 中的有理数集 Q 的导集和闭包; (4) 设 X˚ 是 §2.2 习题 9 中

定义的拓扑空间, 求单点集 t8u 的导集和闭包. [数学考研竞赛01066]
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17. 设X 是一个拓扑空间, A,B Ă X . 证明: (1) A´
“ AYBA , Ao

“ A z BA ; (2)

BpAo
q Ă BA , BpA´

q Ă BA ; (3) BpA Y Bq Ă BA Y BB , pA Y Bqo Ą Ao
Y Bo

; (4) BA “ ∅ 当且仅当 A 是一个既开又闭的集合; (5) BpBAq Ă BA ; (6)

A XB X BpA XBq “ A XB X pBA Y BBq . [数学考研竞赛01067]

18. 设 X 是一个度量空间. 证明: 如果 X 有一个基只含有有限个元素, 则 X 必为含

有有限多个点的离散空间. [数学考研竞赛01068]

19. 如果 Y 是拓扑空间 X 的一个开 (闭) 子集, 则 Y 作为 X 的子空间时特别地被

称为 X 的开 (闭) 子空间. 证明: (1) 如果 Y 是拓扑空间 X 的一个开子空间,

则 A Ă Y 是 Y 中的一个开集当且仅当 A 是 X 的一个开集; (2) 如果 Y 是拓

扑空间 X 的一个闭子空间, 则 A Ă Y 是 Y 中的一个闭集当且仅当 A 是 X 的

一个闭集. [数学考研竞赛01069]

20. 设 pX, ρq 是一个度量空间, 证明映射 ρ : X ˆX Ñ R 是一个连续映射. [数学考

研竞赛01070]

21. 设 X,Y 是两个拓扑空间, f : X Ñ Y 是商映射. 令 @跟锦数学微信公众号

R “
 

px, yq P X2; fpxq “ fpyq
(

.

试证: (1) R 是 X 中的一个等价关系; (2) Y 同胚于商空间 X{R . [数学考研竞

赛01079]

22. 设 A 和 B 是拓扑空间 X 的隔离子集, 证明: 如果 A1 Ă A , B1 Ă B , 则 A1

和 B1 也是隔离子集. [数学考研竞赛01080]

23. 设 X 是一个拓扑空间, x, y P X 是连通的. 证明: 如果 E 是一个既开又闭的子

集, 则或者 x, y P E 或者 x, y R E . (此命题的逆命题不成立, 见下题.) [数学考

研竞赛01081]

24. 设 X 和 Y 是两个拓扑空间, f : X Ñ Y 是一个连续映射. 证明: 如果 X 是一

个可分空间, 则 fpXq 也是可分的. (这说明可分性是一个连续映射所保持的性质,

并且由此可见, 它是一个拓扑不变性质, 可商性质.) [数学考研竞赛01088]

25. 设 X 和 Y 是两个拓扑空间, f : X Ñ Y 是一个连续映射. 证明: 如果 X 是一

个 Lindelöff 空间, 则 fpXq 也是一个 Lindelöff 空间. [数学考研竞赛01089]

26. 设 X 是一个拓扑空间, 证明: X 是 T0 空间当且仅当对于任何 x, y P X , x ‰ y

, 或者 txu X tyu “ ∅ 或者 tyu X txu “ ∅ . [数学考研竞赛01090]
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27. 设 X 是一个拓扑空间, 证明: X 是 T1 空间当且仅当对于任何 x P X , 点 x 的

所有邻域的交恰是单点集 txu . [数学考研竞赛01091]

28. 设 U 是拓扑空间 X 中的一个开集. 证明: 如果 X 中的一个由紧致闭集构成的

集族 B 满足条件
č

BPB

B Ă U , 则存在 B 的一个有限子族 tB1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bnu 满

足条件 @跟锦数学微信公众号

B1 X ¨ ¨ ¨ XBn Ă U.

[数学考研竞赛01092]

29. 设 X 是一个 Hausdorff 空间, A 是它的一个非空集族, 且由 X 的紧致子集构

成. 证明:
č

APA

A 是 X 的一个紧致子集. [数学考研竞赛01093]

30. 已知函数 fpxq “ lnx´ ax , 其中 a 为常数. 如果 fpxq 有两个零点 x1, x2 . 试

证: x1x2 ą e2 . [数学考研竞赛01100]

31. 在实数空间 R 中给定如下等价关系: @跟锦数学微信公众号

x „ y ô x, y P p´8, 1q 或者 x, y P r1, 2q 或者 x, y P r2,`8q.

设在这个等价关系下得到的商集 Y “ tr´2s, r1s, r2su , 试写出 Y 的商拓扑. [数

学考研竞赛01137]

复变函数

1. 设 f 在 D “ tz P C; |z| ď 1u 上除点 z0 P D 外处处解析, 且满足 (1) 在 D 内

f 没有零点; (2) z P BD ñ fpzq P BD; (3) z0 是 f 的一阶极点. 试证: @跟锦

数学微信公众号

D θ P R, s.t. fpzq “ eiθ
1 ´ z̄0z

z ´ z0

.

[数学考研竞赛00065]

2. 设 D “ tz P C; |z| ă 1u 是单位圆盘. 非常值函数 fpzq 在 D̄ 上解析, 且当

|z| “ 1 时, |fpzq| “ 1 . 求证: fpDq “ D . [数学考研竞赛00342]

3. 设 a, b 是两个不同的复数, 求满足方程 @跟锦数学微信公众号

rf 1pzqs2 “ rfpzq ´ as ¨ rfpzq ´ bs

的非零整函数 fpzq . [数学考研竞赛00391]
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4. 设 D “ tz P C; |z| ď 1u 是单位圆盘, fpzq 在 D 上解析, fp0q “ 0 , 且在 D 上

有 Re fpzq ď 1 . 求证: 在 D 上有 @跟锦数学微信公众号

Re fpzq ď
2|z|

1 ` |z|
.

[数学考研竞赛00444]

5. 设函数 fpzq 在单位圆 |z| ă 1 内解析, 并且 |fpzq| ďM pM ą 0q , M 为常数.

证明: @跟锦数学微信公众号

|f 1p0q| ďM ´
|fp0q|2

M
.

[数学考研竞赛00492]

6. 设函数 fpzq 在单位圆 |z| ă 1 内解析, 在其边界上连续. 若在 |z| “ 1 上 |fpzq| “

1 . 证明 fpzq 为有理函数. [数学考研竞赛00540]

7. 设 z0 是复函数 w “ fpzq 的 n 阶极点. 试证明: 一定存在 ρ ą 0 及 R ą 0 , 使

得对任意 @跟锦数学微信公众号

w P tw P C; |w| ą Ru ,

函数 fpzq ´ w 在 |z ´ z0| ă ρ 中必有 n 个零点. [数学考研竞赛00589]

科研

1. 设 fpx, y, zq : R3
Ñ R 适合 @跟锦数学微信公众号

rf P L1
pR3

q,
f

r
P L1

pR3
q,
f

r
P L1

pR3
q,

其中 r “
a

x2 ` y2. 试证: 对 1 ď p ď 2, 有 @跟锦数学微信公众号

}f}LppR3q ď }rf}
1
2

L1pR3q

›

›

›

›

f

r

›

›

›

›

1
p
´

1
2

L1pR3q

›

›

›

›

f

r

›

›

›

›

1´1
p

L8pR3q

.

[数学考研竞赛00058]

2. 设 fpx, y, zq “ fpr, zq : R3
Ñ R (r “

a

x2 ` y2) 适合 lim
r2`z2Ñ8

fpr, zq “ 0,

@跟锦数学微信公众号

r∇f P L1
pR3

q,
∇f
r
P L1

pR3
q,

∇f
r
P L8pR3

q.
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试证: @跟锦数学微信公众号

}f}L8pR3q ď
?

2 }r∇f}
1
4

L1pR3q

›

›

›

›

∇f
r

›

›

›

›

1
4

L1pR3q

›

›

›

›

∇f
r

›

›

›

›

1
2

L8pR3q

.

[数学考研竞赛00059]

3. 设 f : R2
Ñ R 适合 f P L1

pR2
q X L8pR2

q, 再设 K : R2
Ñ R 适合 @跟锦数学

微信公众号

D C ą 0, D x0 P R2, s.t. |Kpxq| ď
C

|x ´ x0|
, @ x P R2.

试证: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R2

Kpxqfpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2
?

2π }f}
1
2

L1pR2q
}f}

1
2

L8pR2q
.

[数学考研竞赛00061]

4. A strong solution (by which we mean @跟锦数学微信公众号

u P L8p0, T ;H1
pR3

qq X L2
p0, T ;H2

pR3
qq

) is in fact smooth. This is a classical result, and can be located in

many references. Here, we refer to Page 870–871 of the following paper:

Chen, Qionglei; Miao, Changxing; Zhang, Zhifei. The Beale-Kato-Majda

criterion for the 3D magneto-hydrodynamics equations. Comm. Math.

Phys. 275 (2007), no. 3, 861–872. [数学考研竞赛00081]

5. 这段时间一直在看 [Gallay Thierry, Vladimir Sverak, Remarks on the Cauchy

problem for the axisymmetric Navier-Stokes equations, arXiv preprint

arXiv:1510.01036 (2015)]. 一两个礼拜了. 那个 Proposition 2.4 终于验算完

毕 (也确实得到了作者给出的条件, 不过确实过程复杂, 写出来也乱). 总结下教

训: 开始没注意到 (28) 最前面有个系数 rα{r̄β ; 后来又没注意到不同 cases 时在

“ ξβF 1pξq 有界” 所选取的 β 不同; 最后在不同 cases 时, 如何估计又失算了, 少

算了一两个可能情形. 如此耗费时间...问作者又没丝毫回应. 不过现在也好了. [数

学考研竞赛00083]

6. @跟锦数学微信公众号

}∇f}L4pR2q À }Λ
αf}

2α`1
4

L2

›

›Λα∇2f
›

›

3´2α
4

L2 , p161022 : goalq

where 1 ă α ď
3

2
, Λ “ p´∆q

1
2 . [数学考研竞赛00093]
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7. Suppose that f PW 1,p
pR3

q and g PW 1,q
pR3

q with 1 ă p, q ă 8, 1{p`1{q “

1 . Then ∇pfgq is in H1
pR3

q . Furthermore, we have @跟锦数学微信公众

号

}∇pfgq}H1 ď C }∇f}Lp }g}Lq ` C }f}Lp }∇g}Lq , plem : Hardybilinear : ineqq

where C is independent of f and g . [数学考研竞赛00981]

8. 对 @ x, y P Rn, β ě 1 , 试证: @跟锦数学微信公众号

p|x|β´1x ´ |y|β´1yq ¨ px ´ yq ě
1

2

`

|x|β´1
` |y|β´1

˘

|x ´ y|2,

且
1

2
不能再改进. 这里, @跟锦数学微信公众号

x ¨ y “
n
ÿ

i“1

xiyi, x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, y “ py1, ¨ ¨ ¨ , ynq.

[数学考研竞赛00984]

9. For f P 9Br
8,8pR

3
q , g, h P H1

pR3
q and any ε ą 0 , 0 ă r ă 1 , k P t1, 2, 3u ,

we have @跟锦数学微信公众号
ż

R3

Bkf ¨ gh dx ď C }f}
2

1`r

9Br
8,8

}pg, hq}2L2 ` ε }∇pg, hq}2L2 . plem : me : ineqq

[数学考研竞赛00985]

Hardy type inequality If 1 ă p ă `8 , r ‰ 1 , f ě 0 , and @跟锦数学微信公众号

F pxq “

$

’

’

&

’

’

%

ż x

0

fptq dt, r ą 1,
ż 8

x

fptq dt, r ă 1,

then @跟锦数学微信公众号
ż 8

0

x´rF p dx ď

ˆ

p

|r ´ 1|

˙p ż 8

0

x´rpxfqp dx. pHardy : generalq

[数学考研竞赛00986]

10. Let
3

2
ă q ă 3, and f, g P C1

c pR
3
q, we have @跟锦数学微信公众号

ż

R3

|f |2|g|2 dx1 dx2 dx3 ď C }∇f}2Lq }g}
2p2q´3q

q

L2 }∇hg}
2p3´qq
q

L2 ,

where C depends only on q. [数学考研竞赛00987]
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11. Let λ1, ν, α be positive and β ą 3. If @跟锦数学微信公众号

λ1ν
2
rναpβ ´ 1qs

2
β´3 ą

β ´ 3

β ´ 1
,

then there exists a positive δ such that @跟锦数学微信公众号

νλ1 ` αp|x|
β´1

` |y|β´1
q ´

1

2ν
p|x|2 ` |y|2q ě δ, @ x, y P Rn.

[数学考研竞赛00997]

Evans PDE P 307 Integrate by parts to prove @跟锦数学微信公众号

}Du}Lp ď C }u}
1
2

Lp

›

›D2u
›

›

1
2

L2

for 2 ď p ă 8 and all u P C8
c pU q. [数学考研竞赛00998]

Evans PDE P 309 Use the Fourier transform to prove that if u P Hs
pRnq for s ą n{2, then

u P L8pRnq, with the bound @跟锦数学微信公众号

}u}L8pRnq ď C }u}HspRnq .

[数学考研竞赛00999]

12. 设 X 是 Banach 空间, f 是 X2 到 X 的双线性映射. 若 @跟锦数学微信公众号

D 0 ă α ă
1

4 }f}
, }f} “ sup

}u},}v}ď1

}fpu, vq} ,

则 @跟锦数学微信公众号

@ a P Bp0, αq, D | x P Bp0, 2αq, s.t. x “ a ` fpx, xq.

[数学考研竞赛01022]

13. 可表示拟阵 [数学考研竞赛01054]

14. 科研思路 [数学考研竞赛01084]

15. 科研思路 [数学考研竞赛01085]

16. 弱收敛的一个充分条件 [数学考研竞赛01094]

17. ∆f 乘以 |f |q´2f 后的积分如何化简? [数学考研竞赛01099]

18. ´

ż

∆u ¨ |u|q´2u 的化简 [数学考研竞赛01103]
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19. @跟锦数学微信公众号
ÿ

|α|ďm

}Dα
pfgq ´ pDαfqg}L2 ď C p}f}L8 }g}Hm ` }f}Hm´1 }∇g}L8q .

[数学考研竞赛01114]

20. Assume that a is a positive constant, xptq, yptq are two nonnegative

C1
pR`q functions, and Dptq is a nonnegative function, satisfying @跟锦

数学微信公众号

d

dt
px2

` y2
q `D ď apx2

` y2
` x ` yqD.

If additionally, the initial data satisfy @跟锦数学微信公众号

x2
p0q ` y2

p0q `
a

2px2p0q ` y2p0qq ă
1

a
,

then, for any t ą 0 , one has @跟锦数学微信公众号

x2
ptq ` y2

ptq ` xptq ` yptq ă x2
p0q ` y2

p0q `
a

2px2p0q ` y2p0qq ă
1

a
.

[数学考研竞赛01115]

21. For f P Hs
pR3

q with s ą
3

2
, we have @跟锦数学微信公众号

}f}L8 ď C
´

1 ` }f} 9B0
8,8

¯

ln p1 ` }f}Hsq , s ą
3

2
.

[数学考研竞赛01116]

22. @跟锦数学微信公众号

p∇ ˆ bq ˆ b “ ´∇
|b|2

2
` pb ¨∇qb.

[数学考研竞赛01117]

23. @跟锦数学微信公众号

∇ ˆ pa ˆ bq “ pb ¨∇qa ´ pa ¨∇qb ` ap∇ ¨ bq ´ bp∇ ¨ aq.

[数学考研竞赛01139]

24. @跟锦数学微信公众号

0 ă p ă 8 ñ Hp “ 9F 0
p,2; BMO “ 9F 0

8,2.

[数学考研竞赛01140]
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25. @跟锦数学微信公众号

∇ ¨ b “ 0 ñ ∇ ˆ rp∇ ˆ bq ˆ bs “ ∇ ˆ r∇ ¨ pb b bqs.

[数学考研竞赛01141]

26. @跟锦数学微信公众号

9B0
8,2 Ĺ BMO.

[数学考研竞赛01142]

27. Let @跟锦数学微信公众号

λ, µ P R, 1 ď p, q ď r ď 8, 0 ă θ ă 1,

´λ `
n

p
ă
n

r
ă ´µ `

n

q
,

n

r
“ p1 ´ θq

ˆ

´λ `
n

p

˙

` θ

ˆ

´µ `
n

q

˙

.

Then @跟锦数学微信公众号

}f} 9B0
r,1
ď }f}1´θ9Bλp,8

}f}θ9Bµq,8 .

[数学考研竞赛01144]

28. 设H´1是H1
0 的对偶空间,定义域为 r0, 1s . 试证: (1) th sinp2πhxq; h ą 0u在

H´1 中有界; (2) 试求 h sinp2πhxq 在 H´1 中的弱极限. [数学考研竞赛01173]

29.

30. 对速度 u “ pu1, u2, u3q , 其旋度定义为 @跟锦数学微信公众号

ω “ ∇ ˆ u “ pB2u3 ´ B3u2, B3u1 ´ B1u3, B1u2 ´ B2u1q.

而有公式 @跟锦数学微信公众号

∇ ¨ u “ 0 ñ ∇ ˆ rpu ¨∇qus “ pu ¨∇qω ´ pω ¨∇qu.

[数学考研竞赛01213]

31. 求解 Cauchy 问题 @跟锦数学微信公众号
#

ut ´ uxx ´ 2ux ´ u “ 0, ´8 ă x ă `8, t ą 0

u|t“0 “ x, ´8 ă x ă `8
.

[数学考研竞赛01232]

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 178 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

文学

1. 坤宁的诗句 [数学考研竞赛01015]

2. 黄庭坚的诗句 [数学考研竞赛01016]

3. 李商隐的诗句 [数学考研竞赛01017]

4. 黄巢的诗句 [数学考研竞赛01018]

5. 会意 [数学考研竞赛01019]

6. 曹雪芹《红楼梦》中的好了歌 [数学考研竞赛01020]

7. 压力与烦恼 [数学考研竞赛01030]

8. 张祖锦《修》 [数学考研竞赛01031]

9. 板书与ppt [数学考研竞赛01052]

10. 科学上网 [数学考研竞赛01053]

11. 诸葛亮关于人之交往 [数学考研竞赛01087]

12. 梁济自杀前问儿子梁漱溟：这个世界会好吗？ [数学考研竞赛01184]
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00702 . . . . 334

00703 . . . . 334

00704 . . . . 334

00705 . . . . 335

00706 . . . . 335

00707 . . . . 335

00708 . . . . 335

00709 . . . . 336

00710 . . . . 336

00711 . . . . 336

00712 . . . . 336

00713 . . . . 336

00714 . . . . 336

00715 . . . . 337
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00716 . . . . 337

00717 . . . . 337

00718 . . . . 337

00719 . . . . 337

00720 . . . . 338

00721 . . . . 338

00722 . . . . 338

00723 . . . . 338

00724 . . . . 339

00725 . . . . 339

00726 . . . . 339

00727 . . . . 339

00728 . . . . 339

00729 . . . . 339

00730 . . . . 340

00731 . . . . 340

00732 . . . . 340

00733 . . . . 340

00734 . . . . 340

00735 . . . . 340

00736 . . . . 340

00737 . . . . 340

00738 . . . . 341

00739 . . . . 341

00740 . . . . 341

00741 . . . . 341

00742 . . . . 342

00743 . . . . 342

00744 . . . . 342

00745 . . . . 342

00746 . . . . 343

00747 . . . . 343

00748 . . . . 343

00749 . . . . 343

00750 . . . . 343

00751 . . . . 343

00752 . . . . 344

00753 . . . . 344

00754 . . . . 344

00755 . . . . 344

00756 . . . . 344

00757 . . . . 344

00758 . . . . 344

00759 . . . . 344

00760 . . . . 345

00761 . . . . 345

00762 . . . . 345

00763 . . . . 345

00764 . . . . 346

00765 . . . . 346

00766 . . . . 346

00767 . . . . 346

00768 . . . . 347

00769 . . . . 347

00770 . . . . 347

00771 . . . . 347

00772 . . . . 347

00773 . . . . 347

00774 . . . . 348

00775 . . . . 348

00776 . . . . 348

00777 . . . . 348

00778 . . . . 348

00779 . . . . 348

00780 . . . . 348

00781 . . . . 349

00782 . . . . 349

00783 . . . . 349

00784 . . . . 349

00785 . . . . 349

00786 . . . . 349

00787 . . . . 349

00788 . . . . 350

00789 . . . . 350

00790 . . . . 350

00791 . . . . 350

00792 . . . . 350

00793 . . . . 351

00794 . . . . 351

00795 . . . . 351

00796 . . . . 351

00797 . . . . 352

00798 . . . . 352

00799 . . . . 352

00800 . . . . 353

00801 . . . . 353

00802 . . . . 353

00803 . . . . 353

00804 . . . . 354

00805 . . . . 354

00806 . . . . 354

00807 . . . . 354

00808 . . . . 354

00809 . . . . 355

00810 . . . . 355

00811 . . . . 355

00812 . . . . 355

00813 . . . . 355

00814 . . . . 355

00815 . . . . 356

00816 . . . . 356

00817 . . . . 356

00818 . . . . 356

00819 . . . . 356

00820 . . . . 356

00821 . . . . 357

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 188 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

00822 . . . . 357

00823 . . . . 357

00824 . . . . 357

00825 . . . . 357

00826 . . . . 357

00827 . . . . 357

00828 . . . . 358

00829 . . . . 358

00830 . . . . 358

00831 . . . . 358

00832 . . . . 358

00833 . . . . 358

00834 . . . . 359

00835 . . . . 359

00836 . . . . 359

00837 . . . . 359

00838 . . . . 359

00839 . . . . 359

00840 . . . . 360

00841 . . . . 360

00842 . . . . 360

00843 . . . . 360

00844 . . . . 360

00845 . . . . 360

00846 . . . . 360

00847 . . . . 361

00848 . . . . 361

00849 . . . . 361

00850 . . . . 361

00851 . . . . 361

00852 . . . . 362

00853 . . . . 362

00854 . . . . 362

00855 . . . . 362

00856 . . . . 362

00857 . . . . 363

00858 . . . . 363

00859 . . . . 363

00860 . . . . 363

00861 . . . . 364

00862 . . . . 364

00863 . . . . 364

00864 . . . . 364

00865 . . . . 365

00866 . . . . 365

00867 . . . . 365

00868 . . . . 365

00869 . . . . 365

00870 . . . . 366

00871 . . . . 366

00872 . . . . 366

00873 . . . . 366

00874 . . . . 366

00875 . . . . 366

00876 . . . . 367

00877 . . . . 367

00878 . . . . 367

00879 . . . . 367

00880 . . . . 368

00881 . . . . 368

00882 . . . . 368

00883 . . . . 368

00884 . . . . 369

00885 . . . . 369

00886 . . . . 369

00887 . . . . 369

00888 . . . . 370

00889 . . . . 370

00890 . . . . 370

00891 . . . . 370

00892 . . . . 371

00893 . . . . 371

00894 . . . . 371

00895 . . . . 371

00896 . . . . 371

00897 . . . . 371

00898 . . . . 371

00899 . . . . 372

00900 . . . . 372

00901 . . . . 372

00902 . . . . 372

00903 . . . . 372

00904 . . . . 372

00905 . . . . 373

00906 . . . . 373

00907 . . . . 373

00908 . . . . 373

00909 . . . . 373

00910 . . . . 374

00911 . . . . 374

00912 . . . . 374

00913 . . . . 374

00914 . . . . 374

00915 . . . . 375

00916 . . . . 375

00917 . . . . 375

00918 . . . . 375

00919 . . . . 375

00920 . . . . 376

00921 . . . . 376

00922 . . . . 376

00923 . . . . 376

00924 . . . . 376

00925 . . . . 376

00926 . . . . 376

00927 . . . . 377
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00928 . . . . 377

00929 . . . . 377

00930 . . . . 377

00931 . . . . 377

00932 . . . . 377

00933 . . . . 378

00934 . . . . 378

00935 . . . . 378

00936 . . . . 378

00937 . . . . 378

00938 . . . . 378

00939 . . . . 378

00940 . . . . 378

00941 . . . . 379

00942 . . . . 379

00943 . . . . 379

00944 . . . . 379

00945 . . . . 379

00946 . . . . 379

00947 . . . . 379

00948 . . . . 380

00949 . . . . 380

00950 . . . . 380

00951 . . . . 380

00952 . . . . 381

00953 . . . . 381

00954 . . . . 381

00955 . . . . 381

00956 . . . . 381

00957 . . . . 382

00958 . . . . 382

00959 . . . . 382

00960 . . . . 382

00961 . . . . 382

00962 . . . . 383

00963 . . . . 383

00964 . . . . 383

00965 . . . . 383

00966 . . . . 383

00967 . . . . 384

00968 . . . . 384

00969 . . . . 384

00970 . . . . 384

00971 . . . . 384

00972 . . . . 384

00973 . . . . 385

00974 . . . . 385

00975 . . . . 385

00976 . . . . 385

00977 . . . . 385

00978 . . . . 385

00979 . . . . 386

00980 . . . . 386

00981 . . . . 386

00982 . . . . 386

00983 . . . . 386

00984 . . . . 387

00985 . . . . 387

00986 . . . . 387

00987 . . . . 387

00988 . . . . 388

00989 . . . . 388

00990 . . . . 388

00991 . . . . 388

00992 . . . . 388

00993 . . . . 388

00994 . . . . 389

00995 . . . . 389

00996 . . . . 389

00997 . . . . 389

00998 . . . . 390

00999 . . . . 390

01000 . . . . 390

01001 . . . . 390

01002 . . . . 390

01003 . . . . 390

01004 . . . . 391

01005 . . . . 391

01006 . . . . 391

01007 . . . . 391

01008 . . . . 391

01009 . . . . 391

01010 . . . . 392

01011 . . . . 392

01012 . . . . 392

01013 . . . . 392

01014 . . . . 393

01015 . . . . 393

01016 . . . . 393

01017 . . . . 393

01018 . . . . 393

01019 . . . . 394

01020 . . . . 394

01021 . . . . 394

01022 . . . . 394

01023 . . . . 394

01024 . . . . 394

01025 . . . . 395

01026 . . . . 395

01027 . . . . 395

01028 . . . . 395

01029 . . . . 395

01030 . . . . 395

01031 . . . . 396

01032 . . . . 396

01033 . . . . 396
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01034 . . . . 396

01035 . . . . 396

01036 . . . . 397

01037 . . . . 397

01038 . . . . 397

01039 . . . . 397

01040 . . . . 397

01041 . . . . 397

01042 . . . . 398

01043 . . . . 398

01044 . . . . 398

01045 . . . . 398

01046 . . . . 398

01047 . . . . 399

01048 . . . . 399

01049 . . . . 399

01050 . . . . 399

01051 . . . . 399

01052 . . . . 399

01053 . . . . 399

01054 . . . . 400

01055 . . . . 400

01056 . . . . 400

01057 . . . . 400

01058 . . . . 400

01059 . . . . 401

01060 . . . . 401

01061 . . . . 401

01062 . . . . 401

01063 . . . . 401

01064 . . . . 402

01065 . . . . 402

01066 . . . . 402

01067 . . . . 402

01068 . . . . 402

01069 . . . . 403

01070 . . . . 403

01071 . . . . 403

01072 . . . . 403

01073 . . . . 404

01074 . . . . 404

01075 . . . . 404

01076 . . . . 404

01077 . . . . 404

01078 . . . . 405

01079 . . . . 405

01080 . . . . 405

01081 . . . . 405

01082 . . . . 405

01083 . . . . 405

01084 . . . . 406

01085 . . . . 406

01086 . . . . 406

01087 . . . . 406

01088 . . . . 406

01089 . . . . 406

01090 . . . . 406

01091 . . . . 407

01092 . . . . 407

01093 . . . . 407

01094 . . . . 407

01095 . . . . 407

01096 . . . . 407

01097 . . . . 408

01098 . . . . 408

01099 . . . . 408

01100 . . . . 408

01101 . . . . 408

01102 . . . . 408

01103 . . . . 409

01104 . . . . 409

01105 . . . . 409

01106 . . . . 409

01107 . . . . 409

01108 . . . . 409

01109 . . . . 409

01110 . . . . 410

01111 . . . . 410

01112 . . . . 410

01113 . . . . 410

01114 . . . . 410

01115 . . . . 411

01116 . . . . 411

01117 . . . . 411

01118 . . . . 411

01119 . . . . 411

01120 . . . . 412

01121 . . . . 412

01122 . . . . 412

01123 . . . . 412

01124 . . . . 412

01125 . . . . 413

01126 . . . . 413

01127 . . . . 413

01128 . . . . 413

01129 . . . . 414

01130 . . . . 414

01131 . . . . 414

01132 . . . . 414

01133 . . . . 414

01134 . . . . 415

01135 . . . . 415

01136 . . . . 415

01137 . . . . 415

01138 . . . . 415

01139 . . . . 415
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01140 . . . . 416

01141 . . . . 416

01142 . . . . 416

01143 . . . . 416

01144 . . . . 416

01145 . . . . 417

01146 . . . . 417

01147 . . . . 417

01148 . . . . 417

01149 . . . . 417

01150 . . . . 418

01151 . . . . 418

01152 . . . . 418

01153 . . . . 418

01154 . . . . 418

01155 . . . . 419

01156 . . . . 419

01157 . . . . 419

01158 . . . . 419

01159 . . . . 419

01160 . . . . 420

01161 . . . . 420

01162 . . . . 420

01163 . . . . 420

01164 . . . . 421

01165 . . . . 421

01166 . . . . 421

01167 . . . . 421

01168 . . . . 422

01169 . . . . 422

01170 . . . . 422

01171 . . . . 422

01172 . . . . 423

01173 . . . . 423

01174 . . . . 423

01175 . . . . 423

01176 . . . . 423

01177 . . . . 423

01178 . . . . 424

01179 . . . . 424

01180 . . . . 424

01181 . . . . 424

01182 . . . . 424

01183 . . . . 425

01184 . . . . 425

01185 . . . . 425

01186 . . . . 425

01187 . . . . 425

01188 . . . . 426

01189 . . . . 426

01190 . . . . 426

01191 . . . . 426

01192 . . . . 426

01193 . . . . 426

01194 . . . . 427

01195 . . . . 427

01196 . . . . 427

01197 . . . . 427

01198 . . . . 427

01199 . . . . 427

01200 . . . . 428

01201 . . . . 428

01202 . . . . 428

01203 . . . . 428

01204 . . . . 428

01205 . . . . 429

01206 . . . . 429

01207 . . . . 429

01208 . . . . 429

01209 . . . . 430

01210 . . . . 430

01211 . . . . 430

01212 . . . . 430

01213 . . . . 431

01214 . . . . 431

01215 . . . . 431

01216 . . . . 431

01217 . . . . 431

01218 . . . . 432

01219 . . . . 432

01220 . . . . 432

01221 . . . . 432

01222 . . . . 433

01223 . . . . 433

01224 . . . . 433

01225 . . . . 433

01226 . . . . 434

01227 . . . . 434

01228 . . . . 434

01229 . . . . 434

01230 . . . . 434

01231 . . . . 434

01232 . . . . 435

01233 . . . . 435

01234 . . . . 435

01235 . . . . 435

01236 . . . . 435

01237 . . . . 435

01238 . . . . 435

01239 . . . . 436

01240 . . . . 436

01241 . . . . 436

01242 . . . . 436

01243 . . . . 437

01244 . . . . 437

01245 . . . . 437
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01246 . . . . 437

01247 . . . . 437

01248 . . . . 438

01249 . . . . 438

01250 . . . . 438

01251 . . . . 438

01252 . . . . 438

01253 . . . . 438

01254 . . . . 439

01255 . . . . 439

01256 . . . . 439

01257 . . . . 439

01258 . . . . 439

01259 . . . . 439

01260 . . . . 439

01261 . . . . 440

00001

设 f : R Ñ R 有界, |f 1pxq| ă 1. 证明存在 M ă 1 使得 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fp0q| ďM |x|, @ x P R.

00002

设函数 fpxq 在区间 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内有二阶导数, 则对任意 x P pa, bq,

存在 ξ P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

fpxq ´ fpaq

x ´ a
´
fpbq ´ fpaq

b ´ a
“

1

2
px ´ bqf 2pξq.

00003

lim
nÑ8

n2
´

a
1
n ´ a

1
n`1

¯

, 其中 a ą 0. ((中山大学2019年))

00004

lim
xÑ0

sin sinx ´ tan tanx

x3
. ((华东师范大学2020数分))

00005

设 fpxq 二次可导, fp0q “ f 1p0q “ fp1q “ 0, 试证: 存在 ξ P p0, 1q, 使得

f 2pξq ` 4ξf 1pξq ` p4ξ2
` 2qfpξq “ 0. ((江西师范大学2013高数))

00006

设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ fp1q “ 0, 对于任意

点 x0 P p0, 1q, 证明: 存在 ξ P p0, 1q, 使得 f 1pξq “ fpx0q. ((河南大学2020年))
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00007

求 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

şx

0 fptqpx ´ tq dt

x
şx

0 fp2x ´ 2tq dt
,

其中 fp0q ‰ 0. ((中国科学技术大学2020数分))

00008

设 fpxq 在 p0, 1q 上可微, 且满足 fp1q ´ 2

ż 1
2

0

fpxq dx “ 0. 求证: 在 p0, 1q 内至

少有一点 ξ, 使得 f 1pξq “ ´
fpξq

ξ
.

00009

若 F pxq “

ż x

0

sin
1

t
dt, 求 F 1p0q. ((兰州大学2020数分))

00010

设函数 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0.

证明在 p0, 1q 内存在不同的两点 x1, x2, 使得 @跟锦数学微信公众号

1

fpx1q
`

1

fpx2q
“

2

I
.

((第8届全国大学生数学竞赛非数学类预赛试题))

00011

设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上具有连续导数, fp0q “ 0, fp1q “ 1. 证明: @跟锦

数学微信公众号

lim
nÑ8

n

«

ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

ff

“ ´
1

2
.

((第8届全国大学生数学竞赛非数学类预赛试题))
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00012

((积分形式的 Jensen 不等式)) 设函数 ϕ 在区间 r0, as 上连续, 函数 f 在 R 上
二阶可导, 且 @跟锦数学微信公众号

f 2pxq ě 0, @ x P R.

证明: @跟锦数学微信公众号

f

ˆ

1

a

ż a

0

ϕptq dt

˙

ď
1

a

ż a

0

f rϕptqs dt.

00013

设 gpxq 在 r0, 1s 上单调递增, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
yÑ`8

ż 1

0

gpxq
sinpxyq

x
dx “

π

2
gp0`q.

((中国科学技术大学2020数分))

00014

证明恒等式 @跟锦数学微信公众号
„

xn´1f

ˆ

1

x

˙pnq

“
p´1qn

xn`1
f pnq

ˆ

1

x

˙

.

00015

计算曲线 @跟锦数学微信公众号

px2
` y2

q
2
“ 2a2

px2
´ y2

q, x2
` y2

ě a2

所围成的面积.

00016

试证: 对任意无理数 α 和任意正整数 n, 都存在正整数 qn 和整数 pn 使得 @跟

锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

nqn
,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

q2
n

.
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00017

设 α P p0, 1q, 试求 lim
nÑ8

rpn ` 1qα ´ nαs.

00018

试求 lim
nÑ8

pn ` 1 ` n cosnq
1

2n`n sinn .

00019

定义数列 tanu 的上下极限分别为 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an “ inf
ně1

sup
kěn

ak, lim
nÑ8

an “ sup
ně1

inf
kěn

ak.

试证: tanu 收敛的充要条件为 lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an, 且当极限存在时, @跟锦数学微信公

众号

lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an.

00020

试证: 对正数列 tanu 有 lim
nÑ8

1

an
“

1

limnÑ8 an
, lim

nÑ8

1

an
“

1

limnÑ8 an
.

00021

设 tanu , tbnu 为数列且 tanu 收敛, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

pan ` bnq “ lim
nÑ8

an ` lim
nÑ8

bn, lim
nÑ8

pan ` bnq “ lim
nÑ8

an ` lim
nÑ8

bn.

00022

设 @跟锦数学微信公众号

a1 “ 1, an`1 “ an `
1

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an
pn ě 1q.

试证: lim
nÑ8

an
?

2 lnn
“ 1.
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00023

设 a1 ą 0, an`1 “ lnp1 ` anq pn ě 1q. 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

npnan ´ 2q

lnn
“

2

3
.

00024

求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

1
a

kpn ´ k ` 1q
.

00025

(1) 证明方程 tanx “ x 在

ˆ

nπ, nπ `
π

2

˙

内存在实根 ξn, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ; (2)

求极限 lim
nÑ8

pξn`1 ´ ξnq.

00026

设 a0 “ π, a1 “ π
2, an`1 “ an `

2an´1

n ` 1
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 试证:

"

an

n2

*

收敛.

00027

已知 a0 ą 0, an “
a

an´1 ` 6, 求极限 lim
nÑ8

an.

00028

判断: 若对数列 tanu 的任意两个子列 tanku 与 tamk
u, 均有 lim

kÑ8
pank´amk

q “ 0,

则tanu 收敛.

00029

设 @跟锦数学微信公众号

a0 “ 0, an`1 “ an ` e´an pn ě 0q.

再设 bn “ an ´ lnn pn ě 1q. 试证: @跟锦数学微信公众号

0 ă bn`1 ă bn, lim
nÑ8

bn “ 0.
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00030

设 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2016

nx ´ pn ´ 1qx
“

1

2017
,

试求 x.

00031

设 fpxq 有连续的二阶导数, fp0q “ f 1p0q “ 0, f 2p0q ą 0, 试求 @跟锦数学微信

公众号

lim
xÑ0

şupxq

0 fptq dt
şx

0 fptq dt
,

其中 upxq 是曲线 y “ fpxq 在点 px, fpxqq 处的切线在 x 轴上的截距.

00032

加强形式的积分第一中值定理: 中值定可在开区间内取得 @跟锦数学微信公众号

f 在 ra, bs 上连续

ñD ξ P pa, bq, s.t.

ż b

a

fpxq dx “ fpξqpb ´ aq.

00033

设 α 是无理数, 试证: A “ tm ` nα;m,n P Zu 在 R 中稠密, 也即: 任何一个

开区间至少含有 A 中一元.

00034

设正数列 tanu 适合 lim
nÑ8

an ¨ lim
nÑ8

1

an
“ 1, 试证: tanu 收敛.

00035

试求

ż

1 ´ x2 cosx

p1 ` x sinxq2
dx.
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00036

试证: tcosn;n P Nu 在 r´1, 1s 上稠密.

00037

设 fpxq “
1 ` xex

1 ` x
, 试求 f p5qp0q.

00038

试证: 函数 fpxq “ e
x2

2

ż 8

x

e´
t2

2 dt 在 x ą 0 时严格单调减少, 且成立
x

x2 ` 1
ă

fpxq ă
1

x
.

00039

设 f 在 r0, 1s 上可积, 且有 0 ă m ď fpxq ďM , 试证: @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

1

fpxq
dx ď

pm `M q2

4mM
.

00040

设 f 是 R 上的非负函数, 适合 @跟锦数学微信公众号
ż

R
fpxq dx “ 1,

ż

R
xfpxq dx “ 0,

ż

R
x2fpxq dx “ 1.

试证: @跟锦数学微信公众号

x ą 0 ñ

ż x

´8

fptq dt ě
x2

1 ` x2
; x ă 0 ñ

ż x

´8

fptq dt ď
1

1 ` x2
.

00041

设 M ě 1 是一正数, µ 是一个概率测度, 试证: 对 0 ď f ď M , 有 @跟锦数学

微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln

ż

f dµ ´

ż

ln f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M }g}L2

}f}L1

,

其中 g “ ln f ´

ż

ln f dµ.
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00042

试举一个不满足 A1 公理 (A2 公理) 的拓扑空间.

00043

试举一个拓扑空间 X, 其有一子集 Y , 是有界闭的, 但不是紧致的.

00044

平面上的两个互不相交的闭集的距离一定大于零么?

00045

设 0 ă F P Cra, bs 单调减少, 试证: @跟锦数学微信公众号

ż b

a

F pxq dx ¨

ż b

a

xF 2
pxq dx ď

ż b

a

F 2
pxq dx ¨

ż b

a

xF pxq dx.

00046

设 ra, bs 上的函数 f, g 适合 @跟锦数学微信公众号

rfpxq ´ fpyqs ¨ rgpxq ´ gpyqs ě 0, @ x, y P ra, bs.

又设 0 ă p P Rra, bs, 试证: @跟锦数学微信公众号

ż b

a

ppxqfpxq dx ¨

ż b

a

ppxqgpxq dx ď

ż b

a

ppxq dx ¨

ż b

a

ppxqfpxqgpxq dx.

00047

设 @跟锦数学微信公众号

A3
“ 2E,B “ A2

´ 2A ` 2E,

求 B´1.
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00048

设 f P Cr0, 1s 适合 0 ď f ă 1, 试证: @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

fpxq

1 ´ fpxq
dx ě

ş1

0 fpxq dx

1 ´
ş1

0 fpxq dx
.

00049

设 A,B,C,D 均是 n 阶方阵, AC “ CA. 试证: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A B

C D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |AD ´ CB|.

00050

设 0 ă x1 ă 1,且 xn`1 “ xnp1´xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明: lim
nÑ8

np1 ´ nxnq

lnn
“ 1.

00051

设 f P C2n
ra, bs 适合 f pkqpaq “ f pkqpbq “ 0, k “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1. 试证: @跟

锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
pn!q2pb ´ aq2n`1

p2nq!p2n ` 1q!
max
xPra,bs

|f p2nqpxq|.

00052

设函数 f, g P Cra, bs 适合 fpxq ı 0, g ą 0. 记 @跟锦数学微信公众号

dn “

ż b

a

|fpxq|ngpxq dx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

试证: 数列

"

dn`1

dn

*

收敛, 并求出其极限.

00053

试求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

sin kπ
n

n ` 1
k

.
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00054

对 a P R, 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n`1
ź

k“1

cos

˜?
2k ´ 1

n
a2

¸

“ e´
a4

2 .

00055

设 f 是 r1,8q 上的非负单调减少函数, 令 @跟锦数学微信公众号

an “
n
ÿ

k“1

fpkq ´

ż n

1

fpxq dx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

试证: 数列 tanu 收敛.

00056

求

ż

Γ

y2 ds, 其中 Γ 由

#

x2
` y2

` z2
“ a2

x ` z “ a
决定.

00057

设方程 sinx ´ x cosx “ 0 在 p0,`8q 中的第 n 个解为 xn. 证明: @跟锦数学

微信公众号

nπ `
π

2
´

1

nπ
ă xn ă nπ `

π

2
.

00058

设 fpx, y, zq : R3
Ñ R 适合 @跟锦数学微信公众号

rf P L1
pR3

q,
f

r
P L1

pR3
q,
f

r
P L1

pR3
q,

其中 r “
a

x2 ` y2. 试证: 对 1 ď p ď 2, 有 @跟锦数学微信公众号

}f}LppR3q ď }rf}
1
2

L1pR3q

›

›

›

›

f

r

›

›

›

›

1
p
´

1
2

L1pR3q

›

›

›

›

f

r

›

›

›

›

1´1
p

L8pR3q

.
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00059

设 fpx, y, zq “ fpr, zq : R3
Ñ R (r “

a

x2 ` y2) 适合 lim
r2`z2Ñ8

fpr, zq “ 0,

@跟锦数学微信公众号

r∇f P L1
pR3

q,
∇f
r
P L1

pR3
q,

∇f
r
P L8pR3

q.

试证: @跟锦数学微信公众号

}f}L8pR3q ď
?

2 }r∇f}
1
4

L1pR3q

›

›

›

›

∇f
r

›

›

›

›

1
4

L1pR3q

›

›

›

›

∇f
r

›

›

›

›

1
2

L8pR3q

.

00060

试求

ż

?
1 ` cosx dx.

00061

设 f : R2
Ñ R 适合 f P L1

pR2
q X L8pR2

q, 再设 K : R2
Ñ R 适合 @跟锦数学

微信公众号

D C ą 0, D x0 P R2, s.t. |Kpxq| ď
C

|x ´ x0|
, @ x P R2.

试证: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R2

Kpxqfpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2
?

2π }f}
1
2

L1pR2q
}f}

1
2

L8pR2q
.

00062

试证: @跟锦数学微信公众号
ż 2π

0

cosφ dφ
a

2p1 ´ cosφq ` s
“ 2

ż π

0

cosφ dφ
a

2p1 ´ cosφq ` s
, s ą 0.

00063

设 n P N`, In “

ż π{2

0

sin2 nt

sin t
dt, 计算极限 lim

nÑ8

In

lnn
.
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00064

设 fpr, zq : Ω “ p0,8q ˆ R Ñ R 适合 @跟锦数学微信公众号

r3f P L1
pΩq, rf P L1

pΩq, f P L8pΩq.

试证: @跟锦数学微信公众号

ż

R
dz

ż 8

1

|f |
r3

pr2 ` z2q
3
2

dr À
›

›r3f
›

›

1
4

L1pΩq
}rf}

1
4

L1pΩq }f}
1
2

L8pΩq .

00065

设 f 在 D “ tz P C; |z| ď 1u 上除点 z0 P D 外处处解析, 且满足 (1) 在 D 内

f 没有零点; (2) z P BD ñ fpzq P BD; (3) z0 是 f 的一阶极点. 试证: @跟锦数学

微信公众号

D θ P R, s.t. fpzq “ eiθ
1 ´ z̄0z

z ´ z0

.

00066

已知函数 fpxq “ lnx ´ ax, 其中 a 为常数. 如果 fpxq 有两个零点 x1, x2. 试

证: x1x2 ą e2.

00067

设 A “ paijq, 且定义 @跟锦数学微信公众号

∇AfpAq “

ˆ

Bf

Baij

˙

.

试证: (1) ∇Atr pABq “ BT ; (2) ∇Atr pABATCq “ CAB ` CTABT .

00068

试求

ż π
2

0

x2

sin2 x
dx.
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00069

设 f 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 lim
xÑ0

fpxq

x2
存在,

ż 1

0

fpxq dx “ fp1q.

试证: 存在 ξ P p0, 1q, 使得 f 2pξq ` 2ξf 1pξq “ 0.

00070

设 f P C2
r0, 1s 适合 fp0q “ fp1q “ 0, f ı 0. 试证: @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď
1

4

ż 1

0

|f 2pxq| dx, @ x P r0, 1s.

00071

设 M 为自然数集, 试给出 M 的两个双射变换 σ, τ 使得 στ ‰ τσ.

00072

证明: 当 λ ă 1 时, lim
RÑ`8

Rλ

ż π{2

0

e´R sin θ dθ “ 0.

00073

求行列式 @跟锦数学微信公众号

Dnpb, aq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b a ¨ ¨ ¨ a

a b ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

,

其中 n ě 2.

00074

证明: 若 f 在 x0 处连续, 则 |f | 在 x0 处连续. 举例说明反之不成立.
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00075

举例说明: f 在 x0 处可导, 但 |f | 在 x0 处不可导. 反之也不对. 证明: 如果 f

在 x0 处连续, |f | 在 x0 处可导, 则 f 在 x0 处可导.

00076

证明: 若 f 在 ra, bs 上黎曼可积, 则 |f | 在 ra, bs 上黎曼可积. 举例说明反之不成

立.

00077

证明: 若 |f | 在 ra,`8q 上的无穷限积分存在, 则 f 在 ra,`8q 上的无穷限积分

存在. 举例说明反之不成立.

00078

证明: 若 f 在可测集 E 上是可测函数, 则 |f | 也是 E 上的可测函数. 但反之不

成立.

00079

设 A “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

1 0 1

0 1 0

˛

‹

‹

‚

, 试证: An
“ An´2

`A2
´ E, 并计算 A100.

00080

试求

ż 8

0

dx

p1 ` x6q2
.

00081

A strong solution (by which we mean @跟锦数学微信公众号

u P L8p0, T ;H1
pR3

qq X L2
p0, T ;H2

pR3
qq
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) is in fact smooth.

This is a classical result, and can be located in many references. Here,

we refer to Page 870–871 of the following paper:

Chen, Qionglei; Miao, Changxing; Zhang, Zhifei. The Beale-Kato-Majda

criterion for the 3D magneto-hydrodynamics equations. Comm. Math. Phys.

275 (2007), no. 3, 861–872.

00082

设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ 0, fp1q “ 1. 试证:

在 p0, 1q 内存在不同的 λ, µ 使得 f 1pλqrf 1pµq ` 1s “ 2.

00083

这段时间一直在看

[Gallay Thierry, Vladimir Sverak, Remarks on the Cauchy problem for

the axisymmetric Navier-Stokes equations, arXiv preprint arXiv:1510.01036

(2015)].

一两个礼拜了. 那个 Proposition 2.4 终于验算完毕 (也确实得到了作者给出的

条件, 不过确实过程复杂, 写出来也乱). 总结下教训: 开始没注意到 (28) 最前面有个

系数 rα{r̄β; 后来又没注意到不同 cases 时在 “ξβF 1pξq 有界” 所选取的 β 不同; 最

后在不同 cases 时, 如何估计又失算了, 少算了一两个可能情形. 如此耗费时间...问作

者又没丝毫回应. 不过现在也好了.

00084

已知函数 fpxq “ p1 ` xq
1
x , 计算 f piqp0q, i “ 1, 2, 3.

00085

试求 lim
xÑ0

sin tanx ´ tan sinx

arcsin arctanx ´ arctan arcsinx
.
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00086

试证: 当 0 ă x ă 1 时,

d

1 ´ x

1 ` x
ă

lnp1 ` xq

arcsinx
.

00087

设 an ě 0, pn P Z`q; An “

n
ÿ

k“0

ak. 再设 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

An “ `8, lim
nÑ8

an

An

“ 0.

试证: 级数
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径 r “ 1.

00088

试求
8
ź

n“2

n3 ´ 1

n3 ` 1
.

00089

设 hptq 是 r0, T q 上的连续函数, 适合 lim
tÑT´

hptq “ `8. 再设 @跟锦数学微信公

众号

Hptq “ max
0ďsďt

hpsq, 0 ď s ă T.

试证: @跟锦数学微信公众号

D tk Õ T, s.t. hptkq “ Hptkq Õ `8.

00090

设 A,B,C 均为 n 阶方阵.

(1) 证明

˜

A A

C ´B C

¸

可逆的充要条件是 AB 可逆; (2) 若

˜

A A

C ´B C

¸

可逆, 求出

˜

A A

C ´B C

¸

的逆.
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00091

(1) 设 m ˆ n 矩阵 A 的秩为 r, 任取 A 的 r 个线性无关的行向量, 再取 A 的

r 个线性无关的列向量, 试证它们对应的行列构成的 r 阶子式不为零. (2) 设对称矩阵

A 的秩为 r, 试证: A 有一个非零的 r 阶主子式.

00092

对于实数域 R 上的 n2 维线性空间 V “ Rnˆn, 定义 V 上的二元函数 @跟锦数

学微信公众号

〈¨, ¨〉 : pP,Qq ÞÑ tr pP TQq, @ P,Q P V.

并记 |P |2 “ 〈P, P 〉. 试证: (1) V 关于 〈¨, ¨〉 成为一个欧氏空间; (2) @跟锦数学微信

公众号

〈P,Q〉 ď
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P `Q

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

, @ P,Q P V.

00093

@跟锦数学微信公众号

}∇f}L4pR2q À }Λ
αf}

2α`1
4

L2

›

›Λα∇2f
›

›

3´2α
4

L2 , (1)

where 1 ă α ď
3

2
, Λ “ p´∆q

1
2 .

00094

设 @跟锦数学微信公众号

li “ ci1x1 ` ci2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` cinxn, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , p ` q,

这里 cij P R. 试证明实二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “ l
2
1 ` l

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` l

2
p ´ l

2
p`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ l

2
p`q

的正惯性指数 ď p, 负惯性指数 ď q.
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00095

设 A 是 n 阶半正定矩阵, 试证: @跟锦数学微信公众号

aii “ 0 ñ akl “ 0, k “ i 或 l “ i.

这即说明: 若半正定矩阵某对角元为 0, 则其所在的行与列中的元素均为 0.

00096

设 fpxq 在 r0, 1s 上 Õ, fp0q ą 0, fp1q ă 1. 试证: D x0 P p0, 1q, 使得

fpx0q “ x
2
0. (福建师范大学)

00097

设 A 是秩为 r 的 m ˆ n 矩阵, B 是非零的 m ˆ 1 阶矩阵. 考虑线性方程组

AX “ B, 其中 X 是变元 x1, ¨ ¨ ¨ , xn 的列向量. 证明: (1) 线性方程组 AX “ B

的任意有限个解向量 X1, ¨ ¨ ¨ , Xk 的向量组的秩 ď n ´ r ` 1. (2) 若线性方程组

AX “ B 有解, 则它有 n ´ r ` 1 个解向量是线性无关的.

00098

设 A 为 n 阶实矩阵, λt “ r ` si 是 A 的特征根, 其中 r, s 是实数, i 是虚数单

位. (1) 证明:
1

2
pA `AT

q 的特征根都是实数; 令 µ1 ď ¨ ¨ ¨ ď µn 是
1

2
pA `AT

q 的全

部特征根; (2) 证明: µ1 ď r ď µn. (3) 你有类似的估计 s 的办法吗?

00099

设 A 是实数域 R 上的 n 阶方阵, 向量 α P Rn (实数域 R 上 n 维列空间), 使得

@跟锦数学微信公众号

α,Aα,A2α, ¨ ¨ ¨ , An´1α

是 Rn 的一个基. 如果 R 上的 n 阶方阵 B 满足条件 AB “ BA. 证明:

(1) 存在实数域 R 上的一个次数不超过 n´1 的多项式 fpxq 使得 Bα “ fpAqα;

(2) 对于 (1) 中找到的多项式 fpxq, 必有 B “ fpAq.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 210 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

00100

设 A 是 n 阶方阵, b ‰ 0 是 n 维列向量, 适合 r pAq “ r pA, bq “ r. 记

Ax “ b 的所有解集合为 S, 试证: (1) S 中含有 n ´ r ` 1 个线性无关的向量

η1, η2, ¨ ¨ ¨ , ηn´r`1; (2) ξ 是 S 中元素的充要条件是存在 ki p1 ď i ď n ´ r ` 1q 使

得
n´r`1
ÿ

i“1

ki “ 1, ξ “
n´r`1
ÿ

i“1

kiηi.

00101

设 m,n 是正整数. 证明: pxm ´ 1, xn ´ 1q “ x ´ 1 当且仅当 pm,nq “ 1.

00102

设正整数 m 与 n 为一奇一偶, 请简略地说明此时有: pxm ` 1, xn ` 1q “ 1.

00103

设 A 是 n 维线性空间 V 的线性变换. 请简略说明一定存在正整数 m, 使得

A 2mV “ A mV .

00104

证明: @跟锦数学微信公众号

1 ď

ĳ

Ω

sinpx2
q ` cospy2

q dx dy ď
?

2,

其中 Ω “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u.

00105

设 tanuně0, tbnuně0, tξnuně0 为非负数列, 而且对任意 k ě 0, 有 @跟锦数学微

信公众号

a2
k`1 ď pak ` bkq

2
´ ξ2

k.
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(1) 证明:
k
ÿ

i“1

ξ2
i ď

˜

a1 `

k
ÿ

i“0

bi

¸2

. (2) 若数列 tbku 还满足
8
ÿ

k“0

b2
k ă 8, 则

lim
kÑ8

1

k

k
ÿ

i“1

ξ2
i “ 0.

00106

若广义积分

ż 2

0

dx

| lnx|p
收敛, 试求实数 p 的取值范围.

00107

求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0`

psinxqα
ż 1

x

fptq

tα`1
dt,

其中 α ą 0, fpxq 为 r0, 1s 上的连续函数.

00108

使用连续函数的介值定理证明: 对于平面上给定的一个三角形, 在任意方向上都存

在一条直线, 能将三角形分成面积相等的两部分.

00109

(1) 函数 upxq 在 r0, 1s 上连续, 且 u1pxq 绝对可积. 求证: @跟锦数学微信公众号

sup
xPr0,1s

|upxq| ď

ż 1

0

|upxq| dx `

ż 1

0

|u1pxq| dx.

(2) 二元函数 upx, yq 在 Ω “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u 上连续, 且偏导数

ux, uy, uxy 绝对可积. 求证: @跟锦数学微信公众号

sup
px,yqPΩ

|upxq| ď

ĳ

Ω

|u| dx dy `

ĳ

Ω

|ux| ` |uy| dx dy `

ĳ

Ω

|uxy| dx dy.

00110

求极限 lim
nÑ8

tann
ˆ

π

4
`

1

n

˙

.
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00111

求不定积分

ż

2x ` sin 2x

pcosx ´ x sinxq2
dx.

00112

求定积分

ż π

0

cospsin2 xq cosx dx.

00113

如图, 将一根钢丝折成两部分, 一部分围成一个矩形 ABED 的三条边 AD、

DE、EB, 另一部分围成一个半圆 ACB, 矩形和半圆的面积之为 1, 求钢丝长度

的最小值.

00114

定义在 r´1, 1s 上的函数 fpxq “

$

&

%

1

2n`1
,

1

2n`1
ă x ď

1

2n

0, ´1 ď x ď 0
, 讨论 fpxq 的间断

点, 并判断其类型.

00115

求积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

p5y3
` x2

` y2
´ 2x ` y ` 1q dx dy,

其中 D : 1 ď px ´ 1q2 ` y2
ď 4 且 x2

` y2
ď 1.
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00116

讨论级数
8
ÿ

n“2

p´1qn

np ` p´1qn
的敛散性, 其中 p ą 0.

00117

设由方程 x ` y ` z “ fpx2
` y2

` z2
q (˚) 确定函数 z “ zpx, yq. (1) 计算

py ´ zq
Bz

Bx
` pz ´ xq

Bz

By
. (2) 如果以 ~n “ pa, b, cq 为法向量的平面与 p˚q 交为圆, 求

此法向量.

00118

设 fpxq 在 r0, 1s 上有连续的导函数, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

„

f

ˆ

k

n

˙

´ f

ˆ

2k ´ 1

2n

˙

“
1

2
rfp1q ´ fp0qs.

00119

求不定积分

ż

dx

p2 ` cosxq sinx
.

00120

求定积分

ż 1

´1

px ´ cosxq2 cosx

x2 ` cos2 x
dx.

00121

设 z “ zpx, yq 是由方程 z5
´ xz4

` yz3
“ 1 确定的隐函数, 求 z2xyp0, 0q.

00122

计算

ĳ

D

px2
` y2

q dx dy, 其中 D 为由不等式 @跟锦数学微信公众号

a

2x ´ x2 ď y ď
a

4 ´ x2
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所确定的区域.

00123

求极限 lim
xÑ0

şx

0 re
px´tq2 ´ 1st dt

x4
.

00124

求级数
8
ÿ

n“1

r2 ` p´1qnsn

n
xn 的收敛域及级数

8
ÿ

n“1

r2 ` p´1qnsn

n6n
的和.

00125

分析函数 fpx, yq “ px2
` y2

´ 6y ` 10qey 的极值问题.

00126

已知质线 L :

#

z “ x2
` y2

x ` y ` z “ 1
的线密度 ρ “ |x2

` x ´ y2
´ y|, 求 L 的质量.

00127

已知 an ą 0, a1 ă 1, pn ` 1qa2
n`1 “ na

2
n ` an, n “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ . 证明: tanu 收

敛.

00128

求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

ex
2

´
?

cos 2x cosx

x ´ lnp1 ` xq
.

00129

求曲线 C : y “ x2 与直线 L : y “ x 所围图形绕直线 L 旋转所成旋转体的体

积.
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00130

计算

ĳ

D

|xy| dx dy, D “

"

px, yq;
x2

a2
`
y2

b2
ď 1

*

.

00131

求级数
8
ÿ

n“1

xn

npn ` 1q
的和.

00132

设 fpxq 连续且 fpxq “ 3x `

ż x

0

pt ´ xq2fptq dt, 求 f p2017q
p0q 的值.

00133

已知 fpxq 连续且 fpx` 2q ´ fpxq “ sinx,

ż 2

0

fpxq dx “ 0, 求积分

ż 3

1

fpxq dx.

00134

计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

px ´ 1q dy ´ y dx

px ´ 1q2 ` y2
,

其中 L 是从 p´2, 0q 到 p2, 0q 的上半椭圆
x2

4
` y2

“ 1.

00135

证明: pcosxqp ď cosppxq, x P

„

0,
π

2



, 0 ă p ă 1.

00136

设 f 在 r0, 1s 上连续可导, fp0q “ 0. 证明: @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď

d

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx.
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00137

试证:

ż 8

0

xe´xy dx 在 p0,8q 内不一致收敛.

00138

设 F 是一个数域, A 是一个 n 阶 F 方阵, 这里 n 是大于 1 的正整数. 用 Eij 表

示 pi, jq 位置为 1 其余位置为 0 的 n 阶 F 方阵. 证明以下 3 条等价:

(1) A 和所有 F 方阵相乘可交换;

(2) A 和所有可逆 F 方阵相乘可交换;

(3) A 和所有的 Eij (其中 1 ď i, j ď n 但是 i ‰ j) 相乘可交换.

00139

[Abel 定理]设幂级数 gpxq “
8
ÿ

n“0

anx
n 在 |x| ă 1 内收敛, 且

8
ÿ

n“0

an “ s 收敛.

则 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ1´

gpxq “ s.

00140

设 0 ă α ă 1, 求积分

ż 1

0

fptαq dt 的上确界, 其中连续函数 f 满足 @跟锦数学

微信公众号
ż 1

0

|fptq| dt ď 1.

00141

求极限 lim
xÑ0

pcosxq
1`x

sin2 x .

00142

求不定积分

ż

1 ´ x2 cosx

p1 ` x sinxq2
dx.
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00143

已知函数 fpxq “
1

p1 ` x2q2
, 求 f pnqp0q 的值.

00144

求函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “
z

1 ` xy
`

y

1 ` xz
`

x

1 ` yz

在 @跟锦数学微信公众号

V “ tpx, y, zq; 0 ď x, y, z ď 1u

的最大值.

00145

已知 @跟锦数学微信公众号

cospα ` βq ` sinα ` sinβ “
3

2
,

其中 0 ď α, β ď
π

2
, 求 α, β 的值.

00146

记 @跟锦数学微信公众号

ynpxq “ cospn arccosxq, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

(1) 证明当 n ‰ m 时, @跟锦数学微信公众号

ż 1

´1

ynpxqympxq
?

1 ´ x2
dx “ 0.

(2) 求 cn, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ 使 @跟锦数学微信公众号

earccosx
“

8
ÿ

n“0

cnynpxq.
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00147

设曲面 S 为: @跟锦数学微信公众号

px ´ 1q2

9
`
py ´ 2q2

16
` z2

“ 1, z ě 0.

计算 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
3 ,

S 方向朝上.

00148

(满分 20 分) 如图, 设一个均匀物体是由体积相同的一个半球和一个圆柱拼接而

成, 圆柱的地面与半球的大圆面重合, 底面半径为 R, 求此物体的重心.

00149

已知 Pnpxq 为 n 次实系数多项式, 有 n 个不同实根. 证明: Pnpxq ` P
1
npxq 有 n

个不同的实根.

00150

求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

cos
1

n
`

1

n
sin

1

n

˙n2

.

00151

求不定积分 @跟锦数学微信公众号
ż

p1 ` xnq´p1`
1
nq dx,
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其中 n 为正整数.

00152

求定积分 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

x2 ` 6x ` 3

px ` 3q2 ` px2 ` xq2
dx.

00153

设椭圆
x2

25
`
y2

16
“ 1 的线密度为 ρpx, yq “ |xy|, 求椭圆的质量.

00154

求级数的和
8
ÿ

n“1

n2 ´ 1

n ¨ 2n
.

00155

设 spxq “

ż x

0

| cos t| dt.

(1) 求 lim
xÑ`8

spxq

x
,

(2) 问 y “ spxq 是否有渐近线, 并说明理由.

00156

设 a ą 0 是常数, f : R Ñ R 是连续函数. 证明: @跟锦数学微信公众号
ż a

0

ż z

0

ż y

0

fpxq dx dy dz “
1

2

ż a

0

pa ´ xq2fpxq dx.

00157

设 f 在 p0,`8q 上连续, 且 @ a ą 0, b ą 0, 有 @跟锦数学微信公众号
ż ab

a

fpxq dx “

ż b

1

fpxq dx.

求 fpxq 的表达式.
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00158

设连续函数 f : R` Ñ R` 满足对 @跟锦数学微信公众号

@ x, y P R`, lim
nÑ8

rfnpxq ´ fnpyqs “ 0,

其中 fnpxq “ f pfn´1pxqq. 试问: 是否存在 x0 P p0,`8q, 使得 @跟锦数学微信公众

号

@ x P p0, x0q, fpxq ą x; @ x P px0,`8q, fpxq ă x.

00159

设 x “ 0 是函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

p1 ´ 2xq
1
x , x ă 0,

sin ax

x
, x ą 0

的可去间断点, 则常数 a “ .

00160

设 fpxq 是三次多项式, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ1

fpxq

x ´ 1
“ lim

xÑ´1

fpxq

x ` 1
“ 1.

则 lim
xÑ0

fpxq

x
“ .

00161

设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

#

sin 2x, x ě 1,

e3x
´ 1, x ă 1,

令 y “ f pfpxqq, 则 @跟锦数学微信公众号

dy

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“π

“ .
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00162

设曲线 y “ ypxq 由 @跟锦数学微信公众号

#

x ´ 4y “ 3t2 ` 2t,

ey´1
` ty “ cos t

确定, 则该曲线在 t “ 0 处的切线的方程是 .

00163

设 fpxq “ xe´x ` x2020, 则 f p2020q
pxq “ .

00164

方程 @跟锦数学微信公众号

1

x ´ 1
`

1

x ´ 2
`

1

x ´ 3
` ¨ ¨ ¨ `

1

x ´ 100
“ 0

的实根共有 个.

00165

已知 @跟锦数学微信公众号
ż

fpxq dx “ x arctanx ` C,

则 @跟锦数学微信公众号
ż

fpxq

1 ` x2
dx “ .

00166

设曲线 y “ 2
?
x 与直线 y “ kx 围成的平面图形为 D, 若 D 的面积为

1

3
, 则 D

绕 y 轴旋转一周而成立体的体积 Vy “ .

00167

设 fpxq 在 ra, bs 上可导, 且 f 1pxq ‰ 0.
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(1) 证明: 至少存在一点 ξ P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号
ż b

a

fpxq dx “ fpbqpξ ´ aq ` fpaqpb ´ ξq.

(2) 对 (1) 中的 ξ, 求 lim
bÑa`

ξ ´ a

b ´ a
.

00168

判断级数
8
ÿ

n“1

sin
`

nπ ` n
?
n ´ 1

˘

的敛散性, 若收敛, 是绝对收敛还是条件收敛?

00169

设点 Ap2,´1, 1q, 直线 @跟锦数学微信公众号

l1 :

#

x ` 2z ` 7 “ 0

y ´ 1 “ 0

直线 @跟锦数学微信公众号

l2 :
x ´ 1

2
“
y ` 2

k
“

z

´1
.

是判断是否存在过点 A 的直线 l, 使它与两条已知直线 l1, l2 都相交? 如果存在, 请求

出此直线的方程; 如果不存在, 请说明理由.

00170

设 z “ fpx, yq 具有二阶连续偏导数, 满足等式 @跟锦数学微信公众号

6z2xx ´ z
2
xy ´ z

2
yy “ 0.

已知变换 u “ x ´ 3y, u “ x ` ay 把上述等式简化为 z2uv “ 0.

(1) 求常数 a 的值;

(2) 写出 z “ fpx, yq 的表达式.

00171

计算 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

dx

ż

?
x

0

˜

ex

x
´

ey
2

?
x

¸

dy.
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00172

计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号

ż

L

y dx ´ px ´ y2q dy

x2 ` y2
,

其中 L 是 y “ ´ cosπx 上从点 p´1, 1q 到点 p1, 1q 的一段曲线.

00173

求曲面积分 @跟锦数学微信公众号

ĳ

Σ

px ´ 1q3 dy dz ` py ` 1q3 dz dx ` z3 dx dy,

其中 Σ 是上半球面 z “
a

1 ´ x2 ´ py ´ 1q2 的上侧.

00174

求经过三平行直线 @跟锦数学微信公众号

L1 : x “ y “ z, L2 : x ´ 1 “ y “ z ` 1, L3 : x “ y ` 1 “ z ´ 1

的圆柱面的方程.

00175

设 Cnˆn 是 n ˆ n 复矩阵全体在通常的运算下所构成的复数域 C 上的线性空间,

@跟锦数学微信公众号

F “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´an

1 0 ´an´1

. . .
. . .

...

1 0 ´a2

1 ´a1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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(1) 假设 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

若 AF “ FA, 证明: @跟锦数学微信公众号

A “ an1F
n´1

` an´1,1F
n´2

` ¨ ¨ ¨ ` a21F ` a11E.

(2) 求 Cnˆn 的子空间 @跟锦数学微信公众号

CpF q “
 

X P Cnˆn;FX “ XF
(

的维数.

00176

假设 V 是复数域 C 上 n 维线性空间 (n ą 0), f, g 是 V 上的线性变换. 如果

fg ´ gf “ f , 证明: f 的特征值都是 0, 且 f, g 有公共特征向量.

00177

设 tfnpxqu 是定义在 ra, bs 上的无穷次可微的函数序列且逐点收敛, 并没在 ra, bs

上满足 |f 1npxq| ďM .

(1) 证明 tfnpxqu 在 ra, bs 上一致收敛;

(2) 记 fpxq “ lim
nÑ8

fnpxq, 问 fpxq 是否一定在 ra, bs 上处处可导, 为什么?

00178

设 @跟锦数学微信公众号

an “

ż π
2

0

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinnt

sin t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3

dt,

证明:
8
ÿ

n“1

1

an
收敛.
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00179

fpx, yq 是
 

px, yq;x2
` y2

ď 1
(

上二次连续可微函数, 满足 @跟锦数学微信公众

号

f 2xx ` f
2
yy “ x

2y2,

计算积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2ď1

˜

x
a

x2 ` y2
f 1x `

y
a

x2 ` y2
f 1y

¸

dx dy.

00180

假设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内二阶可导, 过点 A p0, fp0qq, 与点

B p1, fp1qq 的直线与曲线 y “ fpxq 相交于点 C pc, fpcqq, 其中 0 ă c ă 1. 证明: 在

p0, 1q 内至少存在一点 ξ, 使得 f 2pξq “ 0.

00181

计算 @跟锦数学微信公众号

ĳ

D

px ` yq ln
`

1 ` y
x

˘

?
1 ´ x ´ y

dx dy “ ,

其中区域 D 由直线 x ` y “ 1 与两坐标轴所围三角形区域.

00182

设 fpxq 是连续函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ 3x2
´

ż 2

0

fpxq dx ´ 2,

则 fpxq “ .

00183

曲面 z “
x2

2
` y2

´ 2 平行平面 2x ` 2y ´ z “ 0 的切平面方程是 .
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00184

设函数 y “ ypxq 由方程 xefpyq “ ey ln 29 确定, 其中 f 具有二阶导数, 且

f 1 ‰ 1, 则 @跟锦数学微信公众号

d2y

dx2
“ .

00185

求极限 lim
xÑ0

ˆ

ex ` e2x ` ¨ ¨ ¨ ` enx

n

˙

e
x

, 其中 n 是给定的正整数.

00186

设函数 fpxq 连续, gpxq “

ż 1

0

fpxtq dt, 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ A, A 为常数, 求 g1pxq

并讨论 g1pxq 在 x “ 0 处的连续性.

00187

已知平面区域 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; 0 ď x ď π, 0 ď y ď πu ,

L 为 D 的正向边界, 试证:

(1)

¿

L

xesin y dy ´ ye´ sinx dx “

¿

L

xe´ sin y dy ´ yesinx dx;

(2)

¿

L

xesin y dy ´ ye´ sinx dx ě
5

2
π2.

00188

已知 @跟锦数学微信公众号

y1 “ xex ` e2x,

y2 “ xex ` e´x,

y3 “ xex ` e2x
´ e´x

是某二阶常系数非齐次微分方程的三个解, 试求此微分方程.
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00189

设抛物线 y “ ax2
` bx ` 2 ln c 过原点, 当 0 ď x ď 1 时, y ě 0, 又已知该抛物

线与 x 轴及直线 x “ 1 所围图形的面积为
1

3
. 试确定 a, b, c, 使此图形绕 x 轴旋转

一周而成的旋转体的体积 V 最小.

00190

已知 @跟锦数学微信公众号

u1npxq “ unpxq ` x
n´1ex pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

且 unp1q “
e

n
, 求函数项级数

8
ÿ

n“1

unpxq 之和.

00191

求 x Ñ 1´ 时, 与
8
ÿ

n“0

xn
2

等价的无穷大量.

00192

设 β ą α ą 0, 则

ż `8

0

e´αx
2

´ e´βx
2

x2
dx “ .

00193

若关于 x 的方程 kx `
1

x2
“ 1 pk ą 0q 在区间 p0,`8q 内有唯一实数解, 则常数

k “ .

00194

设函数 fpxq 在区间 ra, bs 上连续, 由积分中值公式有 @跟锦数学微信公众号
ż x

a

fptq dt “ px ´ aqfpξq pa ď ξ ď x ă bq .

若导数 f 1
`
paq 存在且非零, 则 lim

xÑa`

ξ ´ a

x ´ a
的值等于 .
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00195

设 pa ˆ bq ¨ c “ 6, 则 @跟锦数学微信公众号

rpa ` bq ˆ pb ` cqs ¨ pa ` cq “ .

00196

设 fpxq 在 p´1, 1q 内有定义, 在 x “ 0 处可导, 且 fp0q “ 0. 证明: @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n2

˙

“
f 1p0q

2
.

00197

设 fpxq 在 r0,`8q 上一致连续, 且对于固定的 x P r0,`8q, 当自然数 n Ñ 8

时, fpx ` nq Ñ 0. 证明: 函数序列 tfpx ` nqu8n“1 在 r0, 1s 上一致收敛于 0.

00198

设 D “
 

px, yq;x2
` y2

ă 1
(

, fpx, yq 在 D 内连续, gpx, yq 在 D 内连续有界,

且满足条件:

(1) 当 x2
` y2

Ñ 1 时, fpx, yq Ñ `8;

(2) 在 D 中 f 与 g 有二阶偏导数, @跟锦数学微信公众号

f 2xx ` f
2
yy “ ef , g2xx ` g

2
yy ě eg.

证明: fpx, yq ě gpx, yq 在 D 内处处成立.

00199

设 @跟锦数学微信公众号

R “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u ,

Rε “ tpx, yq; 0 ď x ď 1 ´ ε, 0 ď y ď 1 ´ εu .
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考虑积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

R

dx dy

1 ´ xy
, Iε “

ĳ

Rε

dx dy

1 ´ xy
,

定义 I “ lim
εÑ0`

Iε.

(1) 证明: I “
8
ÿ

n“1

1

n2
;

(2) 利用变量替换

$

’

&

’

%

u “
1

2
px ` yq

v “
1

2
py ´ xq

计算积分 I 的值, 并由此推出 @跟锦数学微信

公众号
π2

6
“

8
ÿ

n“1

1

n2
.

00200

已知两直线的方程 @跟锦数学微信公众号

L : x “ y “ z, L1 :
x

1
“
y

a
“
z ´ b

1
.

(1) 问: 参数 a, b 满足什么条件时, L 与 L1 是异面直线?

(2) 当 L 与 L1 不重合时, 求 L1 绕 L 旋转所生成的旋转面 π 的方程, 并指出曲面 π

的类型.

00201

设 A,B 均为 n 阶半正定实对称矩阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

n ´ 1 ď rank pAq ď n.

证明: 存在实可逆矩阵 C 使得 CTAC 和 CTBC 均为对角阵.

00202

设 V 是复数域 C 上的 n 维线性空间, fj : V Ñ C pj “ 1, 2q 是非零的线性函

数, 且线性无关. 证明: 任意的 α P V 都可表为 α “ α1 ` α2, 使得 @跟锦数学微信

公众号

f1pαq “ f1pα2q, f2pαq “ f2pα1q.
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00203

求极限 lim
nÑ8

n´1
ÿ

k“1

ˆ

1 `
k

n

˙

sin
kπ

n2
.

00204

计算 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
,

其中 Σ 为下半球面 z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2 的上侧, a ą 0.

00205

现要设计一个容积为 V 的一个圆柱体的容器. 已知上下两底的材料费为单位面积

a 元, 而侧面的材料费为单位面积 b 元. 试给出最节省的设计方案: 即高与上下底的直

径之比为何值时所需费用最少?

00206

已知 fpxq 在

ˆ

1

4
,
1

2

˙

内满足 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq “
1

sin3 x ` cos3 x
,

求 fpxq.

00207

lim
nÑ8

n

„ˆ

1 `
1

n

˙n

´ e



;

00208

lim
nÑ8

˜

a
1
n ` b

1
n ` c

1
n

3

¸n

, 其中 a ą 0, b ą 0, c ą 0.
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00209

设 fpxq 在 x “ 1 点附近有定义, 且在 x “ 1 点可导, fp1q “ 0, f 1p1q “ 2. 求

@跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpsin2 x ` cosxq

x2 ` x tanx
.

00210

设 fpxq在 r0,`8q上连续,无穷积分

ż 8

0

fpxq dx收敛. 求 lim
yÑ`8

1

y

ż y

0

xfpxq dx.

00211

设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可微, 且 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ fp1q “ 0, f

ˆ

1

2

˙

“ 1.

证明:

(1) 存在 ξ P

ˆ

1

2
, 1

˙

使得 fpξq “ ξ;

(2) 存在 η P p0, ξq 使得 f 1pηq “ fpηq ´ η ` 1.

00212

设 n ą 1 为整数, @跟锦数学微信公众号

F pxq “

ż x

0

e´t
ˆ

1 `
t

1!
`
t2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

tn

n!

˙

dt.

证明: 方程 F pxq “
n

2
在

ˆ

n

2
, n

˙

内至少有一个根.

00213

是否存在 R1 中的可微函数 fpxq 使得 @跟锦数学微信公众号

f pfpxqq “ 1 ` x2
` x4

´ x3
´ x5?

若存在, 请给出一个例子; 若不存在, 请给出证明.
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00214

设 fpxq 在 r0,`8q 上一致连续, 且对于固定的 x P r0,`8q, 当自然数 n Ñ 8

时, fpx ` nq Ñ 0. 证明: 函数序列 tfpx ` nqu8n“1 在 r0, 1s 上一致收敛于 0.

00215

设 ε P p0, 1q, @跟锦数学微信公众号

x0 “ a, xn`1 “ a ` ε sinxn pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

证明 ξ “ lim
nÑ8

xn 存在, 且 ξ 为方程x ´ ε sinx “ a 的唯一根.

00216

设 @跟锦数学微信公众号

B “

¨

˚

˚

˝

0 10 30

0 0 2010

0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

证明 X2
“ B 无解, 这里 X 为三阶未知复方阵.

00217

设 D Ă R2 是凸区域, 函数 fpx, yq 是凸函数. 证明或否定: fpx, yq 在 D 上连

续. 注: 函数 fpx, yq 为凸函数的定义是@ α P p0, 1q 以及 px1, y1q, px2, y2q P D, 成立

@跟锦数学微信公众号

f pαx1 ` p1 ´ αqx2, αy1 ` p1 ´ αqy2q ď αfpx1, y1q ` p1 ´ αqfpx2, y2q.

00218

设 fpxq 在 r0, 1s Riemann 可积, 在 x “ 1 可导, fp1q “ 0, f 1p1q “ a. 证明:

@跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2

ż 1

0

xnfpxq dx “ ´a.
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00219

已知二次曲面 Σ (非退化) 过以下九点: @跟锦数学微信公众号

Ap1, 0, 0q, Bp1, 1, 2q, Cp1,´1,´2q, Dp3, 0, 0q,

Ep3, 1, 2q, F p3,´2,´4q, Gp0, 1, 4q,Hp3,´1,´2q, Ip5, 2
?

2, 8q.

问 Σ 是哪一类曲面?

00220

设 A 为 n ˆ n 实矩阵 (未必对称), 对任一 n 维实向量 @跟锦数学微信公众号

α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq, αAα
T
ě 0

(这里 αT 表示 α 的转置), 且存在 n 维实向量 β 使得 βAβT
“ 0. 同时对任意 n 维

实向量 x 和 y, 当 xAyT
‰ 0 是有 @跟锦数学微信公众号

xAyT
` yAxT

‰ 0.

证明: 对任意 n 维实向量 v, 都有 vAβT
“ 0.

00221

设 f 在区间 r0, 1s 上 Riemann 可积, 0 ď f ď 1. 求证: 对任何 ε ą 0, 存在只

取值 0 和 1 的分段 (段数有限) 常值函数 gpxq, 使得 @ rα, βs Ă r0, 1s, @跟锦数学微

信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

rfpxq ´ gpxqs dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε.

00222

已知 ϕ : p0,`8q Ñ p0,`8q 是一个严格单调下降的连续函数, 满足 lim
tÑ0`

ϕptq “

`8, 且 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

ϕptq dt “

ż `8

0

ϕ´1
ptq dt “ a ă `8,

其中 ϕ´1 表示 ϕ 的反函数. 求证: @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

rϕptqs2 dt `

ż `8

0

rϕ´1
ptqs2 dt ě

1

2
a

3
2 .
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00223

设 xn “ p1 ` aqp1 ` a
2
q ¨ ¨ ¨ p1 ` a2n

q, 其中 |a| ă 1, 求 lim
nÑ8

xn.

00224

求 lim
xÑ8

e´x
ˆ

1 `
1

x

˙x2

.

00225

设 s ą 0, 求 In “

ż `8

0

e´sxxn dx pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

00226

设函数 fptq 有二阶连续导数, r “
a

x2 ` y2, gpx, yq “ f

ˆ

1

r

˙

, 求 g2xx ` g
2
yy.

00227

求直线 l1 :

#

x ´ y “ 0

z “ 0
与直线 @跟锦数学微信公众号

l2 :
x ´ 2

4
“
y ´ 1

´2
“
z ´ 3

´1

的距离.

00228

设函数 fpxq 在 p´8,`8q 上具有二阶导数, 并且 @跟锦数学微信公众号

f 2pxq ą 0, lim
xÑ`8

f 1pxq “ α ą 0, lim
xÑ´8

f 1pxq “ β ă 0,

且存在一点 x0, 使得 fpx0q ă 0. 证明: 方程 fpxq “ 0 在 p´8,`8q 恰有两个实根.
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00229

设函数 y “ fpxq 由参数方程

#

x “ 2t ` t2

y “ ψptq
pt ą ´1q 所确定. 且 @跟锦数学微

信公众号

d2y

dx2
“

3

4p1 ` tq
,

其中 ψptq 具有二阶导数, 曲线 y “ ψptq 与 @跟锦数学微信公众号

y “

ż t2

1

eu
2

du `
3

2e

在 t “ 1 处相切. 求函数 ψ.

00230

设 an ą 0, Sn “
n
ÿ

k“1

ak, 证明:

(1) 当 α ą 1 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sαn
收敛;

(2) 当 α ď 1, 且 Sn Ñ 0 pn Ñ 8q 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sαn
发散.

00231

设 l 是过原点、方向为 pα, β, γq (其中 α2
`β2

`γ2
“ 1) 的直线, 均匀椭圆 @跟

锦数学微信公众号

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
ď 1

(其中 0 ă c ă b ă a, 密度为 1) 绕 l 旋转.

(1) 求其转动惯量;

(2) 求其转动惯量关于方向 pα, β, γq 的最大值和最小值.
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00232

设函数 ϕpxq 具有连续的导数, 在围绕原点的任意光滑的简单闭曲线 C 上, 曲线

积分 @跟锦数学微信公众号
¿

C

2xy dx ` ϕpyq

x4 ` y2

的值为常数.

(1) 设 L 为正向闭曲线 px ´ 2q2 ` y2
“ 1. 证明: @跟锦数学微信公众号

¿

L

2xy dx ` ϕpxq dy

x4 ` y2
“ 0;

(2) 求函数 ϕpxq;

(3) 设 C 是围绕原点的光滑简单正向闭曲线, 求 @跟锦数学微信公众号
¿

L

2xy dx ` ϕpxq dy

x4 ` y2
.

00233

求出过原点且和椭球面 4x2
` 5y2

` 6z2
“ 1 的交线为一个圆周的所有平面.

00234

设 0 ă fpxq ă 1, 无穷积分

ż `8

0

fpxq dx 和

ż `8

0

xfpxq dx 都收敛. 求证: @跟

锦数学微信公众号
ż `8

0

xfpxq dx ą
1

2

„
ż `8

0

fpxq dx

2

.

00235

设
8
ÿ

n“1

nan 收敛, @跟锦数学微信公众号

tn “ an`1 ` 2an`2 ` ¨ ¨ ¨ ` kan`k ` ¨ ¨ ¨ .

证明: lim
nÑ8

tn “ 0.
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00236

设 A PMnpCq, 定义线性变换 @跟锦数学微信公众号

σA : MnpCq ÑMnpCq, σApXq “ AX ´XA.

证明: 当 A 可对角化时, σA 也可对角化. 这里 MnpCq 是复数域 C 上 n 阶方阵组成

的线性空间.

00237

设连续函数 f : R Ñ R 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x,yPR

|fpx ` yq ´ fpxq ´ fpyq| ă `8.

证明: 存在实常数 a 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
xPR

|fpxq ´ ax| ă `8.

00238

设 ϕ : MnpRq Ñ R 是非零线性映射, 满足 @跟锦数学微信公众号

ϕpXY q “ ϕpY Xq, @ X,Y PMnpRq,

这里 MnpRq 是实数域 R 上 n 阶方阵组成的线性空间. 在 MnpRq 上定义双线性型
@跟锦数学微信公众号

p´,´q : MnpRq ˆMnpRq Ñ R

如下: pX,Y q “ ϕpXY q.

(1) 证明 p´,´q 是非退化的, 即若 pX,Y q “ 0, @ Y PMnpRq, 则 X “ 0.

(2) 设 A1, ¨ ¨ ¨ , An2 是 MnpRq 的一组基, B1, ¨ ¨ ¨ , Bn2 是相应的对偶基, 即 @跟锦

数学微信公众号

pAi, Bjq “ δij “

#

0, i ‰ j,

1, i “ j.

证明
n2
ÿ

i“1

AiBi 是数量矩阵.
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00239

lim
xÑ0

ˆ

sinx

x

˙
1

1´cosx

;

00240

lim
nÑ8

ˆ

1

n ` 1
`

1

n ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n ` n

˙

;

00241

已知

#

x “ lnp1 ` e2t
q,

y “ t ´ arctan et,
求

d2y

dx2
.

00242

求方程 @跟锦数学微信公众号

p2x ` y ´ 4q dx ` px ` y ´ 1q dy “ 0

的通解.

00243

设函数 fpxq 在 x “ 0 的某邻域内有二阶连续导数, 且 fp0q, f 1p0q, f 2p0q 均不为

零. 证明: 存在唯一一组实数 k1, k2, k3, 使得 @跟锦数学微信公众号

lim
hÑ0

k1fphq ` k2fp2hq ` k3fp3hq ´ fp0q

h2
“ 0.

00244

设 @跟锦数学微信公众号

Σ1 :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1,

其中 a ą b ą c ą 0, @跟锦数学微信公众号

Σ2 : z2
“ x2

` y2,
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Γ 为 Σ1 和 Σ2 的交线. 求椭球面 Σ1 在 Γ 上各点的切平面到原点距离的最大值和最

小值.

00245

已知 S 是空间曲线

#

x2
` 3y2

“ 1

z “ 0
绕 y 轴旋转形成的椭球面的上半部分 pz ě

0q (取上侧), Π 是 S 在 P px, y, zq 点处的切平面, ρpx, y, zq 是原点到切平面 Π 的

距离, λ, µ, ν 表示 S 的正法向的方向余弦. 计算:

(1)

ĳ

S

z

ρpx, y, zq
dS;

(2)

ĳ

S

zpλx ` 3µy ` νzq dS.

00246

设 fpxq 是 p´8,`8q 内的可微函数, 且 |f 1pxq| ă mfpxq, 其中 0 ă m ă 1. 任

取实数 a0, 定义 @跟锦数学微信公众号

an “ ln fpan´1q, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明:
8
ÿ

n“1

pan ´ an´1q 绝对收敛.

00247

是否存在区间 r0, 2s 上的连续可微函数 fpxq, 满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ fp2q “ 1, |f 1pxq| ď 1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2

0

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1?

请说明理由.

00248

已知四点 @跟锦数学微信公众号

Ap1, 2, 7q, Bp4, 3, 3q, Cp5,´1, 6q, Dp
?

7,
?

7, 0q.

试求过这四个点的球面方程.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 240 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

00249

设 f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn 为 r0, 1s 上的非负连续函数. 求证: 存在 ξ P r0, 1s 使得 @跟锦

数学微信公众号
n
ź

k“1

fkpξq ď
n
ź

k“1

ż 1

0

fkpxq dx.

00250

设 Fn 是数域 F 上的 n 维列空间, σ : Fn Ñ Fn 是一个线性变换. 若对 F 上的任
何 n 阶方阵 A, @跟锦数学微信公众号

σpAαq “ Aσpαq, p@ α P Fnq ,

证明: σ “ λE , 其中 λ 是 F 中某个数, E 表示 Fn 上的恒等变换.

00251

对于 4ABC, 求 @跟锦数学微信公众号

3 sinA ` 4 sinB ` 18 sinC

的最大值.

00252

对于任何实数 α, 求证: 存在取值于 t´1, 1u 的数列 tanu
8

n“1, 满足 @跟锦数学微

信公众号

lim
nÑ8

˜

n
ÿ

k“1

?
n ` ak ´ n

3
2

¸

“ α.

00253

设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵. 证明: A 相似于

˜

B 0

0 C

¸

, 其中 B 是可逆矩

阵, C 是幂零矩阵, 即存在 m 使得 Cm
“ 0.
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00254

设 F pxq 是 r0,`8q 上的单调递减函数, lim
xÑ`8

F pxq “ 0, 且 @跟锦数学微信公众

号

lim
nÑ8

ż `8

0

F ptq sin
t

n
dt “ 0.

证明:

(1) lim
xÑ`8

xF pxq “ 0,

(2) lim
xÑ0

ż `8

0

F ptq sinpxtq dt “ 0.

00255

lim
xÑ0

p1 ` xq
2
x ´ e2 r1 ´ lnp1 ` xqs

x
.

00256

设 an “ cos
θ

2
cos

θ

22
¨ ¨ ¨ cos

θ

2n
, 求 lim

nÑ8
an.

00257

求 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

sgn pxy ´ 1q dx dy,

其中 D “ tpx, yq; 0 ď x ď 2, 0 ď y ď 2u.

00258

求幂级数
8
ÿ

n“1

2n ´ 1

2n
x2n´2 的和函数, 并求级数

8
ÿ

n“1

2n ´ 1

22n´1
的和.

00259

设 tanu
8

n“0 为数列, a, λ 为有限数, 求证:
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(1) 如果 lim
nÑ8

an “ a, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ a.

(2) 如果存在正整数 p, 使得 lim
nÑ8

pan`p ´ anq “ λ, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an

n
“
λ

p
.

00260

设函数 fpxq 在闭区间 r´1, 1s 上具有连续的三阶导数, 且 @跟锦数学微信公众号

fp´1q “ 0, fp1q “ 1, f 1p0q “ 0.

求证: 在开区间 p´1, 1q 内至少存在一点 x0, 使得 f3px0q “ 3.

00261

在平面上, 有一条从点 pa, 0q 向右的射线, 其线密度为 ρ. 在点 p0, hq (其中

h ą 0) 有一质量为 m 的质点. 求射线对该质点的引力.

00262

设 z “ zpx, yq 是由方程 @跟锦数学微信公众号

F

ˆ

z `
1

x
, z ´

1

y

˙

“ 0

确定的隐函数, 其中 F 具有连续的二阶偏导数, 且 Fupu, vq “ Fvpu, vq ‰ 0. 求证:

x2z1x ` y
2z1y “ 0 和 @跟锦数学微信公众号

x3z2xx ` xypx ` yqz
2
xy ` y

3z2yy “ 0.

00263

设函数 fpxq 连续, a, b, c 为常数, Σ 是单位球面 x2
` y2

` z2
“ 1. 记第一型曲

面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

fpax ` by ` czq dS.

求证: I “ 2π

ż 1

´1

f
´

a

a2 ` b2 ` c2u
¯

du.
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00264

设有空间中五点: @跟锦数学微信公众号

Ap1, 0, 1q, Bp1, 1, 2q, Cp1,´1,´2q, Dp3, 1, 0q, Ep3, 1, 2q.

试求过点 E 且与 A,B,C 所在平面 Σ 平行而与直线 AD 垂直的直线方程.

00265

设 fpxq 在 ra, bs 上有两阶导数, 且 f 2pxq 在 ra, bs 上黎曼可积, 证明 @跟锦数

学微信公众号

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq `

ż x

a

px ´ tqf 2ptq dt, @ x P ra, bs.

00266

设 k0 ă k1 ă ¨ ¨ ¨ ă kn 为给定的正整数, A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 为实参数. 指出函数

@跟锦数学微信公众号

fpxq “ sin k0x `A1 sin k1x ` ¨ ¨ ¨ `An sin knx

在 r0, 2πq 上零点个数的 (当 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 变化时的) 最小可能值并加以证明.

00267

设正数列 tanu 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an “ 1, lim
nÑ8

an ă `8, lim
nÑ8

n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an “ 1.

求证: lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ 1.

00268

设 A,B 分别是 3 ˆ 2 和 2 ˆ 3 实矩阵, 若 @跟锦数学微信公众号

AB “

¨

˚

˚

˚

˝

8 0 ´4

´
3

2
9 ´6

´2 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.

求 BA.
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00269

设 tAiuiPI , tBiuiPI 是数域 F 上两个矩阵集合, 称它们在 F 上相似: 如果存在 F
上与 i P I 无关的可逆矩阵 P 使得 @跟锦数学微信公众号

P´1AiP “ Bi, @ i P I.

证明: 有理数域 Q 上两个矩阵集合 tAiuiPI , tBiuiPI, 如果它们在实数域 R 上相似, 则

它们在有理数域 Q 上也相似.

00270

设 F pxq, Gpxq 是 r0,`8q 上的两个非负单调递减函数, @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

x rF pxq `Gpxqs “ 0.

(1) 证明: @ ε ą 0, @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

ż `8

ε

xF pxtq cos t dt “ 0.

(2) 若进一步有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż `8

0

rF ptq ´Gptqs cos
t

n
dt “ 0.

证明: lim
xÑ0

ż `8

0

rF ptq ´Gptqs cospxtq dt “ 0.

00271

lim
xÑ0

sin2 x ´ x2 cos2 x

x2 sin2 x
.

00272

lim
xÑ`8

„ˆ

x3
`
x

2
´ tan

1

x

˙

e
1
x ´

a

1 ` x6



.
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00273

设函数 fpx, yq 有二阶连续偏导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

f 12x f
2
yy ´ 2f 1xf

1
yf

2
xy ` f

12
y f

2
xx “ 0,

且 f 1y ‰ 0, y “ ypx, zq 是由方程 z “ fpx, yq 所确定的函数. 求 y2xx.

00274

求不定积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż
ˆ

1 ` x ´
1

x

˙

ex`
1
x dx.

00275

求曲面 x2
` y2

“ az 和 z “ 2a ´
a

x2 ` y2 (a ą 0) 所围立体的表面积.

00276

讨论 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

x

cos2 x ` xα sin2 x
dx

的敛散性, 其中 α 是一个实常数.

00277

设 fpxq 在 p´8,`8q 上无穷次可微, 并且满足: 存在 M ą 0, 使得 @跟锦数学

微信公众号

|f pkqpxq| ďM, @ x P p´8,`8q, pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

且 f

ˆ

1

2n

˙

“ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 求证: 在 p´8,`8q 上, fpxq ” 0.

00278

设 D 为椭圆形 @跟锦数学微信公众号

x2

a2
`
y2

b2
ď 1 pa ą b ą 0q ,
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面密度为 ρ 的均质薄板; l 为通过椭圆焦点 p´c, 0q (其中 c2
“ a2

´ b2) 垂直于薄板

的旋转轴.

(1) 求薄板 D 绕 l 旋转的转动惯量 J ;

(2) 对于固定的转动惯量, 讨论椭圆薄板面积的是否有最大值和最小值.

00279

设连续可微函数 z “ zpx, yq 由方程 @跟锦数学微信公众号

F pxz ´ y, x ´ yzq “ 0

(其中 F pu, vq 有连续的偏导数) 唯一确定, L 为正向单位圆周. 试求: @跟锦数学微信

公众号

I “

¿

L

pxz2
` 2yzq dy ´ p2xz ` yz2

q dx.

00280

(1) 求解微分方程

$

&

%

dy

dx
´ xy “ xex

2

,

yp0q “ 1.

(2) 如 y “ fpxq 为上述方程的解, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

n

n2x2 ` 1
fpxq dx “

π

2
.

00281

设 Γ 为椭圆抛物面 z “ 3x2
` 4y2

` 1. 从原点作 Γ 的切锥面. 求切锥面方程.

00282

设 Γ 为抛物线, P 是与焦点位于抛物线同侧的一点. 共 P 的直线 L 与 Γ 围成

的有界区域的面积记为 ApLq. 证明: ApLq 取最小值当且仅当 P 恰为 L 被 Γ 所截

出的线段的中点.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 247 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

00283

设 f P C1
r0,`8q, @跟锦数学微信公众号

fp0q ą 0, f 1pxq ě 0, @ x P r0,`8q.

若

ż `8

0

dx

fpxq ` f 1pxq
ă `8, 求证:

ż `8

0

dx

fpxq
ă `8.

00284

设 A,B,C 均为实 n 阶正定矩阵, @跟锦数学微信公众号

P ptq “ At2 `Bt ` C, fptq “ detP ptq,

其中 t 为未定元, detP ptq 表示 P ptq 的行列式. 若 λ 是fptq 的根, 证明: λ 的实部

为负数.

00285

已知 @跟锦数学微信公众号

p1 ` xqn

p1 ´ xq3
“

8
ÿ

i“0

aix
i, |x| ă 1,

n 为正整数. 求
n´1
ÿ

i“0

ai.

00286

设 f : r0, 1s Ñ R 可微, 其中 R 为实数集. 已知 fp0q “ fp1q,

ż 1

0

fpxq dx “ 0,

且对任意 x P r0, 1s 有 f 1pxq ‰ 1. 求证: 对任意正整数 n, 有 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

2
.

00287

已知实矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

2 2

2 a

¸

, B “

˜

4 b

3 1

¸

.
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证明:

(1) 矩阵方程 AX “ B 有解但 BY “ A 无解的充要条件是

$

&

%

a ‰ 2,

b “
4

3
;

(2) A 相似于 B 的充要条件是

$

&

%

a “ 3,

b “
2

3
;

(3) A 合同于 B 的充要条件是

#

a ă 2,

b “ 3.

00288

求极限 lim
nÑ8

pn!q
1

n2 ;

00289

求通过直线 L :

#

2x ` y ´ 3z ` 2 “ 0

5x ` 5y ´ 4z ` 3 “ 0
的两个相互垂直的平面 π1 和 π2, 使

其中一个平面过点 p4,´3, 1q;

00290

已知函数 z “ upx, yqeax`by, 且 u2xy “ 0, 确定常数 a和 b, 使得函数 z “ zpx, yq

满足方程 z2xy ´ z
1
x ´ z

1
y ` z “ 0;

00291

设函数 u “ upxq 连续可微, up2q “ 1, 且 @跟锦数学微信公众号
ż

L

px ` 2yqu dx ` px ` u3
qu dy

在右半平面上与路径无关, 求 upxq;

00292

求极限 lim
xÑ`8

3
?
x

ż x`1

x

sin t
?
t ` cos t

dt.
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00293

计算

ż `8

0

e2x
| sinx| dx.

00294

求方程 x2 sin
1

x
“ 2x ´ 501 的近似解, 精确到 0.001.

00295

设函数 y “ fpxq二阶可导,且 f 2pxq ą 0, fp0q “ 0, f 1p0q “ 0,求 lim
xÑ0

x3fpuq

fpxq sin3 u
,

其中 u 是曲线 y “ fpxq 上点 P px, fpxqq 处的切线在 x 轴上的截距.

00296

求最小实数 C,使得对满足

ż 1

0

|fpxq| dx “ 1的连续函数 fpxq,都有

ż 1

0

f
`?
x
˘

dx ď

C.

00297

设 fpxq为连续函数, t ą 0. 区域 Ω 是由抛物面 z “ x2
`y2 和球面 x2

`y2
`z2

“

t2 所围起来的上半部分. 定义三重积分 @跟锦数学微信公众号

F ptq “

¡

Ω

fpx2
` y2

` z2
q dv.

求 F ptq 的导数 F 1ptq.

00298

设
8
ÿ

n“1

an 和
8
ÿ

n“1

bn 为正项级数, 那么

(1) 若 lim
nÑ8

ˆ

an

an`1bn
´

1

bn`1

˙

ą 0, 则
8
ÿ

n“1

an 收敛;

(2) 若 lim
nÑ8

ˆ

an

an`1bn
´

1

bn`1

˙

ă 0 且
8
ÿ

n“1

bn 发散, 则
8
ÿ

n“1

an 发散.
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00299

设 A 为正常数, 直线 L 与双曲线 x2
´ y2

“ 2 px ą 0q 所围成的有限部分的面积

为 A. 证明:

(1) 上述 L 被双曲线 x2
´ y2

“ 2 px ą 0q 所截线段的中点的轨迹为双曲线;

(2) L 总是 (1) 中轨迹曲线的切线.

00300

设函数 fpxq 满足条件:

(1) f : ra, bs Ñ ra, bs, 其中 ´8 ă a ă b ă 8;

(2) 存在常数 0 ă L ă 1 使得 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ď L|x ´ y|, @x, y P ra, bs.

设 x1 P ra, bs, 令 xn`1 “
1

2
rxn ` fpxnqs, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明: lim

nÑ8
xn “ x 存在, 且

fpxq “ x.

00301

设实 n 阶方阵 A 的每个元素的绝对值为 2. 证明: 当 n ě 3 时, @跟锦数学微信

公众号

|A| ď
1

3
¨ 2n`1n!.

00302

设 fpxq 为区间 pa, bq 上的可导函数. 对 x0 P pa, bq, 若存在 x0 的领域 U 使

得对任意的 x P U z tx0u 都有 fpxq ą fpx0q ` f
1
px0qpx ´ x0q, 则称 x0 为 fpxq

的凹点; 类似地, 若存在 x0 的领域 U 使得对任意的 x P U z tx0u 都有 fpxq ă

fpx0q ` f
1
px0qpx ´ x0q, 则称 x0 为 fpxq 的凸点. 求证: 若 fpxq 是区间 pa, bq 上的

二次可微函数, 且不是一次函数, 则 fpxq 一定存在凹点或凸点.
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00303

设 A “

¨

˚

˚

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‹

‹

‚

为实对称矩阵, A˚ 为 A 的伴随矩阵, 记 @跟锦数学

微信公众号

fpx1, x2, x3, x4q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2
1 x2 x3 x4

´x2 a11 a12 a13

´x3 a21 a22 a23

´x4 a31 a32 a33

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

若 |A| “ ´12, A 的特征值的和为 1, 且 p1, 0,´2qT 为 pA˚
´ 4Iqx “ 0 的一个解. 试

给出一正交变换 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ Q

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

y1

y2

y3

y4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

使得 fpx1, x2, x3, x4q 化为标准型.

00304

令 R 为实数域, n 为给定的正整数, A 表示所有 n 次首一实系数多项式组成的集

合.证明: @跟锦数学微信公众号

inf
bPR, cą0, P pxqPA

1

cn`1

ż b`c

b

|P pxq| dx ą 0.

00305

计算 lim
xÑ0`

«

lnpx ln aq ¨ ln
ln ax

ln x
a

ff

(a ą 1).

00306

设 fpu, vq 具有连续偏导数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

f 1upu, vq ` f
1
vpu, vq “ uv,
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求 ypxq “ e´2xfpx, xq 所满足的一阶微分方程, 并求其通解.

00307

求在 r0,`8q 上的可微函数 fpxq, 使 fpxq “ e´upxq, 其中 u “

ż x

0

fptq dt.

00308

计算不定积分

ż

x arctanx lnp1 ` x2
q dx.

00309

过直线

#

10x ` 2y ´ 2z “ 27,

x ` y ´ z “ 0
作曲面 3x2

` y2
´ z2

“ 27 的切平面, 求此切

平面的方程.

00310

设曲面 @跟锦数学微信公众号

Σ : z2
“ x2

` y2, 1 ď z ď 2,

其面密度为常数 ρ. 求在原点处的质量为 1 的质点和 Σ 之间的引力 (记引力常数为

G).

00311

设 fpxq 在 r1,`8q 上连续可导, @跟锦数学微信公众号

f 1pxq “
1

1 ` f2pxq
¨

«

c

1

x
´

d

ln

ˆ

1 `
1

x

˙

ff

,

证明: lim
xÑ`8

fpxq 存在.

00312

设函数 fpxq 在 r´2, 2s 上二阶可导, 且 |fpxq| ă 1, 又 f2
p0q ` rf 1p0qs2 “ 4. 试

证在 p´2, 2q 内至少存在一点 ξ, 使得 fpξq ` f 2pξq “ 0.
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00313

求二重积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2ď1

|x2
` y2

´ x ´ y| dx dy.

00314

若对于任何收敛于零的序列 txnu,级数
8
ÿ

n“1

anxn都是收敛的,试证明级数
8
ÿ

n“1

|an|

收敛.

00315

平面 R2 上两个半径为 r 的圆 C1 和 C2 外切于 P 点, 将圆 C2 沿 C1 的圆周

(无滑动) 滚动一周, 这时,C2 上的 P 点也随 C2 的运动而运动. 记 Γ 为 P 点的运动

轨迹曲线, 称为心脏线. 现设 C 为以 P 的初始位置 (切点) 为圆心的圆, 其半径为 R,

记 @跟锦数学微信公众号

γ : R2
Y t8u Ñ R2

Y t8u

为圆 C 的反演变换,它将 Q P R2
z tP u映成射线 PQ上的点 Q1, 且满足

ÝÝÑ
PQ¨

ÝÝÝÑ
PQ1

“

R2. 求证: γpΓ q 为抛物线.

00316

设 n 阶方阵 Bptq 和 n ˆ 1 矩阵 Gptq 分别是 @跟锦数学微信公众号

Bptq “ pbijptqq, bptq “

¨

˚

˚

˚

˝

b1ptq

...

bnptq

˛

‹

‹

‹

‚

,

其中 bijptq 和 biptq 均为关于 t 的实系数多项式,i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 记 dptq “

detBptq,diptq 为用 bptq 代替 Bptq 行列式中的第 i 列后所得的 n 阶矩阵的行列

式. 若 dptq 有实根 t0 使得 Bpt0qX “ bpt0q 成为关于 X 的相容线性方程组. 试证明:

dptq, d1ptq, d2ptq, ¨ ¨ ¨ , dnptq 必有次数 ě 1 的公因式.
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00317

设 fpxq 在 r0, as 上二阶连续可微,f 1p0q “ 1,f 2p0q ‰ 0, 且 0 ă fpxq ă x, x P

p0, aq. 令 xn`1 “ fpxnq, x1 P p0, aq.

(1) 求证: txnu 收敛并求其极限;

(2) 试问 tnxnu 是否收敛? 若收敛, 求出其极限; 若不收敛, 请说明理由.

00318

设 a ą 1,f : p0,`8q Ñ p0,`8q 可微. 求证: 存在趋于 `8 的正数列 txnu, 使

得 f 1pxnq ă fpaxnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

00319

设 f : r´1, 1 Ñ R 为偶函数,f 在 r0, 1s 上是增函数; 又设 g 是 r´1, 1s 上的凸函

数, 即 @跟锦数学微信公众号

gptx ` p1 ´ tqyq ď tgpxq ` p1 ´ tqgpyq, @ x, y P r0, 1s, @ t P r0, 1s.

试证: @跟锦数学微信公众号

2

ż 1

´1

fpxqgpxq dx ě

ż 1

´1

fpxq dx ¨

ż 1

´1

gpxq dx.

00320

设 Rnˆn 为 n 阶实方阵全体,Eij 为 pi, jq 元素为 1, 其余元素为 0 的 n 阶方

阵,i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 记 Γr 表示秩为 r 的实方阵全体,r “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n; 并让

φ : Rnˆn Ñ Rnˆn 为可乘映照, 即满足 @跟锦数学微信公众号

φpABq “ φpAq ¨ φpBq, @ A,B P Rnˆn.

证明:

(1) 对 @ A,B P Γr, 有 rankφpAq “ rankφpBq.

(2) 若 φp0q “ 0, 且存在 r “ 1 的矩阵 W 使得 φpW q “ 0, 则必存在可逆方阵 R 使

得 @跟锦数学微信公众号

φpEijq “ REijR
´1, @ i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.
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00321

求极限 lim
nÑ8

´

1 ` sinπ
a

1 ` 4n2
¯n

.

00322

证明广义积分

ż `8

0

sinx

x
dx 不是绝对收敛的.

00323

设函数 y “ ypxq 由 x3
` 3x2y ´ 2y3

“ 2 所确定.求 ypxq 的极值.

00324

过曲线 y “ 3
?
x (x ě 0) 上的点 A 作切线, 使该切线与曲线及 x 轴所围成的平

面图形的面积为
3

4
, 求点 A 的坐标.

00325

计算定积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż π

´π

x sinx ¨ arctan ex

1 ` cos2 x
dx.

00326

设 fpxq 在 x “ 0 处存在二阶导数 f 2p0q, 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0. 证明: 级数

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

1

n

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

收敛.

00327

设 |fpxq| ď π, f 1pxq ě m ą 0 pa ď x ď bq. 证明: @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sin fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

m
.
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00328

设 Σ 是一个光滑封闭曲面, 方向朝外. 给定第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众

号

I “

ĳ

Σ

px3
´ xq dy dz ` p2y3

´ yq dz dx ` p3z3
´ zq dx dy.

试确定曲面 Σ, 使得积分 I 的值最小, 并求该最小值.

00329

设 Iaprq “

ż

C

y dx ´ x dy

px2 ` y2qa
, 其中 a 为常数, 曲线 C 为椭圆 x2

` xy ` y2
“ r2,

取正向. 求极限 lim
rÑ`8

Iaprq.

00330

判断级数
8
ÿ

n“1

1 ` 1
2
` ¨ ¨ ¨ `

1
n

pn ` 1qpn ` 2q
的敛散性, 弱收敛, 求其和.

00331

设 S 为 R3 中的抛物面 z “
1

2
px2

` y2
q. P pa, b, cq 为 S 外一固定点, 满足

a2
` b2

ą 2c. 过 P 作 S 的所有切线. 证明: 这些切线的切点落在同一张平面上.

00332

设实二次型 fpx1, x2, x3, x4q “ x
TAx, 其中 @跟锦数学微信公众号

x “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 a0 2 ´2

a 0 b c

d e 0 f

g h k 4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

a0, a, b, c, d, e, f, g, h, k 皆为实数. 已知 λ1 “ 2 是 A 的一个几何重数为 3 的特征

值. 试回答以下问题:

(1) A 能否相似于对角矩阵; 若能, 请给出证明; 若不能, 请给出例子.

(2) 当 a0 “ 2 时, 试求 fpx1, x2, x3, x4q 在正交变换下的标准型.
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00333

设 n 阶实方阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 b1 0 ¨ ¨ ¨ 0

˚
. . .

. . .
. . . 0

˚
. . .

. . .
. . . 0

˚
. . .

. . .
. . . bn´1

˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

有 n 个线性无关的特征向量, b1, ¨ ¨ ¨ , bn´1 均不为 0. 记 @跟锦数学微信公众号

W “
 

X P Rnˆn; XA “ AX
(

.

证明: W 是实数域 R 上的向量空间, 且 I,A, ¨ ¨ ¨ , An´1 为其一组基, 其中 I 为 n 阶

单位阵.

00334

设 fpx, yq 为ra, bsˆR 上关于 y 单调下降的二元函数. 设 y “ ypxq 和 z “ zpxq

是可微函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

y1 “ fpx, yq, z1 ď fpx, zq, x P ra, bs.

已知 zpaq ď ypaq. 求证: zpxq ď ypxq, x P ra, bs.

00335

设 fpxq 是 r0,`8q 上非负可导函数, fp0q “ 0, f 1pxq ď
1

2
. 假设

ż 8

0

fpxq dx 收

敛. 求证: 对任意 α ą 1,

ż 8

0

fαpxq dx 也收敛, 并且 @跟锦数学微信公众号

ż 8

0

fαpxq dx ď

ˆ
ż 8

0

fpxq dx

˙β

, β “
α ` 1

2
.

00336

对多项式 fpxq, 用 dpfq 表示其最大和最小实根之间的距离. 设 n ě 2 为自然数.

求最大实数 C, 使得对任何所有根都是实数的 n 次多项式 fpxq 都有 dpf 1q ě Cdpfq.
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00337

设 S 为 R3 中的抛物面 z “
1

2
px2

` y2
q. P pa, b, cq 为 S 外一固定点, 满足

a2
` b2

ą 2c. 过 P 作 S 的所有切线. 证明: 这些切线的切点落在同一张平面上.

00338

设实二次型 fpx1, x2, x3, x4q “ x
TAx, 其中 @跟锦数学微信公众号

x “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 a0 2 ´2

a 0 b c

d e 0 f

g h k 4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

a0, a, b, c, d, e, f, g, h, k 皆为实数. 已知 λ1 “ 2 是 A 的一个几何重数为 3 的特征

值. 试回答以下问题:

(1) A 能否相似于对角矩阵; 若能, 请给出证明; 若不能, 请给出例子.

(2) 当 a0 “ 2 时, 试求 fpx1, x2, x3, x4q 在正交变换下的标准型.

00339

设 fpxq 是 r0,`8q 上非负可导函数, fp0q “ 0, f 1pxq ď
1

2
. 假设

ż 8

0

fpxq dx 收

敛. 求证: 对任意 α ą 1,

ż 8

0

fαpxq dx 也收敛, 并且 @跟锦数学微信公众号

ż 8

0

fαpxq dx ď

ˆ
ż 8

0

fpxq dx

˙β

, β “
α ` 1

2
.

00340

对多项式 fpxq, 用 dpfq 表示其最大和最小实根之间的距离. 设 n ě 2 为自然数.

求最大实数 C, 使得对任何所有根都是实数的 n 次多项式 fpxq 都有 dpf 1q ě Cdpfq.

00341

设 fpx, yq 为ra, bsˆR 上关于 y 单调下降的二元函数. 设 y “ ypxq 和 z “ zpxq
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是可微函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

y1 “ fpx, yq, z1 ď fpx, zq, x P ra, bs.

已知 zpaq ď ypaq. 求证: zpxq ď ypxq, x P ra, bs.

00342

设 D “ tz P C; |z| ă 1u 是单位圆盘. 非常值函数 fpzq 在 D̄ 上解析, 且当

|z| “ 1 时, |fpzq| “ 1. 求证: fpDq “ D.

00343

设 Ek 是一列可测集, f P LpY8k“1Ekq.

(1) 令 A “ lim
kÑ8

Ek, 证明: @跟锦数学微信公众号

ż

A

fpxq dx “ lim
nÑ8

ż

Y8k“nEk

fpxq dx.

(2) 令 A “ lim
kÑ8

Ek, 证明: @跟锦数学微信公众号

ż

A

fpxq dx “ lim
nÑ8

ż

X8k“nEk

fpxq dx.

(3) 如果 tEku 是单调的, 求证: lim
kÑ8

Ek “ E 存在, 且有 @跟锦数学微信公众号

ż

E

fpxq dx “ lim
kÑ8

ż

Ek

fpxq dx.

00344

设 Γ 是三维欧氏空间中一张平面上的一条抛物线, l 是 Γ 的准线. 将 Γ 绕其准线

l 旋转一周, 得到旋转面 S. 求 S 的两个主曲率的比值.

00345

一只盒子中装有标上 1 至 N 的 N 张票券. 由放回地一张一张地抽取. 若我们想

收集 r 张不同的票券, 则要期望抽多少次才能得到它们? 当然假设取得每张票券是等

可能的, 各次抽取是独立的.
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00346

设群 G “ AB, 其中 A,B 均为 G 的 Abel 群, 且 AB “ BA, @ g1, g2 P G, 用

rg1, g2s 表示换位子, 即 @跟锦数学微信公众号

rg1, g2s “ g1g2g
´1
1 g´1

2 ,

G1 表示 G 的换位子群 (即由 G 的换位子所生成的子群). 证明:

(1) @ a, x P A, @ b, y P B 有下式成立: @跟锦数学微信公众号

“

x´1, y´1
‰

ra, bs
“

x´1, y´1
‰´1

“ ra, bs.

(2) G1 为 Abel 群.

00347

给定多项式序列 @跟锦数学微信公众号

T0pxq “ 1, T1pxq “ x,

Tn`1pxq “ 2xTnpxq ´ Tn´1pxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证:

(1) 当 x P r´1, 1s 时, @跟锦数学微信公众号

Tnpxq “ cos pn arccosxq .

(2) 设 Cr´1, 1s 是区间 r´1, 1s 上连续函数构成的内积空间, 其中内积定义为 @跟锦

数学微信公众号

〈f, g〉 :“

ż 1

´1

fpxqgpxq
?

1 ´ x2
dx.

则 Tnpxq 是该内积空间的正交多项式, 即当 n ‰ m 时, @跟锦数学微信公众号

〈Tnpxq, Tmpxq〉 “ 0.

(3) 设 P pxq 是次数为 n 的首项系数为 1 的多项式. 求证: @跟锦数学微信公众号

}P pxq}8 ě
1

2n´1
,

且等号成立当且仅当 @跟锦数学微信公众号

P pxq “
1

2n´1
Tnpxq,

这里 }P pxq}8 “ max
xPr´1,1s

|P pxq|.
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00348

计算积分

ż 2π

0

x

ż 2π

x

sin2 t

t2
dt dx.

00349

设 fpxq 是 r0, 1s 上的连续函数, 且满足

ż 1

0

fpxq dx “ 1. 求一个这样的函数

fpxq 使得积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

p1 ` x2
qf2
pxq dx

取得最小值.

00350

设 F px, y, zq 和 Gpx, y, zq 有连续偏导数,
BpF,Gq

Bpx, zq
‰ 0, 曲线 @跟锦数学微信公

众号

Γ :

#

F px, y, zq “ 0

Gpx, y, zq “ 0

过点 P0px0, y0, z0q. 记 Γ 在xOy 平面上的投影曲线为 S. 求 S 上过点 px0, y0q 的

切线方程.

00351

设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 2 1

3 4 a

1 2 2

˛

‹

‹

‚

, 其中 a 为常数, 矩阵 B 满足关系式 AB “ A´B`E,

其中 E 是单位矩阵且 B ‰ E. 若秩 rank pA `Bq “ 3, 试求常数 a 的值.

00352

设 f P C4
p´8,`8q, @跟锦数学微信公众号

fpx ` hq “ fpxq ` f 1pxqh `
1

2
f 2px ` θhqh2,

其中 θ 是与 x, h 无关的常数, 证明 f 是不超过三次的多项式.
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00353

设当 x ą ´1 时, 可微函数 fpxq 满足条件 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq ` fpxq ´
1

x ` 1

ż x

0

fptq dt “ 0,

且 fp0q “ 1. 试证: 当 x ě 0 时, 有 e´x ď fpxq ď 1 成立.

00354

设 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u , I “

ĳ

D

fpx, yq dx dy,

其中函数 fpx, yq在 D 上有连续二阶偏导数. 若对任何 x, y 有 fp0, yq “ fpx, 0q “ 0

且 f 2xy ď A. 证明 I ď
A

4
.

00355

设函数 fpxq 连续可导, @跟锦数学微信公众号

P “ Q “ R “ f
`

px2
` y2

qz
˘

,

邮箱曲面 Σt 是圆柱体 x2
` y2

ď t2, 0 ď z ď 1 的表面, 方向朝外. 记第二型曲面积

分 @跟锦数学微信公众号

It “

ĳ

Σt

P dy dz `Q dz dx `R dx dy,

求极限 lim
tÑ0`

It

t4
.

00356

设 A,B 是二个 n 阶正定矩阵. 求证 AB 正定的充要条件是 AB “ BA.
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00357

假设
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 1, lim

nÑ8
nan “ 0, 且 lim

xÑ1´

8
ÿ

n“0

anx
n
“ A. 证明:

8
ÿ

n“0

an 收敛且
8
ÿ

n“0

an “ A.

00358

已知空间的两条直线 @跟锦数学微信公众号

l1 :
x ´ 4

1
“
y ´ 3

´2
“
z ´ 8

1
; l2 :

x ` 1

7
“
y ` 1

´6
“
z ` 1

1
.

(1) 证明 l1 和 l2 异面;

(2) 求 l1 和 l2 的公垂线的标准方程;

(3) 求连接 l1 上的任一点和 l2 上的任一点线段中点的轨迹的一般方程.

00359

设 f P Cr0, 1s 是非负的严格递增函数.

(1) 证明: 对任意 n P N, 存在唯一的 xn P r0, 1s, 使得 @跟锦数学微信公众号

rfpxnqs
n
“

ż 1

0

rfpxqsn dx.

(2) 证明: lim
nÑ8

xn “ 1.

00360

设 V 为闭区间 r0, 1s 上全体实函数构成的实向量空间, 其中向量加法和纯量乘法

均为通常的. f1, ¨ ¨ ¨ , fn P V . 证明以下两条等价:

(1) f1, ¨ ¨ ¨ , fn 线性无关;

(2) D a1, ¨ ¨ ¨ , an P r0, 1s 使得 det rfipajqs ‰ 0, 这里 det 表行列式.
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00361

设 fpxq 在 R 上有二阶导函数, fpxq, f 1pxq, f 2pxq 都大于零. 假设存在正数 a, b

使得 f 2pxq ď afpxq ` bf 1pxq 对一切 x P R 成立.

(1) 求证: lim
xÑ´8

f 1pxq “ 0;

(2) 求证: 存在常数 c 使得 f 1pxq ď cfpxq.

(3) 求使上面不等式成立的最小常数 c.

00362

设 m 为给定的正整数. 证明: 对任何的正整数 n, l, 存在 m 阶方阵 X 使得 @跟

锦数学微信公众号

Xn
`X l

“ I `

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

2 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

3 2 1 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

m ´ 1 m ´ 2 m ´ 3 ¨ ¨ ¨ 1 0

m m ´ 1 m ´ 2 ¨ ¨ ¨ 2 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

00363

设 α P r0, 1s, tanu 是正数列且满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

nα
ˆ

an

an`1

´ 1

˙

“ λ P p0,`8q.

求证: lim
nÑ8

nkan “ 0, 其中 k ą 0.

00364

已知 y1 “ ex 和 y2 “ xex 是齐次二阶常系数线性微分方程的解, 则该方程是

.
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00365

设有曲面 S : z “ x2
` 2y2 和平面 L : 2x ` 2y ` z “ 0, 则与平面 L 平行的 S

的切平面方程是 .

00366

设函数 y “ ypxq 由方程 x “

ż y´x

1

sin2

ˆ

πt

4

˙

dt 所确定, 求
dy

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

“ .

00367

设 xn “
n
ÿ

k“1

k

pk ` 1q!
, 则 lim

nÑ8
xn “ .

00368

已知 lim
xÑ0

„

1 ` x `
fpxq

x



1
x

“ e3, 则 lim
xÑ0

fpxq

x2
“ .

00369

设 n 为正整数, 计算 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

e´2nπ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dx
cos

ˆ

ln
1

x

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx.

00370

设函数 fpxq在 r0, 1s上有二阶导数,且存在正常数A,B使得 |fpxq| ď A, |f 2pxq| ď

B. 证明: 对任意 x P r0, 1s, 有 @跟锦数学微信公众号

|f 1pxq| ď 2A `
B

2
.

00371

(1) 设一球缺高为 h, 所在球半径为 R. 证明该球缺的体积为
π

3
p3R ´ hqh2, 球冠的

面积为 2πRh.
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(2) 设球体 @跟锦数学微信公众号

px ´ 1q2 ` py ´ 1q2 ` pz ´ 1q2 ď 12

被平面 P : x ` y ` z “ 6 所截的小球缺为 Ω. 记球缺上的球冠为 Σ, 方向指向

球外, 求第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy.

00372

设 f 在 ra, bs 上非负连续, 严格单增, 且存在 xn P ra, bs 使得 @跟锦数学微信公

众号

rfpxnqs
n
“

1

b ´ a

ż b

a

rfpxqsn dx,

求 lim
nÑ8

xn.

00373

设 @跟锦数学微信公众号

An “
n

n2 ` 1
`

n

n2 ` 22
` ¨ ¨ ¨ `

n

n2 ` n2
,

求 lim
nÑ8

n

ˆ

π

4
´An

˙

.

00374

实二次型 2x1x2 ´ x1x3 ` 5x2x3 的规范型 “ .

00375

级数
8
ÿ

n“1

n

3n
的和 “ .

00376

计算第一型曲面积分的值: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2`z2“1

px2
` 2y2

` 3z2
q dS “ .
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00377

设 A “ paijq 为 n 阶实对称矩阵 pn ą 1q, rank pAq “ n ´ 1, A 的每行元素之

和均为 0. 设 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n 为 A 的全部非零特征值. 用 A11 表示 A 的元素 a11 所对

应的代数余子式, 则有 A11 “ .

00378

设空间中定点 P 到一定直线 l 的距离为 p, 一族球面中的每个球面都过点 P , 且

截直线 l 得到的弦长都是定值, a. 求该球面族的球心的轨迹.

00379

设 @跟锦数学微信公众号

Γ “

#˜

z1 z2

´z̄2 z̄1

¸

; z1, z2 P C

+

,

其中 C 表复数域. 试证: @ A P Γ , A 的 Jordan 标准型 JA 仍属于 Γ ; 进一步还存在

可逆的矩阵 P P Γ 使得 P´1AP “ JA.

00380

设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

x sin
1

x
, x ‰ 0;

0, x “ 0.

求最大常数 α 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|α
ă `8.

00381

设 aptq, fptq 为实连续函数, @ t P R 有 @跟锦数学微信公众号

fptq ą 0, aptq ě 1,

ż 8

0

fptq dt “ `8.
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已知 C2 函数 xptq 满足 @跟锦数学微信公众号

x2ptq ` aptqfpxptqq ď 0, @ t P R.

求证: xptq 在 r0,`8q 有上界.

00382

设 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续可导, 且 fp0q “ fp1q “ 0. 求证: @跟锦数学微信

公众号
„
ż 1

0

xfpxq dx

2

ď
1

45

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx,

等号当且仅当 fpxq “ Apx ´ x3
q 时成立, 其中 A 是常数.

00383

实二次型 2x1x2 ´ x1x3 ` 5x2x3 的规范型 “ .

00384

级数
8
ÿ

n“1

n

3n
的和 “ .

00385

计算第一型曲面积分的值: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2`z2“1

px2
` 2y2

` 3z2
q dS “ .

00386

设 A “ paijq 为 n 阶实对称矩阵 pn ą 1q, rank pAq “ n ´ 1, A 的每行元素之

和均为 0. 设 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n 为 A 的全部非零特征值. 用 A11 表示 A 的元素 a11 所对

应的代数余子式, 则有 A11 “ .
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00387

设空间中定点 P 到一定直线 l 的距离为 p, 一族球面中的每个球面都过点 P , 且

截直线 l 得到的弦长都是定值, a. 求该球面族的球心的轨迹.

00388

设 @跟锦数学微信公众号

Γ “

#˜

z1 z2

´z̄2 z̄1

¸

; z1, z2 P C

+

,

其中 C 表复数域. 试证: @ A P Γ , A 的 Jordan 标准型 JA 仍属于 Γ ; 进一步还存在

可逆的矩阵 P P Γ 使得 P´1AP “ JA.

00389

设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

x sin
1

x
, x ‰ 0;

0, x “ 0.

求最大常数 α 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|α
ă `8.

00390

设 aptq, fptq 为实连续函数, @ t P R 有 @跟锦数学微信公众号

fptq ą 0, aptq ě 1,

ż 8

0

fptq dt “ `8.

已知 C2 函数 xptq 满足 @跟锦数学微信公众号

x2ptq ` aptqfpxptqq ď 0, @ t P R.

求证: xptq 在 r0,`8q 有上界.
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00391

设 a, b 是两个不同的复数, 求满足方程 @跟锦数学微信公众号

rf 1pzqs2 “ rfpzq ´ as ¨ rfpzq ´ bs

的非零整函数 fpzq.

00392

设 fpxq 是 R1 上的 Lipschitz 函数, Lipschitz 常数为 K, 则对任意的可测集

E Ă R1, 均有 @跟锦数学微信公众号

mrfpEqs ď K ¨mpEq.

00393

设三维空间的曲面 S 满足:

(1) P0 “ p0, 0,´1q P S;

(2) 对任意 P P S, |
ÝÝÑ
OP | ď 1, 其中 O 是原点.

证明: 曲面 S 在 P0 的 Gauss 曲率 KpP0q ě 1.

00394

考虑求解线性方程组 Ax “ b 的如下迭代格式 @跟锦数学微信公众号

pαD ´ Cqxpk`1q
“ rpα ´ 1qD ` CT

sxpkq ` b,

其中 D 为实对称正定矩阵, C 是满足 C ` CT
“ D ´A 的实方阵, α 为实数. 若 A

是实对称正定方阵, 且 αD ´ C 可逆, α ą 1{2, 证明: 上述迭代格式对任何初始向量

xp0q 收敛.

00395

设 R 是 r0, 1s 上连续函数环, 其加法和普通的函数加法, 乘法为普通的函数乘法.

I 为 R 的极大左理想. 证明: @ f, g P I, f 与 g 在 r0, 1s 上必有公共的零点.
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00396

设在国际市场上有我国某种出口商品每年的需求量 X (单位: 吨) 是随机变量, X

服从 r100, 200s 上的均匀分布. 每出售这种商品一顿, 可以为国家挣得外汇 3 万元; 若

销售不出而囤积于仓库, 则每吨需要花费保养费用 1 万元. 求: 应组织多少货源, 才能

使国家的收益最大?

00397

极限 lim
xÑ8

´

şx

0 eu
2

du
¯2

şx

0 e2u2 du
的值是 .

00398

设实数 a ‰ 0, 微分方程 @跟锦数学微信公众号
#

y2pxq ´ ary1pxqs2 “ 0

yp0q “ 0, y1p0q “ ´1

的解是 .

00399

设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

λ 0 0

0 λ 0

´1 1 λ

˛

‹

‹

‚

, 则 A50
“ .

00400

不定积分

ż

x2 ` 1

x4 ` 1
dx “ .

00401

设曲线积分 I “

¿

L

x dy ´ y dx

|x| ` |y|
, 其中 L 是以 p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p0,´1q 为顶

点的正方形的边界曲线, 方向为逆时针, 则 I “ .
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00402

设 D 是平面上由光滑封闭曲线围成的有界区域, 其面积为 A ą 0, 函数 fpx, yq

在该区域及其边界上连续且 fpx, yq ą 0. 记 @跟锦数学微信公众号

Jn “

¨

˝

1

A

ĳ

D

f
1
n px, yq dσ

˛

‚

n

,

则极限 lim
nÑ8

Jn “ .

00403

设 lj, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 是平面上点 P0 处的 n ě 2 个方向向量, 相邻两个向量之

间的夹角为
2π

n
. 若函数 fpx, yq 在点 P0 有连续偏导数, 证明

n
ÿ

j“1

BfpP0q

Blj
“ 0.

00404

设 A1, A2, B1, B2 均为 n 阶方阵, 其中 A2, B2 可逆. 证明: 存在可逆矩阵 P,Q

使得 @跟锦数学微信公众号

PAiQ “ Bi pi “ 1, 2q

成立的充要条件是 A1A
´1
2 和 B1B

´1
2 相似.

00405

设 p ą 0, x1 “
1

4
, 且 @跟锦数学微信公众号

xpn`1 “ xn ` x
2p
n pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

证明
8
ÿ

n“1

1

1 ` xpn
收敛且求和.

00406

(1) 将 r´π, πq 上的函数 fpxq “ |x| 展开成傅里叶级数, 并证明
8
ÿ

k“1

1

k2
“
π2

6
.

(2) 求积分

ż `8

0

u

1 ` eu
du 的值.
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00407

设 fpx, yq 为 R2 上的非负连续函数, 若 @跟锦数学微信公众号

I “ lim
tÑ`8

ĳ

x2`y2ďt2

fpx, yq dσ

存在且有限, 则称广义积分

ĳ

R2

fpx, yq dσ 收敛于 I.

(1) 设 fpx, yq 为 R2 上非负连续函数. 若

ĳ

R2

fpx, yq dσ 收敛于 I, 证明极限 @跟锦

数学微信公众号

lim
tÑ`8

ĳ

´tďx,yďt

fpx, yq dσ

存在且等于 I.

(2) 设

ĳ

R2

eax
2`2bxy`cy2

dσ 收敛于 I, 其中实二次型 ax2
` 2bxy ` cy2 在正交变换

下的标准型为 λ1u
2
` λ2v

2. 证明 λ1 和 λ2 都小于 0.

00408

设 L1 和 L2 是空间中两异面直线. 设在标准直角坐标系下直线 L1 过坐标为 a 的

点, 以单位向量 v 为直线方向; 直线 L2 过坐标为 b 的点, 以单位向量 w 为直线方向.

(1) 证明: 存在唯一点 P P L1 和 Q P L2 使得两点连线 PQ 同时垂直于 L1 和 L2.

(2) 求 P 点和 Q 点坐标 (用 a, b, v, w 表示).

00409

A 为 4 阶复方阵, 它满足关于迹的关系式: trAi
“ i, i “ 1, 2, 3, 4. 求 A 的行

列式.

00410

设 A 为 n 阶实方阵, 其 n 个特征值皆为偶数. 试证明关于 X 的矩阵方程 @跟

锦数学微信公众号

X `AX ´XA2
“ 0
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只有零解.

00411

数列 tanu 满足关系式 @跟锦数学微信公众号

an`1 “ an `
n

an
, a1 ą 0.

求证: lim
nÑ8

npan ´ nq 存在.

00412

设 fpxq是 r0,`8q有界连续函数, hpxq是 r0,`8q上连续函数,且

ż `8

0

hpxq dx “ a ă 1.

构造函数列如下: @跟锦数学微信公众号

g0pxq “ hpxq, gnpxq “ fpxq `

ż x

0

hptqgn´1ptq dt pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

求证: tgnpxqu 收敛于一个连续函数, 并求其极限函数.

00413

设 fpxq 是 R 上有下界或者有上界的连续函数且存在正数 a 使得 @跟锦数学微

信公众号

fpxq ` a

ż x

x´1

fptq dt

为常数. 求证: fpxq 为常数.

00414

极限 lim
nÑ8

n

˜

sin π
n

n2 ` 1
`

sin 2
n
π

n2 ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

sinπ

n2 ` n

¸

“ .

00415

设函数 z “ zpx, yq 由方程 @跟锦数学微信公众号

F

ˆ

x `
z

y
, y `

z

x

˙

“ 0
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所决定, 其中 F pu, vq 具有连续偏导数, 且 xFu ` yFv ‰ 0. 则 @跟锦数学微信公众号

xz1x ` yz
1
y “ .

(本小题结果要求不显含 F 及其偏导数)

00416

曲面 z “ x2
` y2

` 1 在点 M p1,´1, 3q 的切平面与曲面 z “ x2
` y2 所围区域

的体积为 .

00417

函数 fpxq “

#

3, x P r´5, 0q,

0, x P r0, 5q
在 p´5, 5s 的傅里叶级数在 x “ 0 收敛的值是

.

00418

设区间 p0,`8q 上的函数 upxq 定义为 @跟锦数学微信公众号

upxq “

ż `8

0

e´xt
2

dt,

则 upxq 的初等函数表达式是 .

00419

设 M 是以三个正半轴为母线的半圆锥面, 求其方程.

00420

设 fpxq 在 pa, bq 内二次可导, 且存在常数 α, β, 使得对于 @ x P pa, bq, 有 @跟

锦数学微信公众号

f 1pxq “ αfpxq ` βf 2pxq,

则 fpxq 在 pa, bq 内无穷次可导.
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00421

求幂级数
8
ÿ

n“0

n3 ` 2

pn ` 1q!
px ´ 1qn 的收敛域, 及其和函数.

00422

设函数 f 在 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

fpxq dx “ 0,

ż 1

0

xfpxq dx “ 1.

试证:

(1) D x0 P r0, 1s 使 |fpx0q| ą 4;

(2) D x1 P r0, 1s 使 |fpx1q| “ 4.

00423

设 fpx, yq 在 x2
` y2

ď 1 上有连续的二阶偏导数, 且 @跟锦数学微信公众号

f 22xx ` 2f 22xy ` f
22
yy ďM.

若 fp0, 0q “ 0, fxp0, 0q “ fyp0, 0q “ 0, 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

x2`y2ď1

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
π
?
M

4
.

00424

设 Γ 为形如下列形式的 2016 阶矩阵全体: 矩阵的每行每列只有一个非零元素,

且该非零元素为 1. 则
ÿ

APΓ

|A| “ .

00425

令 an “

ż π
2

0

tann x dx. 若
8
ÿ

n“1

apn 收敛, 则 p 的取值范围是 .
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00426

设 D : x2
` 2y2

ď 2x ` 4y, 则积分 I “

ĳ

D

px ` yq dx dy “ .

00427

若实向量 X “ pa, b, cq 的三个分量 a, b, c 满足 @跟锦数学微信公众号

˜

a b

0 c

¸2016

“ I2,

其中 I2 为 2 阶单位方阵, 则 X “ .

00428

在空间直角坐标系中, 设 S 为椭圆柱面 x2
` 2y2

“ 1, σ 是空间中的平面, 它与

S 的交集是一个圆. 求所有这样平面 σ 的法向量.

00429

设 A,B 为 n 阶实对称矩阵. 证明: tr
`

pAB2
q
˘

ď tr pA2B2
q.

00430

设单位圆 Γ 的外切 n 边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 各边与 Γ 分别切于 B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn.

令 PA, PB 分别表示多边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 与 B1B2 ¨ ¨ ¨Bn 的周长. 求证: @跟锦数学

微信公众号

P
1
3

A ¨ P
2
3

B ą 2π.

00431

设 aptq, fptq为 R上的连续函数,且对任意 x P R有 apxq ą 0. 已知

ż 8

0

apxq dx “

`8, lim
xÑ`8

fpxq

apxq
“ 0, 且 @跟锦数学微信公众号

y1pxq ` apxqypxq “ fpxq, x P R.
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求证: lim
xÑ`8

ypxq “ 0.

00432

设 fpxq 是定义在 R 上的连续函数, 且满足方程 @跟锦数学微信公众号

xfpxq “ 2

ż x

x
2

fptq dt `
x2

4
.

求 fpxq.

00433

设 Γ 为形如下列形式的 2016 阶矩阵全体: 矩阵的每行每列只有一个非零元素,

且该非零元素为 1. 则
ÿ

APΓ

|A| “ .

00434

令 an “

ż π
2

0

tann x dx. 若
8
ÿ

n“1

apn 收敛, 则 p 的取值范围是 .

00435

设 D : x2
` 2y2

ď 2x ` 4y, 则积分 I “

ĳ

D

px ` yq dx dy “ .

00436

若实向量 X “ pa, b, cq 的三个分量 a, b, c 满足 @跟锦数学微信公众号
˜

a b

0 c

¸2016

“ I2,

其中 I2 为 2 阶单位方阵, 则 X “ .

00437

在空间直角坐标系中, 设 S 为椭圆柱面 x2
` 2y2

“ 1, σ 是空间中的平面, 它与

S 的交集是一个圆. 求所有这样平面 σ 的法向量.
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00438

设 A,B 为 n 阶实对称矩阵. 证明: tr
`

pAB2
q
˘

ď tr pA2B2
q.

00439

设单位圆 Γ 的外切 n 边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 各边与 Γ 分别切于 B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn.

令 PA, PB 分别表示多边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 与 B1B2 ¨ ¨ ¨Bn 的周长. 求证: @跟锦数学

微信公众号

P
1
3

A ¨ P
2
3

B ą 2π.

00440

设 u1, u2, v1, v2 为群 G 中的元素, 满足 @跟锦数学微信公众号

u1v1 “ v1u1 “ u2v2 “ v2u2.

若 u1, u2 的阶均为 8, v1, v2 的阶均为 13. 证明: u1u2 的阶为 4 及 v1v2 的阶为 13.

00441

设 E Ă R1, E 是 L-可测的. 若 mE ą a ą 0, 则存在无内点的有界闭集 F Ă E,

使得 mpF q “ a.

00442

设 γpsq, s P r0, ls 是空间中一条光滑闭曲线, 以弧长为参数, 且曲率为 k ą 0. 设

β : r0, ls Ñ S2 为单位球面上由 γpsq 的单位主法向量构成一条简单闭曲线 B. 证明:

B 将球面分成面积相等的两个部分.

00443

实系数多项式 ppxq 的模 1 范数定义为: @跟锦数学微信公众号

}p}1 “

ż 1

0

|ppxq| dx.

(1) 求二次实系数多项式 ppxq使得 ppxq ď x3对任意 x P r0, 1s成立,且
›

›x3
´ ppxq

›

›

1

达到最小;

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 280 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(2) 求三次实系数多项式 ppxq使得 ppxq ď x4对任意 x P r0, 1s成立,且
›

›x4
´ ppxq

›

›

1

达到最小.

00444

设 D “ tz P C; |z| ď 1u 是单位圆盘, fpzq 在 D 上解析, fp0q “ 0, 且在 D 上

有 Re fpzq ď 1. 求证: 在 D 上有 @跟锦数学微信公众号

Re fpzq ď
2|z|

1 ` |z|
.

00445

甲袋中有 N ´ 1 pN ą 1q 个白球和 1 个黑球, 乙袋中有 N 个白球, 每次从甲、

乙两袋中分别取出一个球并交换放入另一袋中. 这样经过了 n 次, 求黑球出现在甲袋

中的概率 pn, 并计算 lim
nÑ8

pn.

00446

微分方程 y2 ´ py1q3 “ 0 的通解是 .

00447

设 D : 1 ď x2
` y2

ď 4, 则 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

D

px ` y2
qe´px

2`y2´4q dx dy

的值是 .

00448

设 fptq 二阶连续可导, 且 fptq ‰ 0, 若 @跟锦数学微信公众号
$

’

&

’

%

x “

ż t

0

fpsq ds,

y “ fptq,

则
d2y

dx2
“ .
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00449

设 λ1, λ2, ¨ ¨ ¨ , λn 是 n 阶方阵 A 的特征值, fpxq 为多项式, 则矩阵 fpAq 的行

列式的值为 .

00450

极限 lim
nÑ8

rn sinpπn!eqs 的值为 .

00451

设 fpu, vq 在全平面上有连续的偏导数, 证明: 曲面 @跟锦数学微信公众号

f

ˆ

x ´ a

z ´ c
,
y ´ b

z ´ c

˙

“ 0

的所有切平面都交于点 pa, b, cq.

00452

设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 证明: @跟锦数学微信公众号

2

ż b

a

fpxq

„
ż b

x

fptq dt



dx “

„
ż b

a

fpxq dx

2

.

00453

设 A 是 m ˆ n 矩阵, B 是 n ˆ p 矩阵, C 是 p ˆ q 矩阵. 证明: @跟锦数学微

信公众号

rank pABq ` rank pBCq ´ rank pBq ď rank pABCq,

其中 rank pXq 表示矩阵 X 的秩.

00454

设 In “

ż π
4

0

tann x dx, 其中 n 为正整数.

(1) 若 n ě 2, 计算 In ` In´2;

(2) 设 p 为实数, 讨论级数
8
ÿ

n“1

p´1qnIpn 的绝对收敛性和条件收敛性.
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00455

设 P px, y, zq 和 Rpx, y, zq 在空间上有连续偏导数, 设上半球面 @跟锦数学微信

公众号

S : z “ z0 `
a

r2 ´ px ´ x0q
2 ´ py ´ y0q

2,

方向朝上. 若对任何点 px0, y0, z0q 和 r ą 0, 第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

P dy dz `R dx dy “ 0.

证明: P 1
x ” 0.

00456

设 S 是空间中的一个椭球面. 设方向为常向量 V 的一束平行光线照射 S, 其中

的部分光线与 S 相切, 它们的切点在 S 上形成一条曲线 Γ . 证明: Γ 落在一张过椭圆

中心的平面上.

00457

设 n 为奇数, A,B 为两个实 n 阶方阵, 且 BA “ 0. 记 A ` JA 的特征值集合

为 S1, B ` JB 的特征值集合为 S2, 其中 JA, JB 分别表示 A 和 B 的 Jordan 标准

形. 求证: 0 P S1 Y S2.

00458

设 A1, ¨ ¨ ¨ , A2017 为 2016 阶方阵. 证明关于 x1, ¨ ¨ ¨ , x2017 的方程 @跟锦数学

微信公众号

det px1A1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2017A2017q “ 0

至少有一组非零实数集, 其中 det 表示行列式.

00459

设 f0pxq 和 f1pxq 是 r0, 1s 中正连续函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

f0pxq dx ď

ż 1

0

f1pxq dx.
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设 @跟锦数学微信公众号

fn`1pxq “
2f2

npxq

fnpxq ` fn´1pxq
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证: 数列 @跟锦数学微信公众号

an “

ż 1

0

fnpxq dx, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

单调递增且收敛.

00460

设 α ą 1. 求证不存在 r0,`8q 上的正可导函数 fpxq 满足 @跟锦数学微信公众

号

f 1pxq ě fαpxq, x P r0,`8q.

00461

设 fpxq 和 gpxq 是 r0, 1s 区间上的单调递增函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

0 ď fpxq, gpxq ď 1,

ż 1

0

fpxq dx “

ż 1

0

gpxq dx.

求证:

ż 1

0

|fpxq ´ gpxq| dx ď
1

2
.

00462

若 fpxq 在点 x “ a 可导, 且 fpaq ‰ 0, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

«

f
`

a ` 1
n

˘

fpaq

ffn

“ .

00463

若 fp1q “ 0, f 1p1q 存在, 则极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpsin2 x ` cosxq tan 3x

pex2
´ 1q sinx

“ .
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00464

设 fpxq 有连续导数, 且 fp1q “ 2. 记 z “ fpexy2
q, 若 z1x “ z, 求 fpxq 在 x ą 0

的表达式.

00465

设 fpxq “ ex sin 2x, 则 f p4qp0q “ .

00466

曲面 z “
x2

2
` y2 平行与平面 2x ` 2y ´ z “ 0 的切平面方程为 .

00467

设 fpxq 在 r0, 1s 上可导, fp0q “ 0, 且当 x P p0, 1q, 0 ă f 1pxq ă 1. 试证: 当

a P p0, 1q, @跟锦数学微信公众号

„
ż a

0

fpxq dx

2

ą

ż a

0

f3
pxq dx.

00468

某物体所在的空间区域为 @跟锦数学微信公众号

Ω : x2
` y2

` 2z2
ď x ` y ` 2z,

密度函数为 x2
` y2

` z2, 求质量 @跟锦数学微信公众号

M “

¡

Ω

px2
` y2

` z2
q dx dy dz.

00469

设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上具有连续导数, fp0q “ 0, fp1q “ 1. 证明: @跟锦

数学微信公众号

lim
nÑ8

n

«

ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

ff

“ ´
1

2
.
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00470

设函数 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0.

证明在 p0, 1q 内存在不同的两点 x1, x2, 使得 @跟锦数学微信公众号

1

fpx1q
`

1

fpx2q
“

2

I
.

00471

设 fpxq 在 p´8,`8q 可导, 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ fpx ` 2q “ f
´

x `
?

3
¯

.

用 Fourier 级数理论证明 fpxq 为常数.

00472

设 x4
` 3x2

` 2x ` 1 “ 0 的 4 个根为 α1, α2, α3, α4, 则行列式 @跟锦数学微

信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1 α2 α3 α4

α2 α3 α4 α1

α3 α4 α1 α2

α4 α1 α2 α3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

00473

设 a 为实数, 关于 x 的方程 @跟锦数学微信公众号

3x4
´ 8x3

´ 30x2
` 72x ` a “ 0

有虚根的充分必要条件是 a 满足 .

00474

计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

S

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
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(a ą 0 为常数), 其中 S : z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2, 取上侧. I “ .

00475

记两特征值为 1, 2 的 2 阶实对称矩阵全体为 Γ . @ A P Γ , a21 表示 A 的 p2, 1q

位置元素. 则集合
ď

APΓ

ta21u 的最小元 “ .

00476

在空间直角坐标系中设旋转抛物面 Γ 的方程为 z “
1

2
px2

` y2
q. 设 P 为空间中

的平面, 它交抛物面 Γ 于曲线 C. 问: C 为何种类型的曲线? 证明你的结论.

00477

设 n 阶方阵 A,B 满足: @跟锦数学微信公众号

rank pABAq “ rank pBq.

证明: AB 与 BA 相似.

00478

对 R 上无穷次可微的 (复值) 函数 ϕpxq, 称 ϕ P S , 如果 @ m, k ě 0 成立 @跟

锦数学微信公众号

sup
xPR

|xmϕpkqpxq| ă `8.

若 f P S , 可定义 @跟锦数学微信公众号

f̂pxq :“

ż

R
fpyqe´2πixy dy p@ x P Rq .

证明: f̂ P S , 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż

R
f̂pyqe2πixy dy, @ x P R.

00479

设 n ą 1 为正整数. 令 @跟锦数学微信公众号

Sn “

ˆ

1

n

˙n

`

ˆ

2

n

˙n

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n ´ 1

n

˙n

.
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(1) 数列 tSnu 单调增且有界, 从而极限 lim
nÑ8

Sn 存在.

(2) 求极限 lim
nÑ8

Sn.

00480

求证: 常微分方程 @跟锦数学微信公众号

dy

dx
“ ´y3

` sinx, x P r0, 2πs

有唯一的满足 yp0q “ yp2πq 的解.

00481

设 x4
` 3x2

` 2x ` 1 “ 0 的 4 个根为 α1, α2, α3, α4, 则行列式 @跟锦数学微

信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1 α2 α3 α4

α2 α3 α4 α1

α3 α4 α1 α2

α4 α1 α2 α3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

00482

设 a 为实数, 关于 x 的方程 @跟锦数学微信公众号

3x4
´ 8x3

´ 30x2
` 72x ` a “ 0

有虚根的充分必要条件是 a 满足 .

00483

计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

S

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2

(a ą 0 为常数), 其中 S : z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2, 取上侧. I “ .
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00484

记两特征值为 1, 2 的 2 阶实对称矩阵全体为 Γ . @ A P Γ , a21 表示 A 的 p2, 1q

位置元素. 则集合
ď

APΓ

ta21u 的最小元 “ .

00485

在空间直角坐标系中设旋转抛物面 Γ 的方程为 z “
1

2
px2

` y2
q. 设 P 为空间中

的平面, 它交抛物面 Γ 于曲线 C. 问: C 为何种类型的曲线? 证明你的结论.

00486

设 n 阶方阵 A,B 满足: @跟锦数学微信公众号

rank pABAq “ rank pBq.

证明: AB 与 BA 相似.

00487

对 R 上无穷次可微的 (复值) 函数 ϕpxq, 称 ϕ P S , 如果 @ m, k ě 0 成立 @跟

锦数学微信公众号

sup
xPR

|xmϕpkqpxq| ă `8.

若 f P S , 可定义 @跟锦数学微信公众号

f̂pxq :“

ż

R
fpyqe´2πixy dy p@ x P Rq .

证明: f̂ P S , 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż

R
f̂pyqe2πixy dy, @ x P R.

00488

设 pF,`, ¨q 是特征为 p (p ‰ 0) 的域, 1 和 0 分别为 F 的单位元和零元. 若 ϕ

为其加群 pF,`q 到其乘法半群 pF, ¨q 的同态, 即 @ x, y P F 有 @跟锦数学微信公众号

ϕpx ` yq “ ϕpxqϕpyq.

证明: ϕ 要么将 F 的所有元映照为 0, 要么将 F 的所有元映照为 1.
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00489

(1) 设 E 是三分 Cantor 集, 证明 χEpxq 不是 r0, 1s 上的有界变差函数.

(2) 设 E Ă r0, 1s, 证明: χEpxq 在 r0, 1s 上有界变差的重要条件是 E 的边界点集是

有限集.

00490

设 S 为三维欧氏空间中的一张连通光滑的正则曲面, 过 S 上每一点都存在不同的

三条直线落在曲面 S 上. 证明: S 是平面的一部分.

00491

考虑求解一阶常微分方程初值问题 @跟锦数学微信公众号
#

y1 “ fpx, yq

ypx0q “ y0

p˚q

的 Runger-Kutta 法.

00492

设函数 fpzq 在单位圆 |z| ă 1 内解析, 并且 |fpzq| ď M pM ą 0q, M 为常数.

证明: @跟锦数学微信公众号

|f 1p0q| ďM ´
|fp0q|2

M
.

00493

设 tXnu 是独立同分布的随机本变量序列, 且 @跟锦数学微信公众号

P pXn “ 0q “ P pXn “ aq “
1

2
,

其中常数 a ą 0. 记 @跟锦数学微信公众号

Yn “
n
ÿ

k“1

Xk

2k
.

求 Yn 的特征函数, 并证明其分布收敛于区间 r0, as 上的均匀分布.
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00494

过单叶双曲面
x2

4
`
y2

2
´ 2z2

“ 1 与球面 x2
` y2

` z2
“ 4 的交线且与直线

#

x “ 0

3y ` z “ 0
垂直的平面方程为 .

00495

设可微函数 fpx, yq 满足 @跟锦数学微信公众号

f 1x “ ´f, f

ˆ

0,
π

2

˙

“ 1, 且 lim
nÑ8

«

f
`

0, y ` 1
n

˘

fp0, yq

ffn

“ ecot y,

则 fpx, yq “ .

00496

已知 A 为 n 阶可逆反对称矩阵, b 为 n 元列向量, 设 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

A b

bT 0

¸

,

则 rank pBq “ .

00497

100
ÿ

n“1

n´
1
2 的整数部分为 .

00498

曲线 L1 : y “
1

3
x2
` 2x p0 ď x ď 1q 绕直线 L2 : y “

4

3
x 旋转生成的旋转曲面

的面积为 .
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00499

设 0 ă x ă
π

2
, 证明: @跟锦数学微信公众号

4

π2
ă

1

x2
´

1

tan2 x
ă

2

3
.

00500

设 fpxq 为 p´8,`8q 上连续的周期为 1 的周期函数, 且满足 @跟锦数学微信公

众号

0 ď fpxq ď 1, 且

ż 1

0

fpxq dx “ 1.

证明: 当 0 ď x ď 13 时, 有 @跟锦数学微信公众号

ż

?
x

0

fptq dt `

ż

?
x`27

0

fptq dt `

ż

?
13´x

0

fptq dt ď 11,

并给出取等号的条件.

00501

设函数 fpx, y, zq 在区域 @跟锦数学微信公众号

Ω “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď 1

(

上具有连续的二阶偏导数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

f 2xx ` f
2
yy ` f

2
zz “

a

x2 ` y2 ` z2.

计算 I “

¡

Ω

´

xf 1x ` yf
1
y ` zf

1
z

¯

dx dy dz.

00502

设 n 阶方阵 A,B 满足 AB “ A`B. 证明: 若存在正整数 k, 使 Ak
“ 0 (0 为

零矩阵), 则行列式 |B ` 2017A| “ |B|.
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00503

设 an “
n
ÿ

k“1

1

k
´ lnn.

(1) 证明: 极限 lim
nÑ8

an 存在;

(2) 记 lim
nÑ8

an “ C, 讨论级数
8
ÿ

n“1

pan ´ Cq 的敛散性.

00504

在空间直角坐标系中, 设单叶双曲面 Γ 的方程为 x2
` y2

´ z2
“ 1. 设 P 为空间

中的平面, 它交 Γ 于一抛物线 C. 求该平面 P 的法线与 z- 轴的夹角.

00505

设 tanu 是递增数列, a1 ą 1. 求证: 级数 @跟锦数学微信公众号
8
ÿ

n“1

an`1 ´ an

an ln an`1

收敛的充分必要条件是 tanu 有界. 又问级数通项分母中的 an 能否换成 an`1?

00506

设 Γ “ tW1,W2, ¨ ¨ ¨ ,Wru 为 r 个各不相同的可逆 n 阶复方阵构成的集合. 若

该集合关于矩阵乘法封闭 (即, @ M,N P Γ , 有 MN P Γ ), 证明:
r
ÿ

i“1

Wi “ 0 当且仅

当
r
ÿ

i“1

tr pWiq “ 0, 其中 tr pWiq 表示 Wi 的迹.

00507

给定非零实数 a 及实 n 阶反对称矩阵 A (即, A 的转置 AT 等于 ´A), 记矩阵

有序对集合 T 为 @跟锦数学微信公众号

T “
 

pX,Y q; X P Rnˆn, Y P Rnˆn, XY “ aI `A
(

,

其中 I 为 n 阶单位阵, Rnˆn 为所有实 n 阶方阵构成的集合. 证明: 任取 T 中两元:

pX,Y q 和 pM,N q, 必有 XN ` Y TMT
‰ 0.
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00508

设 fpxq “ arctanx, A 为常数. 若 @跟锦数学微信公众号

B “ lim
nÑ8

«

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

´An

ff

存在, 求 A,B.

00509

设 fpxq “ 1 ´ x2
` x3

px P r0, 1sq, 计算以下极限并说明理由 @跟锦数学微信公

众号

lim
nÑ8

ş1

0 f
npxq lnpx ` 2q dx
ş1

0 f
npxq dx

.

00510

已知可导函数 fpxq 满足 @跟锦数学微信公众号

fpxq cosx ` 2

ż x

0

fptq sin t dt “ x ` 1,

则 fpxq “ .

00511

极限 lim
nÑ8

sin2
´

π
a

n2 ` n
¯

“ .

00512

设 w “ fpu, vq 具有二阶连续偏导数, 且 @跟锦数学微信公众号

u “ x ´ cy, v “ x ` cy,

其中 c 为非零常数, 则 @跟锦数学微信公众号

w2xx ´
1

c2
w2yy “ .
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00513

设 fpxq 具有二阶连续导数, 且 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ f 1p0q “ 0, f 2p0q “ 6,

则 lim
xÑ0

fpsin2 xq

x4
“ .

00514

不定积分 I “

ż

e´ sinx sin 2x

p1 ´ sinxq2
dx “ .

00515

记曲面 z2
“ x2

` y2 和 z “
a

4 ´ x2 ´ y2 围成的空间区域为 V , 则三重积分

@跟锦数学微信公众号
¡

V

z dx dy dz “ .

00516

设二元函数 fpx, yq 在平面上有连续的二阶偏导数, 对任意角度 α, 定义一元函数

@跟锦数学微信公众号

gαptq “ fpt cosα, t sinαq,

若对任何 α 都有
dgαp0q

dt
“ 0 且

d2gαp0q

dt2
ą 0, 证明: fp0, 0q 是 fpx, yq 的极小值.

00517

设 Γ 为曲线 @跟锦数学微信公众号

x2
` y2

` z2
“ 1, x ` z “ 1, x ě 0, y ě 0, z ě 0

上从点 Ap1, 0, 0q 到点 Bp0, 0, 1q 的一段. 求曲线积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż

Γ

y dx ` z dy ` x dz.
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00518

设函数 fpxq ą 0 且在实轴上连续, 若对任意实数 t, 有 @跟锦数学微信公众号

ż `8

´8

e´|t´x|fpxq dx ď 1.

证明: @ a, b, a ă b, 有 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

fpxq dx ď
b ´ a ` 2

2
.

00519

设 tanu 为一个数列, p 为固定的正整数, 若 lim
nÑ8

pan`p ´ anq “ λ. 证明: @跟锦

数学微信公众号

lim
nÑ8

an

n
“
λ

p
.

00520

设实方阵 @跟锦数学微信公众号

H1 “

˜

0 1

1 0

¸

,Hn`1 “

˜

Hn I

I Hn

¸

, n ě 2,

其中 I 是与 Hn 通解的单位方阵, 则 rank pH4q “ .

00521

lim
xÑ0

lnp1 ` tanxq ´ lnp1 ` sinxq

x3
“ .

00522

设 Γ 为空间曲线

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x “ π sin
t

2
,

y “ t ´ sin t,

z “ sin 2t,

t P r0, 2πs. 则第二型曲线积分 @跟锦数学微

信公众号
ż

Γ

esinx
pcosx cos y dx ´ sin y dyq ` cos z dz “ .
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00523

设二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的矩阵 A 为 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 a ¨ ¨ ¨ a

a 1 ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

其中 n ą 1, a P R, 则 f 在正交变换下的标准形为 .

00524

在空间直角坐标系下, 设有椭球面 @跟锦数学微信公众号

S :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a, b, c ą 0

及 S 外部一点 Apx0, y0, z0q, 过 A 点且与 S 相切的所有直线构成锥面 Σ. 证明: 存

在平面 Π, 使得交线 S XΣ “ S XΠ; 同时求出平面 Π 的方程.

00525

设 A,B,C 均为 n 阶复方阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

AB ´BA “ C,AC “ CA,BC “ CB.

(1) 证明: C 是幂零方阵;

(2) 证明: A,B,C 同时相似于上三角阵;

(3) 若 C ‰ 0, 求 n 的最小值.
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00526

设 fpxq 在r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0qfp1q ě 0. 求证: @跟锦数学微信公

众号
ż 1

0

|f 1pxq| dx ď 2

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.

00527

设 α P p1, 2q, p1 ´ xqα 的 Maclaurin 级数为
8
ÿ

k“0

akx
k, n ˆ n 实常数矩阵 A 为

幂零矩阵, I 为 n 阶单位阵. 设矩阵值函数 Gpxq 定义为 @跟锦数学微信公众号

Gpxq ” pgijpxqq :“
8
ÿ

k“0

akpxI `Aq
k, 0 ď x ă 1.

试证对于 1 ď i, j ď n, 积分

ż 1

0

gijpxq dx 均存在的充分必要条件是 A3
“ 0.

00528

有界连续函数 gptq : R Ñ R满足 1 ă gptq ă 2, xptq pt P Rq是方程 x2ptq “ gptqx

的单调正解. 求证: 存在常数 C2 ą C1 ą 0 满足 @跟锦数学微信公众号

C1xptq ă |x
1
ptq| ă C2xptq, t P R.

00529

设实方阵 @跟锦数学微信公众号

H1 “

˜

0 1

1 0

¸

,Hn`1 “

˜

Hn I

I Hn

¸

, n ě 2,

其中 I 是与 Hn 通解的单位方阵, 则 rank pH4q “ .

00530

lim
xÑ0

lnp1 ` tanxq ´ lnp1 ` sinxq

x3
“ .
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00531

设 Γ 为空间曲线

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x “ π sin
t

2
,

y “ t ´ sin t,

z “ sin 2t,

t P r0, 2πs. 则第二型曲线积分 @跟锦数学微

信公众号
ż

Γ

esinx
pcosx cos y dx ´ sin y dyq ` cos z dz “ .

00532

设二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的矩阵 A 为 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 a ¨ ¨ ¨ a

a 1 ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

其中 n ą 1, a P R, 则 f 在正交变换下的标准形为 .

00533

在空间直角坐标系下, 设有椭球面 @跟锦数学微信公众号

S :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a, b, c ą 0

及 S 外部一点 Apx0, y0, z0q, 过 A 点且与 S 相切的所有直线构成锥面 Σ. 证明: 存

在平面 Π, 使得交线 S XΣ “ S XΠ; 同时求出平面 Π 的方程.

00534

设 A,B,C 均为 n 阶复方阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

AB ´BA “ C,AC “ CA,BC “ CB.
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(1) 证明: C 是幂零方阵;

(2) 证明: A,B,C 同时相似于上三角阵;

(3) 若 C ‰ 0, 求 n 的最小值.

00535

设 fpxq 在r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0qfp1q ě 0. 求证: @跟锦数学微信公

众号
ż 1

0

|f 1pxq| dx ď 2

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.

00536

设 G 为群, 且满足: @跟锦数学微信公众号

@ x, y P G, pxyq2 “ pyxq2.

证明: @ x, y P G, 元素 xyx´1y´1 的阶不超过 2.

00537

设 E Ă Rn 为可测集, mpEq ă 8. 设 f, fk P L
2
pEq, 在 E 上几乎处处有

fk Ñ f , 且 @跟锦数学微信公众号

lim
kÑ8

ż

E

|fkptq|
2 dt ď

ż

E

|fptq|2 dt.

求证: @跟锦数学微信公众号

lim
kÑ8

ż

E

|fkptq ´ fptq|
2 dt “ 0.

00538

已知椭圆柱面 S: @跟锦数学微信公众号

rpu, vq “ ta cosu, b sinu, vu ,´π ď u ď π,´8 ă v ă `8.

(1) 求 S 上任意测地线的方程;
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(2) 设 a “ b. 取 @跟锦数学微信公众号

P “ pa, 0, 0q, Q “ pa cosu0, b sinu0, v0q p´π ă u0 ă π,´8 ă v0 ă `8q .

写出 S 上连接 P,Q 两点的最短曲线的方程.

00539

推导求解线性方程组的共轭梯度法的计算格式, 并证明该格式经有限步迭代后收

敛.

00540

设函数 fpzq 在单位圆 |z| ă 1 内解析, 在其边界上连续. 若在 |z| “ 1 上 |fpzq| “

1. 证明 fpzq 为有理函数.

00541

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是独立同分布的随机变量, 其有共同的分布函数 F pxq 和密

度函数 fpxq. 现对随机变量 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xnj 按大小顺序重新排列为 Xn1
ď Xn2 ď

¨ ¨ ¨ ď Xnn.

(1) 求随机变量 pXn1, Xnnq 的联合概率密度函数 f1npx, yq;

(2) 如果 Xi pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 服从区间 r0, 1s 上的均匀分布, 求随机变量 U “

Xnn `Xn1 的密度函数 fUpuq.

00542

极限 lim
xÑ0

tanx ´ sinx

x lnp1 ` sin2 xq
“ .

00543

设平面过原点和点 p6,´3, 2q, 且与平面 4x ´ y ` 2z “ 8 垂直, 则此平面方程为

.
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00544

设 fpx, yq 具有一阶连续偏导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

dfpx, yq “ yey dx ` xp1 ` yqey dy,

及 fp0, 0q “ 0, 则 fpx, yq “ .

00545

满足
duptq

dt
“ uptq `

ż 1

0

uptq dt 及 up0q “ 1 的可微函数 @跟锦数学微信公众号

uptq “ .

00546

设 a, b, c, d 是互不相同的正实数, x, y, z, w 是实数, 满足 @跟锦数学微信公众号

ax “ bcd, by “ cda, cz “ dab, dw “ abc,

则行列式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´x 1 1 1

1 ´y 1 1

1 1 ´z 1

1 1 1 ´w

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

00547

设函数 fpxq 在区间 p0, 1q 内连续, 且存在两两互异的点 @跟锦数学微信公众号

x1, x2, x3, x4 P p0, 1q,

使得 @跟锦数学微信公众号

α “
fpx1q ´ fpx2q

x1 ´ x2

ă
fpx3q ´ fpx4q

x3 ´ x4

“ β,

证明: 对任意 λ P pα, βq, 存在互异的点 x5, x6 P p0, 1q, 使得 @跟锦数学微信公众号

λ “
fpx5q ´ fpx6q

x5 ´ x6

.
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00548

设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上连续且

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0, 证明: 在区间 r0, 1s 上存

在三个不同的点 x1, x2, x3, 使得 @跟锦数学微信公众号

π

8

ż 1

0

fpxq dx “

„

1

1 ` x2
1

ż x1

0

fptq dt ` fpx1q arctanx1



x3

“

„

1

1 ` x2
2

ż x2

0

fptq dt ` fpx2q arctanx2



p1 ´ x3q.

00549

求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

”

n`1
a

pn ` 1q! ´
n
?
n!

ı

.

00550

设 @跟锦数学微信公众号

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq
T
P Rn,

定义 @跟锦数学微信公众号

Hpxq “
n
ÿ

i“1

x2
i ´

n´1
ÿ

i“1

xixi`1, n ě 2.

(1) 证明: 对任一非零 x P Rn,Hpxq ą 0;

(2) 求 Hpxq 满足条件 xn “ 1 的最小值.

00551

设函数 fpx, yq 在区域 @跟锦数学微信公众号

D “
 

px, yq;x2
` y2

ď a2
(

上具有一阶连续偏导数, 且满足 fpx, yq|x2`y2“a2 “ a2, 以及 @跟锦数学微信公众号

max
px,yqPD

”

f 12x ` f
12
y

ı

“ a2,
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其中 a ą 0. 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

D

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
4

3
πa4.

00552

设 0 ă an ă 1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 且满足 lim
nÑ8

ln 1
an

lnn
“ q (有限或 `8).

(1) 证明: 当 q ą 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 当 q ă 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 发散;

(2) 讨论 q “ 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 的收敛性并阐述理由.

00553

在空间直角坐标系下, 设马鞍面 S 的方程为 x2
´ y2

“ 2z. 设 σ 为平面 z “

αx` βy ` γ, 其中 α, β, γ 为给定常数. 求马鞍面 S 上点 P 的坐标, 使通过 P 且落

在马鞍面 S 上的直线均平行于平面 σ.

00554

A “ paijqnˆn 为 n 阶实方阵, 满足

(1) a11 “ a22 “ ¨ ¨ ¨ “ ann “ a ą 0;

(2) 对每个 i (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n), 有
n
ÿ

j“1

|aij| `
n
ÿ

j“1

|aji| ă 4a.

求 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的规范形.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 304 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

00555

元素皆为整数的矩阵称为整矩阵. 设 n 阶方阵 A,B 皆为整矩阵.

(1) 证明以下两条等价:

(i) A 可逆且 A´1 仍为整矩阵;

(ii) A 的行列式的绝对值为 1.

(2) 若又知 @跟锦数学微信公众号

A,A ´ 2B,A ´ 4B, ¨ ¨ ¨ , A ´ 2nB,A ´ 2pn ` 1qB, ¨ ¨ ¨ , A ´ 2pn ` nqB

皆可逆, 且它们的逆矩阵皆仍为整矩阵. 证明: A `B 可逆.

00556

设 fpxq 在 r0, 1s 上连续可微, 在 x “ 0 处有任意阶导数, f pnqp0q “ 0 p@ n ě 0q,

且存在常数 C ą 0 使得 |xf 1pxq| ď C|fpxq|, @ x P r0, 1s. 证明:

(1) lim
xÑ0`

fpxq

xn
“ 0 p@ n ě 0q;

(2) 在 r0, 1s 上成立 fpxq ” 0.

00557

设 tanu , tbnu 是两个数列, an ą 0 pn ě 1q,
8
ÿ

n“1

bn 绝对收敛, 且 @跟锦数学微信

公众号
an

an`1

ď 1 `
1

n
`

1

n lnn
` bn, n ě 2.

求证:

(1)
an

an`1

ă
n ` 1

n
¨
lnpn ` 1q

lnn
` bn (n ě 2);

(2)
8
ÿ

n“1

an 发散.
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00558

设 f : R Ñ p0,`8q 是一可微函数, 且对所有 x, y P R, 有 |f 1pxq ´ f 1pyq| ď

|x ´ y|α, 其中 α P p0, 1s 是常数. 求证: 对所有 x P R, 有 @跟锦数学微信公众号

|f 1pxq|
α`1
α ă

α ` 1

α
fpxq.

00559

设 α P p0, 1q, 则 lim
nÑ8

rpn ` 1qα ´ nαs “ .

00560

若曲线 y “ ypxq 由

#

x “ t ` cos t

ey ` ty ` sin t “ 1
确定, 则此曲线在 t “ 0 对应点处的

切线方程为 .

00561

ż

lnpx `
?

1 ` x2q

p1 ` x2q
3
2

dx “ .

00562

lim
xÑ0

1 ´ cosx
?

cos 2x 3
?

cos 3x

x2
“ .

00563

设函数 fptq 在 t ‰ 0 时一阶连续可导, 且 fp1q “ 0, 求函数 fpx2
´ y2

q, 使得曲

线 @跟锦数学微信公众号

ż

L

ryp2 ´ fpx2
´ y2

qqs dx ` xfpx2
´ y2

q dy

与路径无关, 其中 L 为任一不与直线 y “ ˘x 相交的分段光滑曲线.
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00564

设 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 1 ď fpxq ď 3. 证明: @跟锦数学微信公众号

1 ď

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

1

fpxq
dx ď

4

3
.

00565

计算三重积分

¡

V

px2
` y2

q dV , 其中 V 是由 @跟锦数学微信公众号

x2
` y2

` pz ´ 2q2 ě 4, x2
` y2

` pz ´ 1q2 ď 9, z ě 0

所围成的空心立体.

00566

设 fpx, yq 在区域 D 内可微, 且 @跟锦数学微信公众号
d

ˆ

Bf

Bx

˙2

`

ˆ

Bf

By

˙2

ďM,

Apx1, y1q, Bpx2, y2q 是 D 内两点, 线段 AB 包含在 D 内. 证明: @跟锦数学微信公

众号

|fpx1, y1q ´ fpx2, y2q| ďM |AB|,

其中 |AB| 表示线段 AB 的长度.

00567

证明: 对于连续函数 fpxq ą 0, 有 @跟锦数学微信公众号

ln

ż 1

0

fpxq dx ě

ż 1

0

ln fpxq dx.

00568

已知 taku, tbku 是正项级数, 且 @跟锦数学微信公众号

bk`1 ´ bk ě δ ą 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,
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δ 为一正常数. 证明: 若级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

k k
a

pa1a2 ¨ ¨ ¨ akqpb1b2 ¨ ¨ ¨ bkq

bk`1bk

收敛.

00569

设 A 为实对称方阵, p1, 0, 1q 和 p1, 2, 0q 构成其行向量的一个极大无关组. 则有

@跟锦数学微信公众号

A “ .

00570

设 ypxq P C1
r0, 1q 满足 ypxq P r0, πs 及 @跟锦数学微信公众号

x “

$

’

&

’

%

sin ypxq

ypxq
, y P p0, πs,

1, y “ 0.

则 y1p0q “ .

00571

设 fpxq “

ż `8

x

e´t
2

dt, 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

xfpxq dx “ .

00572

设 U 为 8 阶实正交方阵, U 中元素皆为
1

2
?

2
的 3 ˆ 3 子矩阵的个数记为 t. 则

t 最多为 .
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00573

给定空间直角坐标系中的两条直线: l1 为 z 轴, l2 过 p´1, 0, 0q 及 p0, 1, 1q 两点.

动直线 l 分别于 l1, l2 共面, 且与平面 z “ 0 平行.

(1) 求动直线 l 全体构成的曲面 S 的方程;

(2) 确定 S 是什么曲面.

00574

证明:任意 n 阶实方阵 A 可以分解成 @跟锦数学微信公众号

A “ A0 `A1 `A2,

其中 A0 “ aIn, a 是实数, A1 与 A2 都是幂零方阵.

00575

设 α ą 0, fpxq P C1
r0, 1s, 且对任何非负整数 n, f pnqp0q 均存在且为零. 进一步

存在常数 C ą 0 使得 @跟锦数学微信公众号

|xαf 1pxq| ď C|fpxq| p@ x P r0, 1sq .

证明:

(1) 若 α “ 1, 则在 r0, 1s 上 fpxq ” 0.

(2) 若 α ą 1, 举例说明在 r0, 1s 上 fpxq ” 0 可以不成立.

00576

设 c P p0, 1q, x1 P p0, 1q 且 @跟锦数学微信公众号

x1 ‰ cp1 ´ x
2
1q, xn`1 “ cp1 ´ x

2
nq pn ě 1q .

证明: txnu 收敛当且仅当 c P

˜

0,

?
3

2

ff

.
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00577

已知 apxq, bpxq, cpxq P CpRq, 方程 @跟锦数学微信公众号

dy

dx
“ apxqy2

` bpxqy ` cpxq

只有有限个 2π 周期解. 求它的 2π 周期解个数的最大值.

00578

设 A 为实对称方阵, p1, 0, 1q 和 p1, 2, 0q 构成其行向量的一个极大无关组. 则有

@跟锦数学微信公众号

A “ .

00579

设 ypxq P C1
r0, 1q 满足 ypxq P r0, πs 及 @跟锦数学微信公众号

x “

$

’

&

’

%

sin ypxq

ypxq
, y P p0, πs,

1, y “ 0.

则 y1p0q “ .

00580

设 fpxq “

ż `8

x

e´t
2

dt, 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

xfpxq dx “ .

00581

设 U 为 8 阶实正交方阵, U 中元素皆为
1

2
?

2
的 3 ˆ 3 子矩阵的个数记为 t. 则

t 最多为 .
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00582

给定空间直角坐标系中的两条直线: l1 为 z 轴, l2 过 p´1, 0, 0q 及 p0, 1, 1q 两点.

动直线 l 分别于 l1, l2 共面, 且与平面 z “ 0 平行.

(1) 求动直线 l 全体构成的曲面 S 的方程;

(2) 确定 S 是什么曲面.

00583

证明:任意 n 阶实方阵 A 可以分解成 @跟锦数学微信公众号

A “ A0 `A1 `A2,

其中 A0 “ aIn, a 是实数, A1 与 A2 都是幂零方阵.

00584

设 α ą 0, fpxq P C1
r0, 1s, 且对任何非负整数 n, f pnqp0q 均存在且为零. 进一步

存在常数 C ą 0 使得 @跟锦数学微信公众号

|xαf 1pxq| ď C|fpxq| p@ x P r0, 1sq .

证明:

(1) 若 α “ 1, 则在 r0, 1s 上 fpxq ” 0.

(2) 若 α ą 1, 举例说明在 r0, 1s 上 fpxq ” 0 可以不成立.

00585

设 pR,`, ¨q 为含 1 ‰ 0 的结合环, a, b P R. 若 a ` b “ ba, 且关于 x 的方程

@跟锦数学微信公众号
#

x2
´ pax2

` x2aq ` ax2a “ 1,

x ` a ´ pax ` xaq ` axa “ 1

在 R 中有解. 证明: ab “ ba.
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00586

设 f : R Ñ R 可测, 则 @跟锦数学微信公众号

G “ tpx, fpxqq ;x P Ru

是 2-维 Lebesgue 零测集.

00587

在空间直角坐标系中设椭圆抛物面 S 的方程为 @跟锦数学微信公众号

γpu, vq “

ˆ

u, v, u2
`

1

2
v2

˙

, pu, vq P R2.

(1) 求 S 的所有脐点;

(2) 设 σ 为与脐点处切平面平行的平面, 它截 S 于曲线 C, 证明 C 是一个圆周.

00588

设 @跟锦数学微信公众号

δ : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b

是区间 ra, bs 的一个剖分. 用 Sra, bs 表说满足下列条件的分片实系数多项式全体构

成的集合: 对任意 spxq P Sra, bs,

(1) spxq|rxi,xi`1s 是三次多项式, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1.

(2) spxq 在区间 ra, bs 上二阶连续可导.

证明:

(1) 对区间 ra, bs 上的任意实函数 fpxq, 存在唯一的 spxq P Sra, bs 满足: @跟锦数

学微信公众号

spxiq “ fpxiq, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n, s2paq “ s2pbq “ 0.

(2) 设 fpxq P C2
ra, bs, 则对满足 (1) 的函数 spxq 有 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

|s2pxq|
2

dx ď

ż b

a

|f 2pxq|
2

dx.

且等号成立当且仅当 spxq “ fpxq.
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00589

设 z0 是复函数 w “ fpzq 的 n 阶极点. 试证明: 一定存在 ρ ą 0 及 R ą 0, 使

得对任意 @跟锦数学微信公众号

w P tw P C; |w| ą Ru ,

函数 fpzq ´ w 在 |z ´ z0| ă ρ 中必有 n 个零点.

00590

设独立随机变量序列 tXn;n ě 1u 满足 @跟锦数学微信公众号

P
`

Xn “ ˘n
θ
˘

“
1

2
,

其中 θ ą 0 是常数. 记 @跟锦数学微信公众号

Sn “
n
ÿ

i“1

Xi.

(1) 当 θ ă
1

2
时, 证明

Sn

n
依概率收敛于 0, 即对任意 ε ą 0, @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

P

ˆ

|Sn|

n
ě ε

˙

“ 0;

(2) 证明 @跟锦数学微信公众号

Sn
a

VarpSnq

D
ÝÑ N p0, 1q,

其中 VarpSnq 表示 Sn 的方差,
D
ÝÑ 表示以分布收敛.

00591

设函数 @跟锦数学微信公众号

y “

$

’

&

’

%

a

1 ´ a sin2 x ´ b

x2
, x ‰ 0,

2, x “ 0

在点 x “ 0 处连续, 则 a ` b 的值为 .
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00592

设 a ą 0, 则

ż `8

0

lnx

x2 ` a2
dx “ .

00593

设曲线 L 是空间区域 @跟锦数学微信公众号

0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, 0 ď z ď 1

的表面与平面 x ` y ` z “
3

2
的交线, 则 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¿

L

pz2
´ y2

q dx ` px2
´ z2

q dy ` py2
´ x2

q dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

00594

设函数 z “ zpx, yq 由方程 F px´ y, zq “ 0 确定, 其中 F pu, vq 具有连续二阶偏

导数, 则 z2xy “ .

00595

已知二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “
n
ÿ

i“1

ˆ

xi ´
x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙2

,

而 f 的规范形为 .

00596

设 fpxq 在区间 p´1, 1q 内三阶连续可导, 满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f 2p0q “ 0, f3p0q “ ´1;

又设数列 tanu 满足 @跟锦数学微信公众号

a1 P p0, 1q, an`1 “ fpanq pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

严格单调减少且 lim
nÑ8

an “ 0. 计算 lim
nÑ8

na2
n.
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00597

设 fpxq 在 p´8,`8q 上具有连续导数, 且 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď 1, f 1pxq ą 0, x P p´8,`8q.

证明: 对于 0 ă α ă β, 成立 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż β

α

f 1
ˆ

nx ´
1

x

˙

dx “ 0.

00598

计算三重积分 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

dx dy dz

p1 ` x2 ` y2 ` z2q2
,

其中 Ω : 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, 0 ď z ď 1.

00599

求级数
8
ÿ

n“1

1

3
¨
2

5
¨
3

7
¨ ¨ ¨

n

2n ` 1
¨

1

n ` 1
之和.

00600

设 A 是 n 阶幂零矩阵, 即满足 A2
“ 0. 证明: 若 A 的秩为 r, 且 1 ď r ă

n

2
,

则存在 n 阶可逆矩阵 P , 使得 @跟锦数学微信公众号

P´1AP “

˜

0 Ir 0

0 0 0

¸

,

其中 Ir 为 r 阶单位矩阵.

00601

设 tunu
8

n“1 问单调递减的正实数列, lim
nÑ8

un “ 0, tanu
8

n“1 为一实数列, 级数
8
ÿ

n“1

anun 收敛, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anqun “ 0.
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00602

空间中有两个圆球面 B1 和 B2, B2 包含在 B1 所围球体的内部, 两球面之间的闭

区域为 D. 设 B 是含在 D 中的一个圆球, 它与球面 B1 和 B2 均相切. 问:

(1) (4 分) B 的球心轨迹构成的曲面 S 是何种曲面;

(2) (2 分) B1 的球心和 B2 的球心是曲面 S 的何种点.

证明你的论断.

00603

设 α ą 0, fpxq 在 r0, 1s 上非负, 有二阶导函数, fp0q “ 0, 且在 r0, 1s 上不恒为

零. 求证: 存在 ξ P p0, 1q 使得 @跟锦数学微信公众号

ξf 2pξq ` pα ` 1qf 1pξq ą αfpξq.

00604

设 A 为 n 阶复方阵, ppxq 为 I ´ ĀA 的特征多项式, 其中 Ā 表示 A 的共轭方

阵. 证明: ppxq 必为实系数多项式.

00605

已知 f1 为实 n 元正定二次型. 令 @跟锦数学微信公众号

V “ tf ; f 为实 n 元二次型, 满足:对任何实数 k 有 kf ` f1 属于恒号二次型 u .

这里恒号二次型为 0 二次型, 正定二次型及负定二次型的总称. 证明: V 按照通常的

二次型加法和数乘构成一个实向量空间, 并求出这个向量空间的维数.

00606

设 δ ą 0, α P p0, 1q, 实数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

xn`1 “ xn

ˆ

1 ´
hn

nα

˙

`
1

nα`δ
, n ě 1,

其中 thnu 是有正的上下界. 证明:
 

nδxn
(

有界.
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00607

设 fpxq “
1

1 ` ex
.

(1) 证明 fpxq 是 r0,`8q 上的凸函数. 进一步证明当 x, y ě 0 时成立 @跟锦数学微

信公众号

fpxq ` fpyq ď fp0q ` fpx ` yq.

(2) 设 n ě 3, 试确定集合 @跟锦数学微信公众号

E “

#

n
ÿ

k“1

fpxkq;
n
ÿ

k“1

xk “ 0, x1, ¨ ¨ ¨ , xn P R

+

.

00608

设 L1 和 L2 是空间中的两条不垂直的异面直线, 点 B 是它们公垂线段的中点.

点 A1 和 A2 分别在 L1 和 L2 上滑动, 使得 A1B K A2B. 证明直线 A1A2 的轨迹

是单叶双曲面.

00609

计算 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

dx

p1 ` x2qp1 ` x2019q
.

00610

设数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

x1 ą 0, xn`1 “ lnp1 ` xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 数列 txnu 收敛并求其极限.

00611

设 tε1, ¨ ¨ ¨ , εnu 是 n 维实线性空间 V 的一组基, 令 @跟锦数学微信公众号

ε1 ` ε2 ` ¨ ¨ ¨ ` εn ` εn`1 “ 0.

证明:
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(1) 对 i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ` 1 , @跟锦数学微信公众号

tε1, ¨ ¨ ¨ , εi´1, εi`1, ¨ ¨ ¨ , εnu

都构成 V 的一组基;

(2) @ α P V , 在 (1) 中点 n ` 1 组基中, 闭存在一组基使得 α 在此基下的坐标分量

均非负;

(3) 若 @跟锦数学微信公众号

α “ a1ε1 ` a2ε2 ` ¨ ¨ ¨ ` anεn,

且 |ai| pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 互不相同, 则在 (1) 中的 n ` 1 组基中, 满足 (2) 中非

负坐标表示的基是唯一的.

00612

设 A 是数域 F 上的 n 阶矩阵, 若 A2
“ In (In 表示单位矩阵), 则称 A 为对合

矩阵. 试证:

(1) 若 A 是 n 阶对合矩阵, 则 @跟锦数学微信公众号

r pIn `Aq ` r pIn ´Aq “ n;

(2) n 阶对合矩阵 A 一定可以对角化, 其相似对角形为 @跟锦数学微信公众号
˜

Ir 0

0 ´In´r

¸

,

其中 r “ r pIn `Aq.

(3) 若 A,B 均是 n 阶对合矩阵, 且 AB “ BA, 则存在可逆矩阵 P , 使得 P´1AP

和 P´1BP 同时为对角矩阵.

00613

设函数 fpxq 为区间 ra, bs 上的连续凹函数, 满足 fpaq “ 0, fpbq ą 0 且 fpxq 在

x “ a 处存在非零的右导数. 对 n ě 2, 记 @跟锦数学微信公众号

Sn “

#

n
ÿ

i“1

kxk;
n
ÿ

k“1

kfpxkq “ fpbq, xk P ra, bs

+

.
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(1) 证明对 @ α P p0, fpbqq, 存在唯一 x P pa, bq 使得 fpxq “ α;

(2) 求 lim
nÑ8

psupSn ´ inf Snq.

00614

设正项级数
8
ÿ

n“1

1

an
收敛. 证明级数

8
ÿ

n“1

n2an

S2
n

收敛, 其中 Sn “
n
ÿ

k“1

ak.

00615

@跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

ln
`

esinx ` 3
?

1 ´ cosx
˘

´ sinx

arctan
`

4 3
?

1 ´ cosx
˘ “ .

00616

设隐函数 y “ ypxq 由方程 y2
px ´ yq “ x2 所确定, 则 @跟锦数学微信公众号

ż

dx

y2
“ .

00617

定积分 @跟锦数学微信公众号

ż π
2

0

exp1 ` sinxq

1 ` cosx
dx “ .

00618

已知 @跟锦数学微信公众号

dupx, yq “
y dx ´ x dy

3x2 ´ 2xy ` 3y2
,

则 upx, yq “ .
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00619

设 a, b, c, µ ą 0, 曲面 xyz “ µ 与曲面 @跟锦数学微信公众号

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1

相切, 则 µ “ .

00620

计算三重积分 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

xyz

x2 ` y2
dx dy dz,

其中 Ω 是由曲面 px2
` y2

` z2
q
2
“ 2xy 围成的区域在第一卦限的部分.

00621

设 fpxq 在 r0,`8q 上可微, fp0q “ 0, 且存在常数 A ą 0, 使得 @跟锦数学微信

公众号

|f 1pxq| ď A|fpxq|

在 r0,`8q 上成立, 试证明在 p0,`8q 上有 fpxq ” 0.

00622

计算积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 2π

0

dφ

ż π

0

esin θpcosφ´sinφq sin θ dθ.

00623

设 fpxq 是仅有正实根的多项式函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq

fpxq
“ ´

8
ÿ

n“0

cnx
n.

证明: cn ą 0, (n ě 0), 极限 lim
nÑ8

1

n
?
cn
存在, 且等于 fpxq 的最小根.
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00624

设函数 fpxq 在 r0,`8q 上具有连续导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

3r3 ` f2
pxqsf 1pxq “ 2r1 ` f2

pxqs2e´x
2

,

且 fp0q ď 1. 证明: 存在常数 M ą 0, 使得 x P r0,`8q 时, 恒有 |fpxq| ďM .

00625

计算极限 lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

22

˙ˆ

1 ´
1

32

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 ´
1

n2

˙

.

00626

计算极限 lim
xÑ`8

xp x
?
x ´ 1q

lnx
.

00627

设函数 fpxq 在实数集 R 上连续且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ 3x `

ż x

0

pt ´ xqfptq dt,

求 f p2019q
p0q 的值.

00628

计算不定积分

ż

tanx

1 ` tanx ` tan2 x
dx.

00629

计算反常积分

ż `8

0

dx

px2 ` a2q3
.

00630

求由方程 xyz3
`x2

`y3
´z “ 0 所确定的隐函数 z “ zpx, yq 的偏导数

Bz

Bx
,
Bz

By
.
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00631

设 fpx, yq “
y2

x2 ` y2
. (1) 计算 lim

xÑ0
lim
yÑ0

fpx, yq, lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq.

00632

(2) 讨论 lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq 是否存在?

00633

设 ai ą 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,m, 其中 m 为正整数. 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
a

an1 ` a
n
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

n
m “ max ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , amu .

00634

设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续且对任意 x P r0, 1s 都有 fpxq P r0, 1s, 求证存在

x0 P r0, 1s 使得 fpx0q “ x0.

00635

设 fnpxq “
nx

1 ` n2x2
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 讨论 tfnpxqu 在区间 r0, 1s 和 r1, 2s 上是否

一致收敛? 说明理由.

00636

设 f 在 ra, bs 上可导, 且 f 1 在 ra, bs 上可积, fpaq “ 0, 证明: @跟锦数学微信

公众号

2

ż b

a

rfpxqs2 dx ď pb ´ aq2
ż b

a

rf 1pxqs2 dx.

00637

确定实数 a, b 的值使积分 @跟锦数学微信公众号

F pa, bq “

ż 1

0

ˆ

ax ` b ´
1

1 ` x2

˙2

dx
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达到最小值.

00638

确定幂级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙

xn

的收敛域.

00639

选取 a, b, 使表达式 @跟锦数学微信公众号

rpx ` y ` 1qex ` aeys dx ` rbex ´ px ` y ` 1qeys dy

为某一函数的全微分, 并求出这个函数.

00640

计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

ĳ

S

e
?
y

?
x2 ` z2

dx dz,

其中 S 是由曲面 y “ x2
` z2 与平面 y “ 1, y “ 2 所围立体表面的外侧.

00641

求 a, b, 使得多项式 x4
´ 4ax ` b 有重因式.
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00642

计算 n 级行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 3 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 n

´2 2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

´3 0 3 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...
...
. . .

...
...

´n ` 1 0 0 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 0

´n 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

00643

问 a, b 取何值时, 线性方程组 @跟锦数学微信公众号
$

’

’

&

’

’

%

x1 ` 2x2 ` x3 “ 2

2x1 ` x2 ` 3x3 “ 5

3x1 ` ax2 ` 4x3 “ b

有解? 有唯一解? 有无穷解? 当有解时, 求出全部解.

00644

令 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1

0 1

. . .
. . .

0 1

1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

是一个 n 级矩阵, 计算 A2, A3, ¨ ¨ ¨ , An´1.

00645

设 A,B 都是 n 级矩阵, 证明: @跟锦数学微信公众号

rank

˜

0 A

B 0

¸

“ rank pAq ` rank pBq.
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00646

设 A 是 n 级正定实矩阵, 证明: 当 n ą 1 时, 伴随矩阵 A˚ 是正定矩阵.

00647

设 V 是定义域为实数集 R 的一元实函数组成的集合, 对 f, g P V, α P R, 分别用

下列式子定义 f ` g, αf : @跟锦数学微信公众号

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq,

pαfqpxq “ αfpxq.

(1) 证明 V 是数域上的线性空间.

00648

(2) 设 @跟锦数学微信公众号

f0pxq “ 1, f1pxq “ cosx, f2pxq “ cos 2x, f3pxq “ cos 3x.

判断 f0, f1, f2, f3 是否线性相关.

00649

(3) 用 Lpf, gq 表示由 f, g 生成的子空间, 判断 Lpf0, f1q ` Lpf2, f3q 是否为直

和.

00650

设 V 是数域 P 上 3 维线性空间, V 的线性变换 σ 在基 α1, α2, α3 下的矩阵为

@跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

0 0 1

0 1 0

1 0 0

˛

‹

‹

‚

.

求 σ 的特征值和特征向量. 又问: σ 可否对角化? 若可对角化, 求 C 使得 C´1AC

成对角形.
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00651

设 V 是一个欧氏空间, α P V 是一个非零向量. 对于 ξ P V , 规定 @跟锦数学微

信公众号

τ pξq “ ξ ´
2pξ, αq

pα,αq
α,

其中 p¨, ¨q 表示内积. 证明: (1) τ 是 V 的一个正交变换, 且 τ 2
“ E , 其中 E 是单位

变换.

00652

(2) 当 V 是一个 n 维欧氏空间时, 证明: 存在 V 的一个标准正交基, 使得 τ 关

于这组基的矩阵有形状: @跟锦数学微信公众号

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 1 ¨ ¨ ¨ 0

...
...
. . .

...

0 0 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

00653

(3) 在 3 维欧氏空间里说明线性变换 τ 的几何意义.

00654

求极限 lim
nÑ8

„

1 ¨ 3 ¨ 5 ¨ ¨ ¨ p2n ´ 1q

2 ¨ 4 ¨ 6 ¨ ¨ ¨ p2nq



1
n

.

00655

计算

ĳ

D

e
x´y
x`y dx dy, 其中 D 是 x “ 0, y “ 0, x ` y “ 1 所围成的区域.
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00656

计算

£

S

yz dy dz ` zx dz dx` xy dx dy, 其中 S 是单位圆周 x2
` y2

` z2
“ 1

的外侧.

00657

设 fpx, yq 是在 D “ r0, 1s ˆ r0, 1s 上的连续函数, 令 @跟锦数学微信公众号

M “ max
xPD

|fpx, yq|, m “ min
xPD

|fpx, yq|.

试求 lim
nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

.

00658

设 an “

ż 1

0

xn
a

1 ´ x2 dx, 证明以下结论:

(1) an “
n ´ 1

n ` 2
an´2;

(2) an ď an´1 ď an´2;

(3) lim
nÑ8

an

an´1

“ 1.

00659

研究函数 fpxq “
8
ÿ

n“0

1

2n ` x
在 r0,`8q 上的连续性, 一致连续性与可微性.

00660

证明 fpxq “ x lnx 在 p0,`8q 上不一致连续.

00661

设 tanu 有界并满足 lim
nÑ8

pa2n ` 2anq “ 0, 证明: lim
nÑ8

an “ 0.
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00662

求曲线

#

x2
` y2

` zez “ 2

x2
` xy ` y2

“ 1
在 p1,´1, 0q 处的切线方程.

00663

证明: 不存在从闭区间 r0, 1s 到单位圆周上的一对一的连续对应.

00664

设 P 是一个数域, fpxq P Prxs, a P P, px´ aq | fpxnq. 证明: pxn ´ anq | fpxnq.

00665

计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2
1 ` a1 x1x2 ¨ ¨ ¨ x1xn

x1x2 x2
2 ` a2 ¨ ¨ ¨ x2xn

...
...

. . .
...

x1xn x2xn ¨ ¨ ¨ x2
n ` an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, pai ‰ 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq .

00666

设 α1, ¨ ¨ ¨ , αn´r, αn´r`1 是 n 元非齐次线性方程组 AX “ B 的 n´ r ` 1 个线

性无关的解向量, 且 rank pAq “ r. 问 α1 ´ αn´r`1, ¨ ¨ ¨ , αn´r ´ αn´r`1 是否为导出

组 AX “ 0 的一个基础解系, 并说明理由.

00667

设 A 是 n ˆ pn ` 1q 矩阵, En 是 n 阶单位矩阵, 证明: 存在 pn ` 1q ˆ n 矩阵

B 使得 AB “ En 的充要条件是 A 的秩为 n.

00668

证明: n 阶实矩阵 A 是正定矩阵的充分必要条件是存在一个正定矩阵 B 使得

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 328 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

A “ B2.

00669

令 @跟锦数学微信公众号

V “ tfpxq; fpxq是实系数多项式且 fp1q “ 0, B pfpxqq ď nu .

证明: V 是实数域上线性空间, 并求 V 的一组基.

00670

设 V 是数域 P 上的有限维线性空间, V1 是 V 的非零子空间, 如果存在唯一的子

空间 V2 使得 V “ V1 ‘ V2, 证明: V1 “ V .

00671

设 A 是 n 阶实对称矩阵, 且 A2
“ E, 证明: 存在正交阵 T 使得 @跟锦数学微

信公众号

TTAT “

˜

Er 0

0 ´En´r

¸

,

其中 TT 是 T 的转置.

00672

设 P 是一个数域, 对于线性空间 Pn 上的线性变换 σ: @跟锦数学微信公众号

σpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ p0, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq.

证明: σ2
“ σ, 并求 σ 的核.

00673

设 σ 是数域 P 上 n 维线性空间 V 的一个线性变换, 且 σ 在某组基下的矩阵为对

角矩阵, λ1, ¨ ¨ ¨ , λr 是 σ 的全部不同的特征值. 证明:存在 V 的线性变换 σ1, ¨ ¨ ¨ , σr

使得 @跟锦数学微信公众号

σ “ λ1σ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λrσr, E “ σ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σr,

其中 E 为恒等变换.
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00674

求极限 lim
nÑ8

1

n3
p12

` 22
` ¨ ¨ ¨ ` n2

q.

00675

求极限 lim
xÑ`8

´

2020
a

x2020 ` x2019 ´
2020
a

x2020 ´ x2019
¯

.

00676

求极限 lim
xÑ`8

şx

0

”

`

1 ` 1
t

˘t
´ e

ı

dt

lnx
.

00677

求积分

ż

arctan
?
x

?
xp1 ` xq

dx.

00678

用三重积分求椭球体 @跟锦数学微信公众号

V “

"

px, y, zq P R3;
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
ď 1, a, b, c ą 0

*

的体积.

00679

求幂级数 ´x `
8
ÿ

n“2

xn

npn ´ 1q
的和函数.

00680

已知一元函数 fphq 在 h0 点可导, 设 @跟锦数学微信公众号

gpx, yq “
fph0 ` xq ´ fph0 ´ yq

x ` y

为定义在 D Ă R2 上的二元函数, 其中 D 为 R2 的第一象限. 用 ε´ δ 定义求 g 在 D

上当 px, yq Ñ p0, 0q 时的极限.
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00681

用含参量积分计算

ż π
2

0

arctan
`

1
2

tanx
˘

tanx
dx.

00682

设 k P R, 试问 k 为何值时, 方程 arctanx ´ kx “ 0 无正实根.

00683

已知函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

2xmy

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q,

a, px, yq “ p0, 0q,

其中 m 为正整数, a 为实数. 设 fpx, yq 在 p0, 0q 点处的方向导数的个数为 n, 试讨

论 n 与 m 和 a 的关系.

00684

证明: 函数项级数
8
ÿ

n“1

x

n
e´nx

2

在 R 上连续.

00685

证明: 第二型曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

x dx ` y dy

px2 ` y2q
3
2

在区域 D : x ą 0 上与路径无关.

00686

设函数 fpxq 在 r0, 3s 上连续, 在 p0, 3q 内可导, 且满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q ` fp1q ` fp2q “ 3, fp0q ‰ 1, fp3q “ 1,

证明: 存在 ξ P p0, 3q, 使得 f 1pξq “ 0.
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00687

证明: 对 x ě 0, 函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż x

0

pt ´ t2q sin2n t dt

有一个上界
1

p2n ` 3qp2n ` 2q
.

00688

非极值点的稳定点称为鞍点. 证明: 二元函数 fpx, yq “ x ` y sinx 的全体鞍点

组成的集合与整数集 Z 可建立一一映射.

00689

证明: 如果 x2
` x ` 1 | f1px

3
q ` xf2px

3
q, 则 px ´ 1q | f1pxq, px ´ 1q | f2pxq.

00690

计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 3 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 n

2 3 4 ¨ ¨ ¨ n 1

3 4 5 ¨ ¨ ¨ 1 2

...
...
...
. . .

...
...

n ´ 1 n 1 ¨ ¨ ¨ n ´ 3 n ´ 2

n 1 2 ¨ ¨ ¨ n ´ 2 n ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

00691

求下列线性方程组的全部解, 并写出对应齐次方程组的基础解系 @跟锦数学微信

公众号
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x1 ` x2 ´ 3x4 ´ x5 “ 2

x1 ´ x2 ` 2x3 ´ x4 “ 1

4x1 ´ 2x2 ` 6x3 ` 3x4 ´ 4x5 “ 8

2x1 ` 4x2 ´ 2x3 ` 4x4 ´ 7x5 “ 9

.
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00692

设 A,B 为 n 阶方阵, 证明: @跟锦数学微信公众号

rank pA `Bq ď rank pA,Bq ď rank pAq ` rank pBq.

00693

设向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αm 线性无关,向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αm, β 线性相关.证明:β

可由向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αm 线性表示.

00694

设 AT
“ A, 证明: A 可逆当且仅当存在矩阵 B, 使得 AB `BTA 正定.

00695

设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 1 1

1 1 1

1 1 1

˛

‹

‹

‚

, 求正交矩阵 T , 使得 T´1AT 为对角形.

00696

求矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 ´2 ´1

´2 4 2

3 ´6 ´3

˛

‹

‹

‚

的初等因子与若尔当典范形.

00697

记 @跟锦数学微信公众号

V “

#˜

a b

c d

¸

; a, b P C, a ` d “ 0

+

,

对任一 A P V , 定义 V 上的线性变换 T 为:对任意 X P V , T pXq “ AX ´ XA.

假设 A “

˜

1 0

0 ´1

¸

. 试求: T 的所有特征值以及这些特征值相对应的特征向量.
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00698

设 A,B 是 nˆn矩阵, 且 A2
“ B2

“ E (E 是 n阶单位矩阵), 且 |A|`|B| “ 0.

证明: A `B 不是可逆矩阵.

00699

lim
xÑ0

lim
nÑ8

ˆ

cosx ¨ cos
x

2
¨ ¨ ¨ cos

x

2n

˙

.

00700

lim
xÑ0
yÑ0

px2
` y2

q
x2y2

.

00701

若函数 fpxq 在 ra, bs 上连续, 且对 @ x P ra, bs, 有 fpxq ą 0, 则 D r ą 0, @ x P

ra, bs, 都有 fpxq ą r.

00702

若函数 fpxq 可导, 则其导函数 f 1pxq 不存在第二类间断点.

00703

若
8
ÿ

n“1

pa2n´1 ` a2nq 收敛, 且 lim
nÑ8

an “ 0, 则
8
ÿ

n“1

an 收敛.

00704

设函数 fpxq 在 pa,`8q 内可导, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑ`8

fpxq “ A.

证明: 在 pa,`8q 内至少存在一点 ξ, 使得 f 1pξq “ 0.
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00705

若 E 是非空有上界实数集. 设 supE “ a, 且 a R E. 证明: 存在数列 txnu , xn P

E, 使得 xn ă xn`1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 且 lim
nÑ8

xn “ a.

00706

设 fpxq “

ż 8

0

e´t
2

cos 2xt dt. 证明:

(1) fpxq 满足微分方程 f 1pxq ` 2xfpxq “ 0;

(2) fpxq “

?
π

2
e´x

2

.

00707

设函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

a

|xy|

x2 ` y2
sinpx2

` y2
q, x2

` y2
‰ 0,

0, x2
` y2

“ 0.

回答下列问题:

(1) 函数 fpx, yq 在点 p0, 0q 处是否连续? 为什么?

(2) 函数 fpx, yq 在点 p0, 0q 处是否可微? 为什么?

00708

若函数列 tgnpxqu 满足下列条件:

(1) gnpxq 在 r´1, 1s 上非负连续, 且 lim
nÑ8

ż 1

´1

gnpxq dx “ 1;

(2) @ c P p0, 1q, tgnpxqu 在 r´1,´cs 与 rc, 1s 上一致收敛于 0.

证明: 对 r´1, 1s 上任意连续函数 fpxq, 有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

´1

fpxqgnpxq dx “ fp0q.
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00709

设 tanu 是正的单调增加数列, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

ˆ

1 ´
an

an`1

˙

收敛的充分必要条件

是数列 tanu 有界.

00710

计算封闭曲面 px2
` y2

` z2
q
2
“ a3z (a ą 0) 所围立体的体积.

00711

若多项式 fpxq 除以 x ´ 2 的余式为 3 , 除以 x ´ 3 的余式为 4, 则 fpxq 除以

x2
´ 5x ` 6 的余式为 .

00712

设四阶行列式 D4 的第三行元素为 ´1, 0, 2, 3, 第四行元素对应的余子式分别为

5, 10, a, 5, 则 a “ .

00713

设 α, β, γ2, γ3, γ4 都为四维行向量, 四阶矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α

2γ2

γ3

3γ4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, B “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

β

γ2

γ3

2γ4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

且行列式 |A| “ 2, |B| “ 1 , 则行列式 |2A ´B| “ .

00714

若实对称矩阵 A 与矩阵 B “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 0 2

0 2 0

˛

‹

‹

‚

合同, 则二次型 xTAx 的正惯性指数

为 .
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00715

t 满足 时, 二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ x
2
1 ` 2x2

2 ` p1 ´ tqx
2
3 ` 2tx1x2 ` 2x1x3

是正定的.

00716

已知 α1, α2, α3 与 β1, β2, β3 是 3 维向量空间的两组基, 若向量 γ 在这两组基下

的坐标分别为 px1, x2, x3q
T 与 py1, y2, y3q

T , 且 @跟锦数学微信公众号

y1 “ x1, y2 “ x1 ` x2, y3 “ x1 ` x2 ` x3,

则由基 α1, α2, α3 到 β1, β2, β3 的过渡矩阵为 .

00717

已知 P 是数域, 向量空间 P3 上的线性变换 σ 为: 对 @ pa, b, cq P P3 , 有 @跟锦

数学微信公众号

σpa, b, cq “ pa ` 2b ´ c, b ` c, a ` b ´ 2cq,

则线性变换 σ 的秩为 .

00718

在二维实向量空间 R2中定义内积如下: 对 @X “ px1, x2q P R2, @ Y “ py1, y2q P

R2 , 有 @跟锦数学微信公众号

pX,Y q “ 3x1y1 ` x2y2.

则向量 α “ p1, 1q, β “ p0, 2q 的夹角余弦 cos
〈
zα, β

〉
“ .

00719

设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px ´ 1qpx ´ 2q ¨ ¨ ¨ px ´ p2n ´ 1qq ` 1,

其中 n 为大于 1 的非负整数. 证明: fpxq 在有理数域上不可约.
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00720

设 A 为 n 阶方阵, 证明:

(1) (10 分) 若 k 是正整数, α 是 Ak`1X “ 0 的解, α 不是 AkX “ 0 的解, 则

α,Aα,A2α, ¨ ¨ ¨ , Akα 线性无关;

(2) (5 分) 当正整数 k ě n 时, 必有 rank pAk`1
q “ rank pAk

q.

00721

设矩阵 A 的伴随矩阵 @跟锦数学微信公众号

A˚
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 ´3 0 8

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

且 ABA´1
“ BA´1

` 3E .

(1) (5 分) 计算行列式 |A|;

(2) (10 分) 求矩阵 B.

00722

已知矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

a 1 0 0

a1 b 2 0

a2 b1 c 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

与对角矩阵相似. 问: a, a1, a2, b, b1, c 满足什么条件?

00723

已知矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 ´1 2

3 ´3 6

2 ´2 4

˛

‹

‹

‚

.
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(1) (9 分) 求出 A 的特征矩阵的等价标准形;

(2) (9 分) 写出 A 的不变因子, 行列式因子, 初等因子;

(3) (6 分) 写出 A 的特征多项式和极小多项式;

(4) (6 分) 写出 A 的有理标准型和若尔当标准形.

00724

设 F 是 n 维欧几里得空间 V 的对称变换. 证明: F 的像子空间 im F 是 F 的

核子空间 ker F 的正交补.

00725

求: (1) lim
nÑ8

?
13 ` 23 ` ¨ ¨ ¨ ` n3

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` n
.

00726

d2020
“

e2019x sinp2018x ` 2017q
‰

dx2020
.

00727

设 xn “ cosn
ˆ

nπ

4

˙

, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 求 inf txnu, sup txnu, lim
nÑ8

xn, lim
nÑ8

xn.

00728

求 @跟锦数学微信公众号

1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,
2

5
,
3

5
,
4

5
,
1

6
,
5

6
,
1

7
,
2

7
,
3

7
,
4

7
,
5

7
,
6

7
, ¨ ¨ ¨

的聚点.

00729

若 fpxq 的图像关于 x “ a, x “ b, a ‰ b 对称, 证明: fpxq 是周期函数.
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00730

求 lim
xÑ2020

2020x ´ x2020

x ´ 2020
.

00731

讨论函数 fpxq “
1

x
sin

1

x
在 p0, 1s 的一致连续性.

00732

求椭圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 上过点 p0, bq 的最大弦长.

00733

求

ż

sinx

2 sinx ` cosx
dx.

00734

求
8
ÿ

n“0

1

n!

8
ÿ

n“0

p´1qn

n!
.

00735

求曲面 xyz “ 1 在其上点 px0, y0, z0q 处切平面与坐标平面所围几何体体积.

00736

求

ż 2

0

dy

pln yq2x
的定义域.

00737

求

¿

x2`y2“1

xy2 dy ´ yx2 dx.
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00738

设 fpxq, gpxq, hpxq 是数域 P 上的多项式. 证明: fpxq 与 gpxqhpxq 互素的充分

必要条件是 @跟锦数学微信公众号

pfpxq, hpxqq “ pfpxq, gpxqq “ 1.

00739

设 m 是整数. 证明: x4
´mx2

` 1 在有理数域上可约的充分必要条件是存在正

数 k 使得 m “ k2
´ 2 或 m “ k2

` 2.

00740

设 a, b 是两个不同的实数, 计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a ` b 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

ab a ` b 1 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 ab a ` b ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ a ` b 1

0 0 0 ¨ ¨ ¨ ab a ` b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

00741

设 γ0 是非齐次线性方程组 AX “ β (β 为非零向量) 的一个解, η1, η2, ¨ ¨ ¨ , ηt

是其导出组 AX “ 0 的一个基础解系. 证明:

(1) γ0, β1 “ γ0 ´ η1, β2 “ γ0 ´ η2, ¨ ¨ ¨ , βt “ γ0 ´ ηt 是线性方程组 AX “ β 的一

组线性无关的解;

(2) 线性方程组 AX “ β 的任一解都可以表示为 @跟锦数学微信公众号

k0γ ` k1β1 ` k2β2 ` ¨ ¨ ¨ ` ktβt,

其中 k1 ` k2 ` ¨ ¨ ¨ ` kt “ 1 ´ k0.
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00742

设 A 为 n 阶方阵, n ě 3, A˚ 为 A 的伴随矩阵. 证明:

(1) 若 |A| “ 0, 则 rank pA˚
q ď 1;

(2) |A˚
| “ |A|n´1, 且 pA˚

q
˚
“ |A|n´2A.

00743

设 V 是数域 P 上的线性空间, ε1, ε2, ε3, ε4 是 V 的一组基, f 是 V 的一个线性

变换, 且 @跟锦数学微信公众号

fpε1q “ ε3, fpε2q “ ε4, fpε3q “ fpε4q “ 0.

(1) 写出 f 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的矩阵;

(2) 求出 f 的值域 fpV q 的维数及一组基;

(3) 判断 fpV q Y f´1
p0q 是否为 V 的一个线性子空间? 并说明理由.

00744

设 A 是 3 阶实对称矩阵, 行列式 |A ´ 3E| “ 0, 向量 @跟锦数学微信公众号

α1 “

¨

˚

˚

˝

´1

2

´1

˛

‹

‹

‚

, α2 “

¨

˚

˚

˝

0

´1

1

˛

‹

‹

‚

是线性方程组 Ax “ 0 的两个解.

(1) 求正交矩阵 P , 使得 P´1AP 为对角矩阵;

(2) 求矩阵 A 及行列式 |pA `A˚
´ 2Eq1010

|, 其中 A˚ 为 A 的伴随矩阵, E 为 3 阶

单位阵.

00745

设 A,C 是 n 阶正定矩阵, 实矩阵 B 是矩阵方程 AX `XA “ C 的唯一解. 证

明:
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(1) B 是正定矩阵;

(2) 存在 n 个线性无关的 n 维行向量 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αn, 使得 @跟锦数学微信公众号

B “ αT
1α1 ` α

T
2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` α

T
nαn,

其中 αT
i 表示 αi 的转置, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n.

00746

设 J 为一个 k 级若尔当 (Jordan) 块. 证明:

(1) 存在 k 级幂零矩阵 P (即存在正整数 s, 使得 P s
“ 0) 及对角矩阵 U , 使得

J “ P ` U ;

(2) 任一 n 阶复方阵 A 都可以分解称为 A “ B ` C, 其中 B 是幂零矩阵, C 相似

于对角矩阵, 且 BC “ CB.

00747

若级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则 lim
nÑ8

an “ 0.

00748

函数在区间 r0, 1q 连续, 则该函数在 r0, 1q 上一致连续.

00749

如果函数 fpxq 在某一点 x0 处连续, 则 fpxq 在 x0 处可微.

00750

设级数
8
ÿ

n“1

an 收敛且
8
ÿ

n“1

bn 收敛, 则
8
ÿ

n“1

anbn 收敛.

00751

有界闭区间上连续函数一定一致连续.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 343 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

00752

请叙述数列的单调有界定理.

00753

请用 ε ´ δ 语言叙述函数 fpxq 在某一点 x0 处不连续.

00754

计算 pcos2 xqp2019q, 其中 2019 表示 2019 次导数.

00755

求幂级数
8
ÿ

n“1

xn

npn ` 1q
的收敛域以及在收敛域内求这个级数的和.

00756

请用 ε ´ δ 语言证明: lim
nÑ8

ż π
2

0

psinxqn dx “ 0.

00757

设 0 ă b ď a, 证明: @跟锦数学微信公众号

a ´ b

a
ď ln

a

b
ď
a ´ b

b
.

00758

设 fpxq 是定义在实数域上的可导正函数, 并且 f 1pxq “ 2020fpxq, fp0q “ 1, 求

fpxq.

00759

设 fpxq 是定义在实数域上的压缩函数, 即, 对于任意的 x, y P R 满足下列不等
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式: @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ď
1

3
|x ´ y|.

设 x1 “ 1, xn`1 “ fpxnq, n ě 2. 证明:

(1) 数列 txnu 是一个柯西列.

(2) 存在唯一的 a P R, 使得 a “ fpaq.

00760

试就实数域和复数域两种情况, 求 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ xn ` xn´1
` ¨ ¨ ¨ ` x ` 1

的标准分解式.

00761

设矩阵 A,B 满足 A˚BA “ 2BA ´ 8E, 其中 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 ´2

0 ´2 4

0 0 1

˛

‹

‹

‚

,

A˚ 是 A 的伴随矩阵, E 为单位矩阵, 求矩阵 B.

00762

已知矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 2

2 a 2

2 2 1

˛

‹

‹

‚

, B “

¨

˚

˚

˝

´1 0 0

0 ´1 0

0 0 b

˛

‹

‹

‚

,

问 a, b 为何值时, A 与 B 相似, 并求可逆矩阵 P , 使得 P´1AP “ B.

00763

设 A “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

a ε 0

b c ε2

˛

‹

‹

‚

, 这里 a, b, c 是任意数, ε “
´1 `

?
3i

2
, 求 A1000.
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00764

设方阵 A 满足 A2
` 2A ´ 3E “ 0.

(1) 求证 A ` 4E 可逆, 并求逆;

(2) 讨论 A ` nE 的可逆性.

00765

用正交变换将二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ x
2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 ´ 4x1x2 ´ 4x1x3 ´ 4x2x3

为标准形 (要求写出正交变换的矩阵和相应的标准形).

00766

已知 A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

3 ´4 6 ´14

1 ´1 1 ´5

0 0 2 ´1

0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

(1) 求 A 的不变因子, 初等因子和最小多项式.

(2) 求 A 的若当标准形.

00767

设 V1, V2 是数域 P 上的线性空间, @ pα1, α2q, pβ1, β2q P V1 ˆ V2, k P P, 规定

@跟锦数学微信公众号

pα1, α2q ` pβ1, β2q “ pα1 ` β1, α2 ` β2q, kpα1, α2q “ pkα1, kα2q.

(1) 证明 V1 ˆ V2 关于上述运算构成数域 P 上的线性空间;

(2) 设 dimV1 “ m, dimV2 “ n, 求 dim pV1 ˆ V2q.
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00768

设 A 为复数域 C 上的 n 阶方阵, 其特征多项式为 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px ´ aqn´1
px ´ bq,

这里 a ‰ b. 假设 A 的任意三个特征向量都是线性相关的. 对于 λ P C, 以及正整数

l, 证明: @跟锦数学微信公众号

Vλ,l “
 

α P Cn; pA ´ λEnq
lα “ 0

(

是 C 上线性空间 Cn 的 A 的不变子空间, 并求 C 上线性空间 Vλ,l 的维数.

00769

极限 lim
xÑ0

ˆ

1

x2
´

1

x sinx

˙

“ .

00770

设函数 y “ ypxq 由方程

#

x “ sin at

y “ cos bt
所确定, 则

d2y

dx2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

“ .

00771

曲面 sinpx ` zq ´ ypz ` 2q ` exy “ 1 在点 p´1, 0, 1q 处的切平面方程是 .

00772

设 fpxq 的一个原函数为
cosx

x
, 则

ż

xf 1pxq dx “ .

00773

积分

ż 1

0

dy

ż 1

1´y

y sinx

x
dx “ .
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00774

幂级数
8
ÿ

n“1

px ´ 5qn
?
n

的收敛域是 .

00775

设 z “ fpu, vq 具有二阶连续偏导数, 且 u “ x ` cy, v “ x ´ cy, 其中 c 为非零

常数, 则 @跟锦数学微信公众号

B2z

Bx2
`

1

c2

B2z

By2
“ .

00776

极限 lim
xÑ0

ˆ

ex ` e2x ` e3x

3

˙

1
sinx

“ .

00777

求不定积分

ż

x dx
?

1 ` x ` 1
;

00778

求极限 lim
xÑ0

şx2

0 sin t dt

x3pex ´ 1q
;

00779

计算

¡

Ω

px2
` y2

q dx dy dz, 其中 Ω 是由曲面 z “ x2
` y2 及 z “ 9 所围成的

闭区域;

00780

设 an “ cos
θ

2
cos

θ

22
¨ ¨ ¨ cos

θ

2n
, 求 lim

nÑ8
an;
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00781

计算曲线积分

¿

L

´y dx ` x dy

x2 ` y2
, 其中 L : x2

` y2
“ 1 取逆时针方向;

00782

求幂级数
8
ÿ

n“1

nxn 的和函数.

00783

设 a0 `
a1

2
`
a2

3
` ¨ ¨ ¨ `

an

n ` 1
“ 0, 证明: a0 ` a1x` a2x

2
` ¨ ¨ ¨ ` anx

n
“ 0 在

区间 p0, 1q 内至少有一个根.

00784

设 un ‰ 0, 且 lim
nÑ8

n

un
“ 1, 证明级数

8
ÿ

n“1

p´1qn
ˆ

1

un
`

1

un`1

˙

是条件收敛.

00785

多项式 fpxq “ 2x3
` 3x2

` 3x` 1 和 gpxq “ x4
`x2

` 1 的最大公因式是 .

00786

行列式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 a b a

a 0 a b

b a 0 a

a b a 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

的值为 .

00787

设矩阵 A “

˜

1 ´1

2 3

¸

, B “ A2
´ 2A ` E, 则 B´1

“ .
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00788

设矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 3

5 6 7

8 9 4

˛

‹

‹

‚

, P “

¨

˚

˚

˝

0 0 1

0 1 0

1 0 0

˛

‹

‹

‚

, Q “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 0 1

0 1 0

˛

‹

‹

‚

,

则 P 2019AQ2020
“ .

00789

在 R3 中与向量 p1, 1, 1q 和 p0, 1, 1q 正交的单位向量是 .

00790

矩阵

¨

˚

˚

˝

5 6 ´3

´1 0 1

1 2 ´1

˛

‹

‹

‚

的特征值为 .

00791

矩阵 A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

的秩 rank pAq “ .

00792

已知方程 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˝

t 2 2

2 t 2

2 2 t

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

x1

x2

x3

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

2

2

´4

˛

‹

‹

‚

有无穷多组解, 则 t “ .
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00793

若行列式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3 0 2

x 3 1

4 x 5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

的代数余子式 A12 “ ´1, 则 A13 “ .

A. -11 B. 0 C. 2 D. 3

00794

n 维向量组 α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αsp3 ď s ď nq 线性无关的充要条件是 .

A. α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αs 中任意两个向量都线性无关;

B. α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αs 中存在一个向量, 它不能由其余向量线性表示;

C. α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αs 中任意一个向量都不能由其余向量线性表示;

D. 存在一组不全为零的数 k1, k2, ¨ ¨ ¨ , ks, 使得 k1α1 ` k2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` ksαs “ 0.

00795

已知齐次线性方程 AX “ 0, 其中 @跟锦数学微信公众号

X “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq
T, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 ` b a2 ¨ ¨ ¨ an

a1 a2 ` b ¨ ¨ ¨ an
...

...
. . .

...

a1 a2 ¨ ¨ ¨ an ` b

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
n
ÿ

i“1

ai ‰ 0,

则 .

A. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b ‰ 0 且 b ‰ 0 时, 方程只有零解;

B. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b ‰ 0 且 b ‰ 0 时, 方程只有非零解;

C. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b “ 0 且 b ‰ 0 时, 方程只有零解;

D. 当
n
ÿ

i“1

ai ` b “ 0 且 b “ 0 时, 方程只有零解.

00796

设 A,B 是四阶方阵, rank pAq “ 3, rank pBq “ 4, 它们的伴随矩阵是 A˚, B˚,
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则 rank pA˚B˚
q “ .

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

00797

设 A 为 m ˆ n 矩阵, B 为 n ˆm 矩阵, 则 .

A. 当 m ą n 时, 方阵 AB 可逆;

B. 当 m ą n 时, 方阵 AB 不可逆;

C. 当 m “ n 时, 方阵 AB 不可逆;

D. 当 m ă n 时, 方阵 AB 不可逆.

00798

已知二阶实对称矩阵 A 的一个特征向量是 p´3, 1qT, 且 |A| ă 0, 则下面向量中

必为 A 的特征向量的是 .

A. cp´3, 1qT, c ‰ 0

B. cp1, 3qT, c ‰ 0

C. c1p1, 3q
T
` c2p´3, 1qT, c1, c2 ‰ 0

D. c1p1, 3q
T
` c2p´3, 1qT, c1, c2 有一个为零, 但不同时为零

00799

矩阵

¨

˚

˚

˝

1 a 1

a b a

1 a 1

˛

‹

‹

‚

和

¨

˚

˚

˝

2 0 0

0 b 0

0 0 0

˛

‹

‹

‚

相似的充要条件是 .

A. a “ 0, b “ 2

B. a “ 0, b 为任意实数

C. a “ 0, b “ 0

D. a “ 2, b 为任意实数
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00800

计算行列式 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 0 2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...
...
...
. . .

...

0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ n ´ 2

n ´ 1 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 n 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

00801

判断两个向量 @跟锦数学微信公众号

β1 “ p4, 3,´1, 11q, β2 “ p4, 3, 0, 11q

是否为向量组 @跟锦数学微信公众号

α1 “ p1, 2,´1, 5q, α2 “ p2,´1, 1, 1q

的线性组合, 若是, 请写出表达式.

00802

设 A,B 均为 n 阶矩阵, 且满足 A2
“ A,B2

“ B, pA ` Bq2 “ A ` B, 证明:

矩阵 AB 是零矩阵.

00803

已知 α1, α2, α3 是三维向量空间的一组基, 求由基 α1,
1

2
α2,

1

3
α3 到基 α1 `

α2, α2 ` α3, α3 ` α1 的过渡矩阵.
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00804

对于线性方程组 @跟锦数学微信公众号
$

’

’

&

’

’

%

τx1 ` x2 ` x3 “ τ ´ 3

x1 ` τx2 ` x3 “ ´2

x1 ` x2 ` τx3 “ ´2

,

讨论 τ 为何值时, 方程组无解, 有唯一解, 有无穷多解; 在无穷多组解时给出通解.

00805

设 n 阶可逆方阵 A 的各行元素之和为 m, 证明或求解:

(1) m ‰ 0; (4 分)

(2) A´1 各行元素之和为
1

m
; (4 分)

(3) 求 2A´1
´ 5A 的各行元素之和. (5 分)

00806

已知二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ 4x2
2 ´ 3x2

3 ` 4x1x2 ´ 4x1x3 ` 8x2x3,

(1) 写出二次型 f 的矩阵表达式; (2 分)

(2) 用正交变换把二次型 f 化为标准形, 并写出相应的正交矩阵. (12 分)

00807

计算极限 lim
nÑ8

`?
n ` 2 ´ 2

?
n ` 1 `

?
n
˘

?
n3.

00808

计算极限 lim
xÑ`8

ˆ

2

π
arctanx

˙x

.
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00809

设函数 fpxq “

$

&

%

x5 sin
1

x
, x ‰ 0

0, x “ 0
, 计算 f 在 x “ 0 处的二阶导数 f 2p0q.

00810

求不定积分

ż

arctan
?
x dx.

00811

设 xn “

ż 1

0

a

t2n ´ t2n`2 dt, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 计算极限 lim
nÑ`8

xn.

00812

设 z “ zpx, yq 是由方程
x

z
“ ln

z

y
确定的隐函数, 求 dz.

00813

设 fpx, yq “
x2y2

x2y2 ` px ´ yq2
.

(1) 计算累次极限 lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq 与 lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq.

(2) 讨论重极限 lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq 是否存在?

00814

证明 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ`8

`

a0

?
n ` a1

?
n ` 1 ` ¨ ¨ ¨ ` am

?
n `m

˘

“ 0,

其中 a0 ` a1 ` ¨ ¨ ¨ ` am “ 0.
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00815

设函数 fpxq 与 gpxq 都在 ra, bs 上连续且 fpaq ă gpaq, fpbq ą gpbq. 求证存在

x0 P ra, bs 使得 fpx0q “ gpx0q.

00816

设 @跟锦数学微信公众号

f0pxq “ 1, fnpxq “
a

xfn´1pxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证函数列 tfnpxqu 在 r0, 1s 上一致收敛.

00817

设无穷积分

ż `8

1

fpxq dx收敛,函数 xfpxq在 r1,`8q上单调递减,求证: fpxq ě

0, x P r1,`8q.

00818

确定实数 a, b 的值使积分 F pa, bq “

ż 1

0

pax ` b ´ x2
q
2 dx 达到最小值.

00819

确定幂级数
8
ÿ

n“0

2n ` 1

2n`1
x2n 的收敛域, 并求其和函数.

00820

设连续函数 fpxq ą 0, x P p´8,`8q. 证明 @跟锦数学微信公众号

ż

L

xfpyq dy ´
y

fpxq
dx ě 2π,

其中 L : x2
` y2

“ 1 并取逆时针方向.
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00821

计算曲面积分

ĳ

S

pxy ` yz ` xzq dS, 其中 S 为圆锥面 z “
a

x2 ` y2 被曲面

x2
` y2

“ 2ax 所割下的部分.

00822

计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

„ˆ

1

3
`

1

5

˙

`

ˆ

1

32
`

1

52

˙

`

ˆ

1

33
`

1

53

˙

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

1

3n
`

1

5n

˙

.

00823

计算极限 lim
xÑ0`

ptanxqsinx.

00824

设 y “
px ` 2q2px ´ 4q4

px ` 3q3px ´ 5q5
, 其中 x ą 5, 求 y1.

00825

计算不定积分

ż

ex cos 2x dx.

00826

设 F pxq “

ż upxq

1

1

1 ` t2
dt, 其中 upxq “

ż x

0

cos2 t dt, 求一阶导数 F 1pxq.

00827

设 z “ 2x3
` y2, 其中 y “ fpxq 为由方程 x2

´ xy ` y2
´ 2 “ 0 所确定的隐函

数, 求
dz

dx
和

d2z

dx2
.
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00828

设 0 ă a1 ă 1, an`1 “ anp2 ´ anq, n “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ . 证明: 数列 tanu 收敛, 并

求其极限.

00829

设函数 fpxq 在 r2, 4s 上连续且 fp2q “ fp4q. 证明: 存在 a, b P r2, 4s 使得

b ´ a “ 1 且 fpaq “ fpbq.

00830

计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2

ˆ

arctan
1

2n ´ 1
´ arctan

1

2n ` 1

˙

.

00831

设 P px, yq 在 xy 平面上有连续偏导数, 曲线积分

ż

L

P px, yq dx` 3xy2 dy 与积

分路径无关, 且对任意的 t 恒有 @跟锦数学微信公众号
ż pt,1q

p0,0q

P px, yq dx ` 3xy2 dy “

ż p1,tq

p0,0q

P px, yq dx ` 3xy2 dy,

请求解二元函数 P px, yq.

00832

设函数 f0pxq 在 r0, 1s 上连续, 令 @跟锦数学微信公众号

fnpxq “

ż x

0

fn´1ptq dt, x P r0, 1s, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

请证明: 函数列 tfnpxqu 在 r0, 1s 上一致收敛.

00833

证明 fpx, yq “

$

’

&

’

%

xy2

x2 ` y2
, x2

` y2
‰ 0

0, x2
` y2

“ 0

在原点连续且偏导数存在, 但在此点

不可微.
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00834

计算曲面积分

ĳ

S

x3 dy dz ` y3 dz dx ` z3 dx dy, 其中 S 是上半球面 z “

a

1 ´ x2 ´ y2 的外侧.

00835

求级数
8
ÿ

n“1

p´1qnn2xn 的和函数, 并指其和函数的定义域.

00836

设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1, |x| ă 1

0, |x| “ 1

´1, |x| ą 1

, gpxq “ x2, ´8 ă x ă `8.

计算 fpgpxqq, gpfpxqq.

00837

计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

1

n `
?
n `

?
1
`

1

n `
?
n `

?
2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n ` 2
?
n

˙

.

00838

计算极限 lim
xÑ0

ex
3

´ x3 ´ 1

sin6 x
.

00839

设 gp0q “ g1p0q “ 0, @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

gpxq sin
1

x
, x ‰ 0

0, x “ 0
,

求 f 1p0q.
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00840

设 P3pxq “ x
3
` 4x2

` 5, (1) 计算 P3pxq 在 x “ 1 处的泰勒公式; (2) 计算积

分

ż

P3pxq

px ´ 1q4
dx.

00841

设函数 u “ fpx ` gpyqq, 其中 f, g 均二阶可导, 求
Bu

Bx

B2u

BxBy
´
Bu

By

B2u

Bx2
.

00842

设 x0 “ 0, x1 “ 1, xn`1 “
xn ` xn´1

2
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明数列 txnu 收敛.

00843

设函数 f 在以 x0 为内点的区间上有定义且 lim
∆xÑ0

rfpx0`∆xq´fpx0´∆xqs “ 0,

请判断 x0 点是否为函数 f 的连续点, 若是则证明, 否则举例说明.

00844

计算函数 fpx, y, zq “ xyz 在条件 36x2
` 16y2

` 9z2
“ 144 下的最大值和最小

值.

00845

设函数 fpxq 在 p0,`8q 上连续且满足 fpxq “ lnx ´

ż e

1

fpxq dx, 计算积分
ż e

1

fpxq dx.

00846

设函数 fpx, yq 在点 P0px0, y0q 的某邻域 U pP0, δq 内的偏导数 fx, fy 均有界,

证明函数 fpx, yq 在 U pP0, δq 上连续.
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00847

设函数 f 在 r1,`8q上是增函数且 lim
xÑ`8

fpxq “ A. (1)证明级数
8
ÿ

n“1

rfpn`1q´

fpnqs 收敛, 并求其和; (2) 若二阶导数 f 2pxq ă 0, x P r1,`8q, 证明级数
8
ÿ

n“1

f 1pnq

收敛.

00848

设 D 为两直线 y “ x, y “ 4x 和两双曲线 xy “ 1, xy “ 4 所围区域, F puq 具

有连续导数, 令 fpuq “ F 1puq, 求证

¿

L

2 dx `
F pxyq

y
dy “ ln 2

ż 4

1

fpuq du, 其中 L

为 D 的边界, 逆时针方向.

00849

计算积分

ĳ

S

px4
´z4

`y2z2
´x2y2

`1q dS, 其中 S 为锥面 x2
`z2

“ y2
py ě 0q

被圆柱面 x2
` z2

“ 2x 截取的部分.

00850

设 fpxq “ x3
` 6x2

` 3px ` 8. 试确定 p 的值, 使得 fpxq 有重根, 并求其根.

00851

计算 n 级行列式 Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 1 ¨ ¨ ¨ 1

x1 x2 x3 ¨ ¨ ¨ xn

x2
1 x2

2 x2
3 ¨ ¨ ¨ x2

n

...
...

...
. . .

...

xn´2
1 xn´2

2 xn´2
3 ¨ ¨ ¨ xn´2

n

xn1 xn2 xn3 ¨ ¨ ¨ xnn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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00852

讨论线性方程组 @跟锦数学微信公众号
$

’

’

&

’

’

%

p3 ´ 2λqx1 ` p2 ´ λqx2 ` x3 “ λ,

p2 ´ λqx1 ` p2 ´ λqx2 ` x3 “ 1,

x1 ` x2 ` p2 ´ λqx3 “ 1

的解的情况, 并在有解时求其解.

00853

用非退化线性替换化实二次型 x2
1 ´ 2x1x2 ´ 3x2

2 ` 2x1x3 ´ 8x2x3 为标准形, 并

求正、负惯性指数及符号差. 判断它是否为正定二次型.

00854

设 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˝

1 1 0

´2 1 0

1 ´1 2

˛

‹

‹

‚

X “

¨

˚

˚

˝

´1 2

´1 5

3 1

˛

‹

‹

‚

,

求矩阵 X.

00855

设 Pnˆn 是数域 P 上 n ˆ n 矩阵的全体关于矩阵的加法和数乘构成的线性空间,

V1 是反对称矩阵的全体. 证明: (1) V1 是 Pnˆn 的子空间; (2) 求 Pnˆn 的一个子空间
V2, 使 Pnˆn “ V1 ‘ V2.

00856

设 σ 是线性空间 V 上的可逆线性变换.

(1) 证明: σ 的特征值一定不为零;

(2) 证明: 如果 λ 是 σ 的特征值, 那么
1

λ
是 σ´1 的特征值.
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00857

设正定的实对称矩阵 A 是正交矩阵, 证明 A 为单位矩阵.

00858

设 ε1, ε2, ε3 是实数域上线性空间 V 的一组基, V 上的线性变换 A 定义为 @跟

锦数学微信公众号

A pε1q “ 2ε1 ` 2ε2 ´ 2ε3, A pε2q “ 2ε1 ´ ε2 ` 4ε3, A pε3q “ ´2ε1 ` 4ε2 ´ ε3.

(1) 写出 A 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵 A;

(2) 求 A 的特征值和特征向量;

(3) 试问 A 是否对角化? 若能, 求 V 的一组基 η1, η2, η3, 使得 A 在该组基下的矩

阵为对角矩阵;

(4) 求 A 的最小多项式.

00859

设 fpxq “ x4
` x3

´ 3x2
´ 4x ´ 1, gpxq “ x3

` x2
´ x ´ 1. 用辗转相除法

求 fpxq 和 gpxq 的最大公因式 pfpxq, gpxqq, 并求 upxq, vpxq 使得 pfpxq, gpxqq “

upxqfpxq ` vpxqgpxq.

00860

计算 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a ` b ab 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

1 a ` b ab 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 1 a ` b ab ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ a ` b ab

0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1 a ` b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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00861

求 a, b 的值, 使下列非齐次线性方程组 @跟锦数学微信公众号
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ x4 ` x5 “ 2,

2x1 ` 3x2 ´ 2x3 ` 4x4 ´ 3x5 “ a,

3x1 ` x2 ` x3 ` 3x4 ´ 2x5 “ ´1,

5x1 ` 4x2 ´ x3 ` 7x4 ´ 5x5 “ b

有解, 并在它有解的情况下, 用它的一个解和它的导出组的一个基础解系表示它的全部

解.

00862

用非退化线性替换化实系数二次型 @跟锦数学微信公众号

x2
1 ` 4x2

2 ` 4x2
3 ´ 6x1x2 ´ 2x1x3 ` x2x3

为标准形, 写出所作的非退化线性替换, 并指出正、负惯性指数及符号差.

00863

设 Pnˆn 是数域 P 上是n ˆ n 矩阵的全体关于矩阵的加法和数量乘法构成的数域
P 上的线性空间, V1 和 V2 分别是 Pnˆn 上的对称矩阵和反对称矩阵的全体,

(1) 证明: V1 和 V2 分别是 Pnˆn 的子空间;

(2) 证明: Pnˆn “ V1 ‘ V2.

00864

设 ε1, ε2, ε3 是实数域上线性空间 V 的一组基, V 上线性变换 σ 定义为: @跟锦

数学微信公众号

σpε1q “ 2ε1 ` ε2 ` ε3,

σpε2q “ ε1 ` 2ε2 ` ε3,

σpε3q “ ε1 ` ε2 ` 2ε3.

(1) 写出 σ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵 A;
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(2) 求出 σ 的特征值和特征向量;

(3) 矩阵 A 是否与对角矩阵相似? 若是, 求出可逆矩阵 T , 使 T´1AT 成对角形矩阵;

(4) 求 An;

(5) 求出矩阵 A 的最小多项式.

00865

设 A 是正交矩阵.

(1) 举例说明 A 未必有实特征值;

(2) 若 A 有实特征值 λ, 那么 λ “ 1 或 ´1.

00866

A 是 n 阶实对称矩阵, 证明 A 可逆充要条件是存在矩阵 B 使得 AB `BTA 是

正定矩阵.

00867

lim
xÑ0

«

2 ` e
1
x

1 ` e
4
x

`
sinx

|x|

ff

.

00868

lim
xÑ0`

sinptanxq ´ sinpsinxq

tanx ´ sinx
.

00869

证明不等式 1 ď

ż π
2

0

sinx

x
dx ď

π

2
.
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00870

设数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

x1 ą 0, xn`1 “ lnp1 ` xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明数列 txnu 收敛并求其极限.

00871

设函数 fpxq 连续, ϕpxq “

ż 1

0

fpxtq dt, 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ A (A 为常数), 求 ϕ1pxq

并讨论 ϕ1pxq 在 x “ 0 处的连续性.

00872

设函数 fpxq “ px3
´3x`2qnϕpxq, 其中函数 ϕpxq 在 x “ 2 点的邻域内有 n´1

阶的连续导数. 证明: f pn´1q
p2q “ 0 且 f pnqp2q “ n! ¨ ϕp2q.

00873

分析二元函数 fpx, yq 在点 px0, y0q 的连续性与该点存在一阶偏导数的关系 (可

举例说明).

00874

若二元函数 fpx, yq 的两个一阶偏导数在点 px0, y0q 某邻域存在且偏导数有界,

证明: fpx, yq 在 px0, y0q 处连续.

00875

设函数 fpxq 在 r0, 1s 上二阶可导且满足 |f 2pxq| ď 1p0 ď x ď 1q. 又设 fpxq 在

区间 p0, 1q 内取得极值
1

4
. 证明: |fp0q| ` |fp1q| ď 1.
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00876

求幂级数
8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

n

˙n2

xn 的收敛半径和收敛区间, 并判断其收敛区间端点处的

敛散性.

00877

计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

ĳ

Σ

2p1 ´ x2
q dy dz ` 8xy dz dx ´ 4xz dx dy,

其中 Σ 是曲线 x “ ey p0 ď y ď a, a ą 0q 绕 x 轴旋转而成的旋转曲面外侧.

00878

若函数 upx, yq 具有二阶偏导数, 证明: upx, yq “ fpxqgpyq 的充要条件是 @跟

锦数学微信公众号

u
B2u

BxBy
“
Bu

Bx
¨
Bu

By
pu ‰ 0q .

00879

证明:

(1)

ż `8

0

1 ´ e´ax

x
cosx dx 关于 a P r0, 1s 一致收敛.

(2) 求

ż `8

0

1 ´ e´x

x
cosx dx.
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00880

计算下列行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a2
` ab a2b ¨ ¨ ¨ 0 0

1 a ` b ab ¨ ¨ ¨ 0 0

0 1 a ` b ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 a ` b ab

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1 a ` b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

00881

设矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 ´1 ´1

4 t 1

´2 2 t

˛

‹

‹

‚

, b “

¨

˚

˚

˝

1

2

´t

˛

‹

‹

‚

.

当 t 为何值时, 方程组 AX “ b 无解, 有唯一解, 有无穷多解, 并给出有解时相应的解.

00882

设 fpxq, gpxq 是多项式, m 为任意正整数. 证明: gmpxq | fmpxq 当且仅当

gpxq | fpxq.

00883

设 @跟锦数学微信公众号

α “ pa1, a2, ¨ ¨ ¨ , anq
T, β “ pb1, b2, ¨ ¨ ¨ , bnq

T

为实 n 维非零列向量, 令 @跟锦数学微信公众号

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq
T, fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “ x

T
pαβT

` βαT
qx.

计算

(1) 若 α, β 线性相关, 求 fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq 的规范形;

(2) 若 α, β 线性无关, 求 fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq 的规范形.
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00884

设 A 是数域 P 上的 n 阶矩阵, 若 A2
“ En (En 为单位阵), 则称 A 为对合阵.

证明:

(1) 若 A 是 n 阶对合阵, 则 @跟锦数学微信公众号

rank pEn `Aq ` rank pEn ´Aq “ n.

(2) n 阶对合阵 A 一定可以对角化, 其相似标准形为 @跟锦数学微信公众号
˜

Er

´En´r

¸

,

其中 r “ rank pEn `Aq.

00885

设 V 是数域 P 上的 n 维线性空间, @跟锦数学微信公众号

α1, α2, α3, α4 P V,W “ Lpα1, α2, α3, α4q.

又由 β1, β2 PW , 且 β1, β2 线性无关. 证明: 可用 β1, β2 替换 α1, α2, α3, α4 中的两

个向量 αi1, αi2, 使得剩下的两个向量 αi3, αi4 与 β1, β2 仍然构成子空间 W , 即 @跟

锦数学微信公众号

W “ Lpβ1, β2, αi3, αi4q.

00886

设 P 为数域, 令 @跟锦数学微信公众号

V1 “
 

A P Pnˆn;A “ AT
(

,

V2 “
 

A P Pnˆn;B “ ´BT
(

,

其中 Pnˆn 表示数域 P 上的 n 阶方阵的集合. 证明: Pnˆn “ V1 ‘ V2.

00887

设 V 为全体 n pn ě 2q 阶实对称矩阵构成的实数域上的向量空间, 在 V 上定义

二元函数 @跟锦数学微信公众号

pA,Bq “ tr pABq,
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其中 tr pABq 表示矩阵 AB 的迹, Eij 表示第 i 行第 j 列元素为 1, 其余元素均为零

的 n 阶方阵. 证明:

(1) V 关于 pA,Bq 构成欧氏空间;

(2) 记 @跟锦数学微信公众号

W “ LpE11, E12 ` E21q,

W K 为与 W 中任一元素都正交的 n 阶实对称矩阵的全体, 求 W K 的一组基和

维数.

00888

设矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

x 1 0

1 0 ´2

˛

‹

‹

‚

.

(1) 矩阵 A 可能有怎样的若尔当标准形?

(2) 求当 x 为何值时, A 可相似对角化?

(3) 当 x “ 1 时, 求可逆矩阵 P , 使得 P´1AP “ J , 其中 J 为 A 的若尔当标准形.

00889

计算 lim
nÑ8

n
´

a

n2 ` 1 ´ n
¯

“ .

00890

计算 lim
xÑ0

ex ´ 1 ´ x

cosx ´ 1
“ .

00891

若点 p0, 1q 是 y “ x3
` bx2

` c 的拐点, 则 b, c 所满足的条件为 .
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00892

级数
8
ÿ

n“1

npx ´ 1qn 的收敛域为 .

00893

当且仅当 p 满足 时, 无穷积分 @跟锦数学微信公众号

ż `8

3

dx

x lnx rlnplnxqsp

收敛.

00894

曲线 x “ cos3 t, y “ sin3 t, t P p0, 2πq 的弧长为 .

00895

曲面 ez ´ z ` xy “ 3 在点 p2, 1, 0q 处的切平面为 .

00896

求 fpxq “ x 在 p´π, πs 上的傅里叶展开式 .

00897

计算

ż π
4

0

x

1 ` cos 2x
dx “ .

00898

若 L 为不经过原点的简单闭曲线, 方向为逆时针, 则 @跟锦数学微信公众号

ż

L

x dy ´ y dx

x2 ` y2
“ .
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00899

求
8
ÿ

n“1

xn

n
在 p´1, 1q 上的和函数.

00900

求 lim
xÑ`8

8
ÿ

n“1

1

n

ˆ

1 ´ x

x

˙n

.

00901

求 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

px2
` y2

` z2
q dx dy dz,

其中 Ω “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď 1

(

.

00902

求 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy,

其中 Σ 为 z “ x2
` y2, z P r0, 1s 的外侧.

00903

若函数 fpxq 在 ra,`8q 上连续, 且 lim
xÑ`8

fpxq 存在, a 为常数. 试证: fpxq 在

ra,`8q 上一致连续.

00904

若 fpxq 在 r1,`8q 上单调, 且

ż `8

1

fpxq dx 收敛, 试证: lim
xÑ`8

xfpxq “ 0.
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00905

已知函数 fpx, yq, x “ xpu, vq, y “ ypu, vq 二阶可导且满足 @跟锦数学微信公

众号

Bx

Bu
“
By

Bv
,

Bx

Bv
“ ´

By

Bu
p柯西-黎曼方程q .

证明: @跟锦数学微信公众号

B2f

Bu2
`
B2f

Bv2
“

ˆ

Bx

Bu

By

Bv
´
Bx

Bv

By

Bu

˙ˆ

B2f

Bx2
`
B2f

By2

˙

.

00906

求由方程 x2
` y2

` z4
´ 2x ´ 2y ´ 5z ´ 4 “ 0 所确定的 z “ zpx, yq 的整数极

值点并判断极值点类型.

00907

若fpxq 在 p´8,`8q 上二阶可导, 且有 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ďM0, |f
2
pxq| ďM1.

证明: |f 1pxq| ď
a

2M0M1.

00908

设 θ P p0, 1q, 试证: @跟锦数学微信公众号

ż π

0

ln p1 ` θ cosxq dx “ π ln
1 `

?
1 ´ θ2

2
.

00909

已知 fpxq, gpxq 为数域 K 上的多项式, m 为大于 1 的正整数. 证明: gmpxq |

fmpxq 当且仅当 gpxq | fpxq.
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00910

已知 A “ paijq 为 n 阶矩阵,且 @跟锦数学微信公众号

aij “

#

n, i “ j,

´1, i ‰ j
p1 ď i, j ď nq .

求 |A|.

00911

已知 ABA “ C, 其中 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 0 1

0 4 2

1 ´1 0

˛

‹

‹

‚

, C “

¨

˚

˚

˝

1 1 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‹

‚

.

试求 B 的伴随矩阵 B˚.

00912

已知 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 ´2020 2020

0 2 ´1

0 a 4

˛

‹

‹

‚

有一个二重特征值.

(1) 求 A 的最小多项式以及若尔当标准形.

(2) 若 A 相似于对角矩阵, 求 A2020.

00913

已知 A 为 n 阶方阵, 且 Ar
“ 0 (r P N`). 证明: E ` 2A 为可逆矩阵.

00914

设 Knˆn 为数域 K 上全体 n 阶方阵构成的线性空间, V1 为 K 上全体 n 阶对称

方阵构成的子空间, V2 为 K 上全体 n 阶反对称方阵构成的子空间. 证明: @跟锦数学
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微信公众号

Knˆn “ V1 ‘ V2.

00915

在 Rn 中定义双线性函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “
n
ÿ

i“1

xiyi `
1

2

ÿ

1ďi,jďn
i‰j

xiyj,

其中 @跟锦数学微信公众号

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq, y “ py1, y2, ¨ ¨ ¨ , ynq.

问: fpx, yq 是否为 Rn 上的内积? 若是请证明; 若不是, 请说明理由.

00916

已知 A 为复数域上的 n 阶方阵, 且存在正整数 m 使得 Am
“ E. 证明:

(1) A 与对称矩阵相似.

(2) A 的特征值为 m 次单位根.

00917

已知 fpxq, gpxq 为数域 K 上的两个一元多项式. 证明: 存在 K 上非零二元多项
式 ppx, yq, 使得 p pfpxq, gpxqq “ 0.

00918

ż

xex
?

ex ´ 1
dx.

00919

lim
xÑ0

ˆ

1

x2
´

cotx

x

˙

.
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00920

ż a

0

x2
a

a2 ´ x2 dx.

00921

设 y “ arccos
1

|x|
, 求 dy.

00922

ż `8

0

1

p1 ` x2qp1 ` x2019q
dx.

00923

lim
nÑ8

n

ˆ

1

n2 ` 12
`

1

n2 ` 22
` ¨ ¨ ¨ `

1

n2 ` n2

˙

.

00924

计算 @跟锦数学微信公众号
ż

L

dx ` dy

|x| ` |y|
,

其中平面曲线 L 是抛物线 y “ x2
´ 4 上从点 Ap2, 0q 到点 Bp´2, 0q 的一段.

00925

设 a 为正常数.

(1) 证明: lim
nÑ8

n
?
a “ 1.

(2) 若 lim
nÑ8

an “ a, 证明: lim
nÑ8

n
?
an “ 1.

00926

设数列 tanu 既无最大值, 也无最小值. 证明: 数列 tanu 发散.
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00927

设函数 fpxq 在开区间 pa,`8q 内可导, 且 lim
xÑ`8

fpxq 与 lim
xÑ`8

f 1pxq 都存在. 证

明: lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0.

00928

设方程 xn ` nx ´ 1 “ 0, 其中 n 为正整数. 证明: 此方程有唯一正实根 xn, 且

当 α ą 1 时, 级数
8
ÿ

n“1

xαn 收敛.

00929

设函数 fpxq 在 p´8,`8q 内有二阶导数, fpxq 在 p´8,`8q 内有界, 证明: 存

在 ξ P p´8,`8q, 使得 f 2pξq “ 0.

00930

设函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

y3 cos y
x

x2 ` y2
, x ‰ 0,

0, x “ 0.

证明: 在点 p0, 0q 处, fpx, yq 连续, 且任意方向的方向导数都存在, 但不可微.

00931

记区间 I “ p0,`8q, 证明: 含参量反常积分

ż `8

0

e´x
2y sin y dy 在 I 内不一致收

敛, 但在 I 内的任何一个闭区间上一致收敛.

00932

计算第二类曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

x2 dy dz ` y2 dz dx ` z2 dx dy,

其中曲面 Σ : px ´ aq2 ` py ´ bq2 ` pz ´ cq2 “ R2, 方向取外侧.
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00933

若 fpxq “

#

lnx, 0 ă x ď 1,

ax ´ a, x ą 1
在 p0,`8q 上可导, 则常数 a “ .

00934

设 rxs 为 x 的最大整数部分, 则 lim
xÑ0

x

„

1

x



“ .

00935

求不定积分

ż

eαx sinx dx “ .

00936

设 fpxq “ arctanx, 则 f p2nqp0q “ , 其中 n 为正整数.

00937

幂级数
8
ÿ

n“1

xn

n
的收敛区间是 .

00938

设 q ą p, 且

ż `8

0

1

xp ` xq
dx 收敛, 则 p 和 q 的取值范围是 .

00939

极限 lim
nÑ8

˜

1

n ` 12

n

`
1

n ` 22

n

` ¨ ¨ ¨ `
1

n ` n2

n

¸

“ .

00940

二重积分

ĳ

x2`y2ď2x

ex
2`y2´2x dx dy “ .
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00941

设 x “ u`v, y “ u2
`v2

pu´v ‰ 0q, 定义 u, v 为 x, y 的函数, 则
Bu

Bx
“ .

00942

第二型曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

pxex
2

` yq dx ` sin y2 dy “ ,

其中 L 为曲线 y “
a

x ´ x2 从点 p0, 0q 到点 p1, 0q 的一段.

00943

光滑曲面 F px ´ az, y ´ bzq “ 0 (a 和 b 为非零常数) 上任一点的切平面平行于

直线 @跟锦数学微信公众号
x

a
“
y

b
“ z,

其中 aF 11 ` bF
1
2 ‰ 0.

00944

可导的偶函数的导函数为奇函数, 可导的奇函数的导函数为偶函数.

00945

若 fpx, yq 在点 px0, y0q 的两个偏导数都存在且只有 f 1ypx, yq 在 px0, y0q 点连

续, 则 fpx, yq 在点 px0, y0q 点不一定可微.

00946

若函数 fpxq 在 pa, bq 上存在有界导数, 证明: fpxq 在 pa, bq 上一致连续.

00947

若函数 fpxq 在 ra, bs 上有二阶导数, f 1paq “ f 1pbq “ 0, 证明: 存在 ξ P pa, bq,
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使得 @跟锦数学微信公众号

|f 2pξq| ě
4

pb ´ aq2
|fpbq ´ fpaq|.

00948

计算第二类曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

x3 dy dz ` y3 dz dx ` z3 dx dy,

其中 S 为单位球面外侧.

00949

设 β ą α ą 0, 求积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż `8

0

e´αx
2

´ e´βx
2

x
dx.

00950

多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px10
´ x9

` x9
´ ¨ ¨ ¨ ´ x ` 1qpx10

` x9
` ¨ ¨ ¨ ` x ` 1q

的所有偶次项系数之和是 .

00951

已知 a, b, c 两两不同, 则 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 1

a b c

a3 b3 c3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0

的充分必要条件是 .
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00952

已知 @跟锦数学微信公众号

A

¨

˚

˚

˝

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

c1 c2 c3

a1 ` 2b1 a2 ` 2b2 a3 ` 2b3

a1 a2 a3

˛

‹

‹

‚

,

则矩阵 A “ .

00953

设二维欧氏空间的一组基为 α, β, 它的度量矩阵为 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

2 3

3 5

¸

,

η 在基下的坐标为 p3,´4q, 求此向量的长度 |η| “ .

00954

设 A 是 n 维线性空间 V 上的幂零线性变换, 且 A n´1
‰ O, 则 A 的值域的维

数 dim A V “ .

00955

在实数域上将多项式 fpxq “ x5
` 32 分解为不可约多项式的乘积.

00956

设 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
1

2
¨ ¨ ¨

1

n
1

2

1

3
¨ ¨ ¨

1

n ` 1
...

...
. . .

...
1

n

1

n ` 1
¨ ¨ ¨

1

2n ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

(1) 计算 D1, D2, D3,

(2) 从第 1 问中找规律, 正确计算 D4.
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00957

设数域 P 上的矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 2 0

1 7 1 7

2 0 ´2 0

1 6 ´1 ´6

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

求 A´1.

00958

设实对称矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

2 ´1 ´1

´1 2 ´1

´1 ´1 2

˛

‹

‹

‚

.

求正交矩阵 T , 使得 TTAT 为对角阵.

00959

设多项式 fpxq 满足 fpxq | fpx2
q, fp0q “ 1. 证明: 若 x “ α 是 fpxq 的根, 则

α “ ˘1.

00960

用 r A 表示方阵 A 的秩, A,B 都是 n 阶方阵, 证明:

(1) r AB ě r A ` r B ´ n;

(2) 如果 r A2 “ r A3, 则有 r A3 “ r A4.

00961

设 A ,B 都是线性空间 V 的线性变换, 且 A 2
“ A . 证明: A B “ BA 当且仅

当 A V 及 A ´1
p0q 均为 B 的不变子空间.
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00962

设 V 是数域 P 上的线性空间, V1, V2 是 V 的;两个子空间, 证明: V “ V1 ‘ V2

当且仅当存在 V 的线性变换 A 满足 @跟锦数学微信公众号

A 2
“ A , V1 “ A V, V2 “ A ´1

p0q.

00963

设 0 ă p ă 1, fpxq 和 gpxq 在 ra, bs 上可积, 求证: @跟锦数学微信公众号

„
ż b

a

|fpxq ` gpxq|p dx



1
p

ď 2
1
p
´1

#

„
ż b

a

|fpxq|p dx



1
p

`

„
ż b

a

|gpxq|p dx



1
p

+

.

00964

内积空间是严格凸空间.

00965

求级数
8
ÿ

n“0

p´1qn

3n ` 2
的值.

00966

设 n, k 是整数, n ą 2, 1 ď k ď n. 设复数 ω 满足 ωn “ 1 但是 ωT ‰ 1

对任意 t “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1 (称这样的 ω 为 n 次本原单位根). 令 A “ pωijq0ďi,jďn´1

是一个 n 阶方阵. 令 A

ˆ

i1 ¨ ¨ ¨ ik

j1 ¨ ¨ ¨ jk

˙

是由 A 的第 i1 行, ¨ ¨ ¨ , 第 ik 行和第 j1 列,

¨ ¨ ¨ , 第 jk 列的交叉位置的元素构成的 k 阶子矩阵, 这里 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď n,

1 ď j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ď n.

(1) 证明: 对任意 1 ď k ď n, A

ˆ

1 ¨ ¨ ¨ k

j1 ¨ ¨ ¨ jk

˙

是可逆矩阵.

(2) 对任意 1 ď k ď n, 以及对任意的 @跟锦数学微信公众号

1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď n, 1 ď j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ď n,

A

ˆ

i1 ¨ ¨ ¨ ik

j1 ¨ ¨ ¨ jk

˙

一定可逆吗? 如果是, 给出证明; 如果不是, 给出反例.
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00967

[导数介值定理]设 f 在 ra, bs上可导,且 f 1
`
paq¨f 1

´
pbq ă 0,则 D ξ P pa, bq, s.t. f 1pξq ă

0.

00968

设 fpxq 在 r0, 1s 上可导, fp0q “ fp1q,

ż 1

0

fpxq dx “ 0, 且对一切 x P r0, 1s 都

有 f 1pxq ‰ 1, 记 gpxq “ fpxq ´ x, n ě 2 为正整数, 求证:

(1) gpxq 在 r0, 1s 上严格单调递减;

(2) ´
n

2
ă

n´1
ÿ

k“0

g

ˆ

k

n

˙

ă ´
n

2
` 1;

(3)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

2
.

00969

求由 z “ x ` y 和 z “ x2
` y2 围成的几何体体积.

00970

求

ż π
2

0

sinx ln sinx dx.

00971

设 D 为平面上的有界域, fpx, yq 在 D 上可微, 在 D̄ 上连续, 在 D̄ 的边界上

fpx, yq “ 0, 且在 D 上满足: fx ` fy “ f . 证明: 在 D̄ 上 fpx, yq “ 0.

00972

设 fpxq 在 rα,`8q 上连续, 当 x Ñ `8 时, fpxq 以直线 y “ ax` b 为渐近线,

求证: fpxq 在 rα,`8q 上一致连续.
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00973

设 A,B,C 均为 n 阶方阵, 适合 r pABq “ r pBq. 试证: r pABCq “ r pBCq.

00974

设 F 是一个数域, MnpFq 是由所有 n 阶 F 矩阵在矩阵加法和数乘矩阵之下构成
的 F 向量空间. 设 V 是 MnpFq 的一个非零子空间, 且满足 V 中的任何非零矩阵都

是可逆矩阵.

(1) 举出一个这样的子空间 V 的例子从而说明这样的子空间确实存在.

(2) 证明 V 的维数满足: dimV ď n.

00975

求证:

(1) 对任一收敛正项级数
8
ÿ

n“1

an, 必存在正项级数
8
ÿ

n“1

bn, 满足: lim
nÑ8

an

bn
“ 0;

(2)对任一通项为正的发散级数
8
ÿ

n“1

an,必存在发散正项级数
8
ÿ

n“1

bn,满足: lim
nÑ8

bn

an
“

0.

00976

讨论函数项级数
8
ÿ

n“0

px2 ` x ` 1qn

npn ` 1q
的收敛性和一致收敛性.

00977

设 fpxq 在 a 点处具有直到 n 阶的导数, f 1paq “ f 2paq “ ¨ ¨ ¨ “ f pn´1q
paq “ 0,

f pnqpaq ‰ 0, 证明:

(1) 当 n 为奇数时, fpaq 不是极值;

(2) 当 n 为偶数时, fpaq 是极值, 并指出什么时候是极大值, 什么时候是极小值.

00978

设 f 2pxq 在 p´8,`8q 上连续, 且对任意 x P p´8,`8q 有 |fpxq| ď M0,
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|f 2pxq| ďM1, 证明: |f 1pxq| ď
a

2M0M1.

00979

设 A 是 n 级正交矩阵且 |A| “ 1, @跟锦数学微信公众号

fpxq “ a0xn ` a1x
n´1

` ¨ ¨ ¨ ` an´1x ` an

是 A 的特征多项式. 证明:

(1) 当 n 为偶数时, 对任意的 0 ď i ď n, 有 ai “ an´i.

(2) 当 n 为奇数时, 对任意的 0 ď i ď n, 有 ai “ ´an´i.

(3) 当 n “ 2 时, 存在正交矩阵 B 使得 A “ B2.

00980

设常数 0 ă c ă 1, fpxq 在 x “ 0 点连续, 且 lim
xÑ0

fpxq ´ fpcxq

x
“ A 存在且有

限, 求证: fpxq 在 x “ 0 点可导, 并证明: f 1p0q “
A

1 ´ c
.

00981

Suppose that f PW 1,p
pR3

q and g PW 1,q
pR3

q with 1 ă p, q ă 8, 1{p`1{q “

1. Then ∇pfgq is in H1
pR3

q. Furthermore, we have @跟锦数学微信公众号

}∇pfgq}H1 ď C }∇f}Lp }g}Lq ` C }f}Lp }∇g}Lq , (2)

where C is independent of f and g.

00982

设 fpxq 在 ra, bs 上 Riemann 可积, fpxq ě c ą 0, 试证: ln fpxq 在 ra, bs 上

Riemann 可积.

00983

试证:

ż 8

0

e´αx
2

sinx dx 在 p0,`8q 内不一致收敛.
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00984

对 @ x, y P Rn, β ě 1, 试证: @跟锦数学微信公众号

p|x|β´1x ´ |y|β´1yq ¨ px ´ yq ě
1

2

`

|x|β´1
` |y|β´1

˘

|x ´ y|2,

且
1

2
不能再改进. 这里, @跟锦数学微信公众号

x ¨ y “
n
ÿ

i“1

xiyi, x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, y “ py1, ¨ ¨ ¨ , ynq.

00985

For f P 9Br
8,8pR

3
q, g, h P H1

pR3
q and any ε ą 0, 0 ă r ă 1, k P t1, 2, 3u, we

have @跟锦数学微信公众号
ż

R3

Bkf ¨ gh dx ď C }f}
2

1`r

9Br
8,8

}pg, hq}2L2 ` ε }∇pg, hq}2L2 . (3)

00986

[Hardy type inequality]If 1 ă p ă `8, r ‰ 1, f ě 0, and @跟锦数学微信公

众号

F pxq “

$

’

’

&

’

’

%

ż x

0

fptq dt, r ą 1,
ż 8

x

fptq dt, r ă 1,

then @跟锦数学微信公众号
ż 8

0

x´rF p dx ď

ˆ

p

|r ´ 1|

˙p ż 8

0

x´rpxfqp dx. (4)

00987

Let
3

2
ă q ă 3, and f, g P C1

c pR
3
q, we have @跟锦数学微信公众号

ż

R3

|f |2|g|2 dx1 dx2 dx3 ď C }∇f}2Lq }g}
2p2q´3q

q

L2 }∇hg}
2p3´qq
q

L2 ,

where C depends only on q.
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00988

判断下列论断是否正确, 并证明你的结论:

设 A ,B 是 n 维实线性空间 V 上的两个线性变换, 且 A B “ BA ; 又已知

A ,B 都存在特征向量, 则 A ,B 必有公共的特征向量.

00989

设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

pn ` 1qxnfpxq dx “ fp1q.

00990

试证: (1) inf
ně1

| sinn| “ 0; (2) tsinnu 发散; (3) 试求
8
ÿ

n“1

psinnqxn´1 的收敛域

及和函数.

00991

设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, gpxq 在 r0, 1s 上有定义, 且 gp0q ą 0, gp1q ă 0,

fpxq ` gpxq 在 r0, 1s 上单调递增. 试证: 存在 ξ P p0, 1q 使得 gpξq “ 0.

00992

定义 ψ 为 r0, 1s 到 n 阶方阵全体组成的欧氏空间的连续映射, 使得 ψp0q 为第一

类正交阵, ψp1q 为第二类正交阵. 证明: 存在 T0 P p0, 1q, 使得 ψpT0q 退化.

00993

设 Ω 是 R3 中简单光滑闭曲面 Σ 所围的有界连通区域. 考查问题 @跟锦数学微

信公众号
#

∆u “ 0, px, y, zq P Ω

u|Σ “ fpx, y, zq, px, y, zq P Σ
, (5)
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其中 fpx, y, zq 为已知连续函数, upx, y, zq 为具有二阶连续偏导的未知函数. 证

明若问题 (5) 有界, 则其解是唯一的, 即若 upx, y, zq, vpx, y, zq 皆满足 (5), 则有

upx, y, zq “ vpx, y, zq.

00994

设 n ě 2, 实数 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 都大于 ´1, 并且它们有着相同的符号. 证明: @跟

锦数学微信公众号

p1 ` a1qp1 ` a2q ¨ ¨ ¨ p1 ` anq ą 1 ` a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an.

00995

[矩阵迹的一些性质]设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵, 则 A 的迹 (trace) 为 @跟锦

数学微信公众号

tr pAq “
n
ÿ

i“1

aii.

它有如下性质:

(1) [线性泛函] tr pAq “ tr pAT
q, tr pA ` Bq “ tr pAq ` tr pBq, tr pcAq “

c ¨ tr pAq, @ c P F;

(2) [相似不变量] 若 A,B 相似, 则 tr pAq “ tr pBq;

(3) tr pABq “ tr pBAq;

(4) 〈A,B〉 “ tr pATBq 是 n 阶实方阵全体构成的实线性空间 MnpRq 上的内积.

00996

设 f P L1
pRq, fpxq ą 0, 定义 @跟锦数学微信公众号

f̂ptq “

ż

R
e´ixtfpxq dx.

证明: 对每个 t ‰ 0, 有 |f̂ptq| ă f̂p0q.

00997

Let λ1, ν, α be positive and β ą 3. If @跟锦数学微信公众号

λ1ν
2
rναpβ ´ 1qs

2
β´3 ą

β ´ 3

β ´ 1
,
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then there exists a positive δ such that @跟锦数学微信公众号

νλ1 ` αp|x|
β´1

` |y|β´1
q ´

1

2ν
p|x|2 ` |y|2q ě δ, @ x, y P Rn.

00998

[Evans PDE P 307]Integrate by parts to prove @跟锦数学微信公众号

}Du}Lp ď C }u}
1
2

Lp

›

›D2u
›

›

1
2

L2

for 2 ď p ă 8 and all u P C8
c pU q.

00999

[Evans PDE P 309]Use the Fourier transform to prove that if u P Hs
pRnq

for s ą n{2, then u P L8pRnq, with the bound @跟锦数学微信公众号

}u}L8pRnq ď C }u}HspRnq .

01000

设 A,B 都是 n 阶实方阵, A 半正定, B 半负定, 则 tr pABq ď 0.

01001

设 D “
 

px, yq P R2;x2
` y2

ď 1
(

, f P C1
pDq, 试证: @跟锦数学微信公众号

ĳ

D

|fpx, yq ´ fp0, 0q| dx dy ď

ĳ

D

b

f2
xpx, yq ` f

2
y px, yq

2
a

x2 ` y2
dx dy.

01002

设 tanu 递减趋于零, 试证: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

an

n
ă 8 ô an “ O

ˆ

1

lnn

˙

,
8
ÿ

n“1

pan ´ an`1q lnn ă 8.

01003

已知函数 fpxq 的反函数是 ϕpyq, 写出用 f 1, f 2, f3 表示 ϕ1, ϕ2, ϕ3 的表达式.
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01004

设 A 是数域 F 上的 n 阶反对称矩阵. 若 n 是奇数, 试证: |A| “ 0.

01005

设 A 是 m ˆ n 阶实矩阵, 试证: @跟锦数学微信公众号

r pAq “ r pATAq “ r pAAT
q.

01006

设 A,B 为半正定矩阵, 且 tr pABq “ 0, 求证: 对任意正整数 m, 都有 pA `

Bqm “ Am
`Bm.

01007

设 A,B 是 n 阶实半正定矩阵, 试证: @跟锦数学微信公众号

r pA `Bq “ r

ˆ

A

B

˙

“ r pA,Bq.

01008

设 A 是数域 F 上的 n 阶反对称矩阵, α 是 n 维列向量. 若 n 是偶数, 试证:

@跟锦数学微信公众号

|A ` xααT | “ |A|.

01009

设 A,B 是 m ˆ n 阶实矩阵, 满足 ATB ` BTA “ 0. 试证: @跟锦数学微信公

众号

r pA `Bq ě max tr pAq, r pBqu .
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01010

设 f : p´a, aq z t0u Ñ p0,`8q 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

„

fpxq `
1

fpxq



“ 2.

试证: lim
xÑ0

fpxq “ 1.

01011

设 α ą 0, 试证: lim
xÑ`8

lnx

xα
“ 0.

01012

设 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpxq “ 0, lim
xÑ0

fp2xq ´ fpxq

x
“ 0.

试证: @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0.

01013

设 fpxq, gpxq 分别是 m 次和 n 次多项式, 其中 m ą 0, n ą 0. 证明:

(1)存在次数低于 n的多项式 upxq与次数低于m的多项式 vpxq使得 upxqfpxq`

vpxqgpxq “ respfpxq, gpxqq;

(2) pfpxq, gpxqq “ 1 当且仅当 respfpxq, gpxqq ‰ 0.

这里, 对任意的多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ anx
n
` an´1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0,

@跟锦数学微信公众号

gpxq “ bmx
m
` bm´1x

m´1
` ¨ ¨ ¨ ` b1x ` b0,
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我们定义 fpxq, gpxq 的结式 respfpxq, gpxqq 为由两多项式系数形成的 Sylvester 矩

阵 A 的行列式, 其中 (f 的系数有 m 行, g 的系数有 n 行) @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

an an´1 ¨ ¨ ¨ a1 a0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

an an´1 ¨ ¨ ¨ a1 a0

bm bm´1 ¨ ¨ ¨ b1 b0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

bm bm´1 ¨ ¨ ¨ b1 b0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

01014

已知 A 为三阶实正交矩阵, detA “ 1. 试证: 存在正交矩阵 P , 使得 @跟锦数

学微信公众号

P TAP “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 cos θ ´ sin θ

0 sin θ cos θ

˛

‹

‹

‚

,

其中 @跟锦数学微信公众号

cos θ “
a11 ` a22 ` a33 ´ 1

2
.

01015

坤宁的诗句

01016

黄庭坚的诗句

01017

李商隐的诗句

01018

黄巢的诗句
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01019

会意

01020

曹雪芹《红楼梦》中的好了歌

01021

设 f 在 pa, bq 上单增, 试证: 对 @ x P pa, bq, @跟锦数学微信公众号

fpx ´ 0q “ sup
yăx

fpyq, fpx ` 0q “ inf
yąx

fpyq

存在.

01022

设 X 是 Banach 空间, f 是 X2 到 X 的双线性映射. 若 @跟锦数学微信公众号

D 0 ă α ă
1

4 }f}
, }f} “ sup

}u},}v}ď1

}fpu, vq} ,

则 @跟锦数学微信公众号

@ a P Bp0, αq, D | x P Bp0, 2αq, s.t. x “ a ` fpx, xq.

01023

试证: @跟锦数学微信公众号

2 arctanx ` arcsin
2x

1 ` x2
“ π, x ą 1.

01024

试建立 r0, 1s 到 p0, 1q 之间的一一对应.
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01025

设 u 为 n 维欧氏空间 R5 中的单位向量, 定义 Tupxq “ x ´ 2 〈x, u〉u. 现设

α, β 是 R5 中线性无关的两个单位向量, 问当 α, β 满足什么条件时, 存在正整数 k 使

得 pTαTβq
k 为单位映射.

01026

在度量空间 pX, ρq 中, 开球 Bpx, rq “ ty P X; ρpy, xq ă ru 的闭包一定是

ty P X; ρpy, xq ď ru 么? 如果是, 请给出证明; 如果不是, 请举出反例.

01027

设 f, g : R Ñ R 均是连续的周期函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ8

rfpxq ´ gpxqs “ 0.

试证: f ” g.

01028

设 f : r0,8q Ñ R 一致连续, 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

fpx ` nq “ 0, @ x ě 0.

试证: lim
xÑ8

fpxq “ 0.

01029

设 pX, ρq 是度量空间, A 是 X 的非空子集, 考虑 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ dist px,Aq
def
“ inf

yPA
ρpx, yq, x P X.

试证: f 是 X 上的一致连续函数.

01030

压力与烦恼

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 395 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

01031

张祖锦《修》

01032

设 f 在 r´1, 1s 上可导, M “ sup |f 1|. 若 @跟锦数学微信公众号

D a P p0, 1q, s.t.

ż a

´a

fpxq dx “ 0,

试证: @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

´1

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM p1 ´ a2
q.

01033

设 f 在 r0, 2s 上连续可导, 且 fp0q “ fp2q “ 1. 若 |f 1| ď 1, 试证: @跟锦数学

微信公众号

1 ď

ż 2

0

fpxq dx ď 3.

01034

设 f 在 r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0q “ fp1q “ f 1p0q “ 0, f 1p1q “ 1. 试证:

@跟锦数学微信公众号
ż 1

0

|f 2pxq|2 dx ě 4,

并指出不等式中等号成立的条件.

01035

对任意的 a ą 0, 试证: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

k“1

1

k ` a

c

a

k
ă π.
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01036

设 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an pn ě 2q 都是正数, 且 a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an ă 1. 证明:

(1)
1

1 ´
řn
k“1 ak

ą

n
ź

k“1

p1 ` akq ą 1 `
n
ÿ

k“1

ak;

(2)
1

1 `
řn
k“1 ak

ą

n
ź

k“1

p1 ´ akq ą 1 ´
n
ÿ

k“1

ak.

01037

设 a1 ď a2 ď ¨ ¨ ¨ ď an, 且 b1 ď b2 ď ¨ ¨ ¨ ď bn. 证明 Chebychëv (切比雪夫,

18211̃894) 不等式: @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

i“1

ai

n
ÿ

i“1

bi ď n
n
ÿ

i“1

aibi.

01038

求极限 lim
nÑ8

n sinp2πn!eq.

01039

设常数 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 满足 a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0. 求证: @跟锦数学微信公众

号

lim
xÑ`8

n
ÿ

k“1

ak sin
?
x ` k “ 0.

01040

求极限 lim
nÑ8

sinpπ
a

n2 ` 1q.

01041

设 A 是数域 F 上的 n 阶对合阵, 即 A2
“ En. 试证; n ´ trA 是偶数; 且

trA “ n ô A “ En.
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01042

设方阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 a a 0

a ´ 2 0 1 0

0 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

可对角化, 求 a 的值.

01043

设 A1, ¨ ¨ ¨ , An P MnpFq, gpxq P Frxs, 使得 gpA1q, ¨ ¨ ¨ , gpAnq 都是非异阵. 证

明: 存在hpxq P Frxs, 使得 gpAiq
´1
“ hpAiq 对所有的 1 ď i ď m 都成立.

01044

设 f 在 ra, bs 上二阶连续可微, 满足 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď A, |f 2pxq| ď B, @ x P ra, bs,

并且 @跟锦数学微信公众号

D x0 P ra, bs, s.t. |f 1px0q| ď D.

试证: @跟锦数学微信公众号

|f 1pxq| ď 2
?
AB `D, @ x P ra, bs.

01045

[杨忠道定理]拓扑空间中每个子集的导集都是闭集当且仅当每个单点集的导集是

闭集.

01046

单调函数的不连续点集是可数集.
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01047

证明: 任何一个有限补空间和任何一个可数补空间都是局部连通空间.

01048

设 A Ă R, 试证: A 是连通的 ô A 是道路连通的.

01049

设 X 是一个满足第一可数性公理的空间, A Ă X. 证明 A 是一个开子集当且

仅当对于 X 中的任何一个序列 txiu, 只要 lim
iÑ8

xi “ x P A, 则存在 N ą 0 使得当

i ě N 时有 xi P A.

01050

已知 c2
´ 4ab ‰ 0, 计算行列式 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c a

b c a

. . .
. . .

. . .

b c a

b c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

01051

设矩阵 A “ paijqnˆn, B “ pbijqnˆn, 定义 C “ paijbijqnˆn. 证明: 若 A,B 半正

定, 则 C 半正定.

01052

板书与ppt

01053

科学上网
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01054

可表示拟阵

01055

试证: @跟锦数学微信公众号

arctan a ´ arctan b ą
a ´ b

?
1 ` a2

?
1 ` b2

, @ a ą b ą 0.

01056

设 R 是集合 X 上的等价关系; p : X Ñ X{R 是自然映射; 对 i “ 1, 2,

pi : X ˆX Ñ X 是第 i 个投射, 也即 @跟锦数学微信公众号

p1px, yq “ x, p2px, yq “ y, @ px, yq P X ˆX.

试证: @跟锦数学微信公众号

p´1
rppAqs “ p2rp

´1
1 pAq XRs, @ A Ă X.

01057

当 a 取何值时, 边值问题 @跟锦数学微信公众号
#

y2pxq ` aypxq “ 1

yp0q “ yp1q “ 0

没有解.

01058

设 fpxq 是 pa,`8q 上的连续函数, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

fpxq “ L,

x0 ą a 是一常数, k 是一正常数. 求初值问题 @跟锦数学微信公众号
#

y1 ` ky “ fpxq

ypx0q “ y0

的解, 并计算该解当 x Ñ `8 时的极限.
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01059

设 X “ ta, b, cu, Y “ td, e, f, gu, R “ tpa, dq, pa, eq, pb, fqu, A “ ta, cu,

B “ td, e, gu. 试求 RpAq, R´1
pBq, R 的值域与定义域.

01060

实数集合 R 中第一个关系 R 定义为 @跟锦数学微信公众号

R “
 

px, yq P R2; x ´ y P Z
(

.

证明 R 是一个等价关系.

01061

设 X,Y 是两个集合, f : X Ñ Y . 试证:

(1) 对于任意 A Ă X, @跟锦数学微信公众号

A Ă f´1
pfpAqq ;

(2) 对于任意 B Ă Y , @跟锦数学微信公众号

B Ą f
`

f´1
pBq

˘

,

(3) f 是一个满射当且仅当 @跟锦数学微信公众号

B “ fpf´1
pBqq

对于任何 B Ă Y 成立.

01062

设 A 是实数集合 R 的一个子集, 它包含着某个非退化的开区间, 即存在 a, b P R,

a ă b, 使得 A Ą pa, bq. 证明 cardA “ ℵ.

01063

设 A 为 m ˆ n 矩阵, r pAq “ k, 证明:

(1) 若 A “ A1 `A2 ` ¨ ¨ ¨ `Al, 且 r pAiq “ 1, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , l, 则 l ě k;

(2) 存在秩为 1 的矩阵 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , Ak 使得 A “ A1 `A2 ` ¨ ¨ ¨ `Ak.
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01064

设 σ, σ1 : Rˆ R Ñ R 使得对任意 x, y P R, 有 σpx, yq “ px´ yq2 和 σ1px, yq “

|x2
´ y2

|. 证明 σ 和 σ1 都不是 R 的度量.

01065

试证:

(1) 从拓扑空间到平庸空间的任何映射都是连续映射;

(2) 从离散空间到拓扑空间的任何映射都是连续映射.

01066

求集合的导集和闭包:

(1) 设 A 是有限补空间 X 中的一个无限子集, 求 A 的导集和闭包;

(2) 设 A 是可数补空间 X 中的一个不可数子集, 求 A 的导集和闭包;

(3) 求实数空间 R 中的有理数集 Q 的导集和闭包;

(4) 设 X˚ 是 §2.2 习题 9 中定义的拓扑空间, 求单点集 t8u 的导集和闭包.

01067

设 X 是一个拓扑空间, A,B Ă X. 证明:

(1) A´
“ A Y BA, Ao

“ A z BA;

(2) BpAo
q Ă BA, BpA´

q Ă BA;

(3) BpA YBq Ă BA Y BB, pA YBqo Ą Ao
YBo;

(4) BA “ ∅ 当且仅当 A 是一个既开又闭的集合;

(5) BpBAq Ă BA;

(6) A XB X BpA XBq “ A XB X pBA Y BBq.

01068

设 X 是一个度量空间. 证明: 如果 X 有一个基只含有有限个元素, 则 X 必为含

有有限多个点的离散空间.
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01069

如果 Y 是拓扑空间 X 的一个开 (闭) 子集, 则 Y 作为 X 的子空间时特别地被

称为 X 的开 (闭) 子空间. 证明:

(1) 如果 Y 是拓扑空间 X 的一个开子空间, 则 A Ă Y 是 Y 中的一个开集当且

仅当 A 是 X 的一个开集;

(2) 如果 Y 是拓扑空间 X 的一个闭子空间, 则 A Ă Y 是 Y 中的一个闭集当且

仅当 A 是 X 的一个闭集.

01070

设 pX, ρq 是一个度量空间, 证明映射 ρ : X ˆX Ñ R 是一个连续映射.

01071

设 f 是 r0, 1s 上的连续可微函数, 满足 fp0q “ fp1q “ 0. 试证: @跟锦数学微信

公众号
„
ż 1

0

fpxq dx

2

ď
1

12

ż 1

0

|f 1pxq|2 dx,

且等号成立当且仅当 fpxq “ Axp1 ´ xq, 其中 A 是常数.

01072

设 n 阶行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a11 ¨ ¨ ¨ a1n

...
. . .

...

an1 ¨ ¨ ¨ ann

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1,

且满足 aij “ ´aji, i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 对任意的 x, 求 n 阶行列式 @跟锦数学微信

公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a11 ` x ¨ ¨ ¨ a1n ` x

...
. . .

...

an1 ` x ¨ ¨ ¨ ann ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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01073

设 A 为 s ˆ n 矩阵. 证明: @跟锦数学微信公众号

s ´ r pEs ´AA
T
q “ n ´ r pEn ´A

TAq.

01074

设 A为对称矩阵,存在线性无关的向量 x1, x2,使得 xT1Ax1 ą 0, xT2Ax2 ă 0. 证

明: 存在线性无关的向量 x3, x4 使得 x1, x2, x3, x4 线性相关, 且 xT3Ax3 “ x
T
4Ax4 “

0.

01075

设 σ, τ 为线性变换, 且 σ 有 n 个不同的特征值. 证明: 若 στ “ τσ, 则 τ 可由

I, σ, σ2, ¨ ¨ ¨ , σn´1 线性表出, 其中 I 为恒等变换.

01076

设 fpxq 为 A 的特征多项式, 且存在互素的次数分别为 p, q 的多项式 gpxq, hpxq

使得 fpxq “ gpxqhpxq. 求证: @跟锦数学微信公众号

r rgpAqs “ q, r rhpAqs “ p.

01077

设 fpxq 在 p´8,`8q 上 n 次可微, 且 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ďM0, |f pnqpxq| ďMn, pM0,Mn 为常数q.

求证:

(1) f 1pxq, ¨ ¨ ¨ , f pn´1q
pxq 在 p´8,`8q 上有界;

(2) |f pkqpxq| ď 2
kpn´kq

2 M
1´ k

n
0 M

k
n
n , p0 ď k ď nq.
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01078

试求 @跟锦数学微信公众号
ĳ

x2`y2ďR2

ex cos y dx dy.

01079

设 X,Y 是两个拓扑空间, f : X Ñ Y 是商映射. 令 @跟锦数学微信公众号

R “
 

px, yq P X2; fpxq “ fpyq
(

.

试证: (1) R 是 X 中的一个等价关系; (2) Y 同胚于商空间 X{R.

01080

设 A 和 B 是拓扑空间 X 的隔离子集, 证明: 如果 A1 Ă A, B1 Ă B, 则 A1 和

B1 也是隔离子集.

01081

设 X 是一个拓扑空间, x, y P X 是连通的. 证明: 如果 E 是一个既开又闭的子

集, 则或者 x, y P E 或者 x, y R E. (此命题的逆命题不成立, 见下题.)

01082

设 fpxq 在 r1,`8q 上非负递增, 并且积分

ż 8

1

fpxq ´ x

x2
dx 收敛. 证明: 极限

lim
xÑ`8

fpxq

x
“ 1.

01083

设函数 fpxq 在

„

0,
π

2



上连续, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż π
2

0

n rxfpxq ´ fp0q sinxs cosn x dx “ 0.
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01084

科研思路

01085

科研思路

01086

设 fpxq 在 x “ 0 的邻域连续, 且 fp0q ‰ 0, 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

lnp1 ` xq
şx

0 fpx ´ tq dt
şx

0 psinx ´ tqfptq dt
.

01087

诸葛亮关于人之交往

01088

设 X 和 Y 是两个拓扑空间, f : X Ñ Y 是一个连续映射. 证明: 如果 X 是一

个可分空间, 则 fpXq 也是可分的. (这说明可分性是一个连续映射所保持的性质, 并

且由此可见, 它是一个拓扑不变性质, 可商性质.)

01089

设 X 和 Y 是两个拓扑空间, f : X Ñ Y 是一个连续映射. 证明: 如果 X 是一

个 Lindelöff 空间, 则 fpXq 也是一个 Lindelöff 空间.

01090

设 X 是一个拓扑空间, 证明: X 是 T0 空间当且仅当对于任何 x, y P X, x ‰ y,

或者 txu X tyu “ ∅ 或者 tyu X txu “ ∅.
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01091

设 X 是一个拓扑空间, 证明: X 是 T1 空间当且仅当对于任何 x P X, 点 x 的

所有邻域的交恰是单点集 txu.

01092

设 U 是拓扑空间 X 中的一个开集. 证明: 如果 X 中的一个由紧致闭集构成的

集族 B 满足条件
č

BPB

B Ă U , 则存在 B 的一个有限子族 tB1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bnu 满足条

件 @跟锦数学微信公众号

B1 X ¨ ¨ ¨ XBn Ă U.

01093

设 X 是一个 Hausdorff 空间, A 是它的一个非空集族, 且由 X 的紧致子集构

成. 证明:
č

APA

A 是 X 的一个紧致子集.

01094

弱收敛的一个充分条件

01095

设 A,B 都是实反对称矩阵, 且 A 可逆, 则 |A2
´B| ą 0.

01096

设 X,Y 分别为 m ˆ n 与 n ˆm 阵, 且 @跟锦数学微信公众号

Y X “ En, A “ Em `XY.

证明: A 相似于对角阵.
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01097

设 fpxq 是定义在 ra, bs 上的增函数. 再设 x0 P ra, bq, 而点列 txnu 满足:

xn ą x0, lim
nÑ8

xn “ x0. 求证: lim
nÑ8

fpxnq 存在.

01098

设 A 为 n 阶正定矩阵, x, y 为 n 维列向量且满足 xTy ą 0. 试证: 矩阵 @跟锦

数学微信公众号

M “ A `
xxT

xTy
´
AyyTA

yTAy

正定.

01099

∆f 乘以 |f |q´2f 后的积分如何化简?

01100

已知函数 fpxq “ lnx ´ ax, 其中 a 为常数. 如果 fpxq 有两个零点 x1, x2. 试

证: x1x2 ą e2.

01101

设 f 在 r0, 1s 上可微, 且满足条件 fp1q “ 3

ż 1{3

0

ex´1fpxq dx, 证明: 存在 ξ P

p0, 1q, 使得 fpξq ` f 1pξq “ 0.

01102

设 f 为 r0, 1s 上的连续正函数, 且 @跟锦数学微信公众号

f2
ptq ď 1 ` 2

ż t

0

fpsq ds.

证明: fptq ď 1 ` t.
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01103

´

ż

∆u ¨ |u|q´2u 的化简

01104

设 f 为 r0, 1s 上的连续非负函数, 找出满足条件 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

fpxq dx “ 1,

ż 1

0

xfpxq dx “ a,

ż 1

0

x2fpxq dx “ a2

的所有 f , 其中 a 为给定实数.

01105

设 f P C2
r0, πs, 且 fpπq “ 2,

ż π

0

rfpxq ` f 2pxqs sinx dx “ 5. 求 fp0q.

01106

设 f P Cp´8,`8q, 定义 F pxq “

ż b

a

fpx ` tq cos t dt, a ď x ď b. (1) 证明: F

在 ra, bs 上可导; (2) 计算 F 1pxq.

01107

设 n P N`, 计算积分

ż π{2

0

sinnx

sinx
dx.

01108

令 Bpm,nq “
n
ÿ

k“0

Ck
n

p´1qk

m ` k ` 1
, m,n P N`.

(1) 证明 Bpm,nq “ Bpn,mq; (2) 计算 Bpm,nq.

01109

证明: 当 m ă 2 时, lim
xÑ0`

1

xm

ż x

0

sin
1

t
dt “ 0.
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01110

证明: 当 λ ă 1 时, lim
RÑ`8

Rλ

ż π{2

0

e´R sin θ dθ “ 0.

01111

计算以下渐近等式 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

xn´1

1 ` x
dx “

a

n
`
b

n2
` o

ˆ

1

n2

˙

pn Ñ 8q

中的待定常数 a, b.

01112

设非负严格增加函数 f 在区间 ra, bs 上连续, 有积分中值定理, 对于每个 p ą 0

存在唯一的 xp P pa, bq, 使 @跟锦数学微信公众号

fppxpq “
1

b ´ a

ż b

a

fpptq dt.

试求 lim
pÑ8

xp.

01113

设 f P Cr0,`8q, a 为实数, 且存在有限极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ8

„

fpxq ` a

ż x

0

fptq dt



.

证明; fp`8q “ 0.

01114

@跟锦数学微信公众号

ÿ

|α|ďm

}Dα
pfgq ´ pDαfqg}L2 ď C p}f}L8 }g}Hm ` }f}Hm´1 }∇g}L8q .

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 410 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

01115

Assume that a is a positive constant, xptq, yptq are two nonnegative C1
pR`q

functions, and Dptq is a nonnegative function, satisfying @跟锦数学微信公众号

d

dt
px2

` y2
q `D ď apx2

` y2
` x ` yqD.

If additionally, the initial data satisfy @跟锦数学微信公众号

x2
p0q ` y2

p0q `
a

2px2p0q ` y2p0qq ă
1

a
,

then, for any t ą 0, one has @跟锦数学微信公众号

x2
ptq ` y2

ptq ` xptq ` yptq ă x2
p0q ` y2

p0q `
a

2px2p0q ` y2p0qq ă
1

a
.

01116

For f P Hs
pR3

q with s ą
3

2
, we have @跟锦数学微信公众号

}f}L8 ď C
´

1 ` }f} 9B0
8,8

¯

ln p1 ` }f}Hsq , s ą
3

2
.

01117

@跟锦数学微信公众号

p∇ ˆ bq ˆ b “ ´∇
|b|2

2
` pb ¨∇qb.

01118

求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

1
?
n ` k

.

01119

设 x ‰ 0, 矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˝

1
x

n
´
x

n
1

˛

‚.

计算 lim
xÑ0

lim
nÑ8

pAn
´ Eq.
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01120

设 fpxq “ x2 lnpx ` 1q, 求 f pnqp0q.

01121

证明不等式: @跟锦数学微信公众号

1 ` x ln
´

x `
a

1 ` x2
¯

ą
a

1 ` x2, x ą 0.

01122

设数列 txnu 满足 0 ă x1 ă π, xn`1 “ sinxn pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

(1) 证明 lim
nÑ8

xn 存在, 并求其极限;

(2) 计算 lim
nÑ8

ˆ

xn`1

xn

˙
1

x2n

;

(3) 证明 lim
nÑ8

c

n

3
xn “ 1;

(4) 计算 lim
nÑ8

n

lnn

ˆ

1 ´
nx2

n

3

˙

.

01123

设 fpxq 在 R 上连续, 又 @跟锦数学微信公众号

φpxq “ fpxq

ż x

0

fptq dt

单调递减. 证明: f ” 0.

01124

设 A 是 n 阶实对称矩阵, 其正负惯性指数分别是 p, q. 再设 @跟锦数学微信公

众号

fpxq “ xTAx, Nf “ tx P Rn; fpxq “ 0u .

证明:

(1) 包含于 Nf 的线性空间的维数至多是 n ´max tp, qu;

(2) 若 W 是 Rn 的一个线性子空间, 将二次型限定在 W 中得到正负惯性指数分

别是 p1, q1, 则有 p1 ď p, q1 ď q.
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01125

在 [Yosida, Kōsaku. Functional analysis. Reprint of the sixth (1980)

edition. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1995] 第 126-127

页给出了一致凸 Banach 空间的定义: 若 Banach 空间 X 满足 @跟锦数学微信公众

号

@ ε ą 0, D δ “ δpεq ą 0, s.t.

}x} ď 1, }y} ď 1, }x ´ y} ě ε ñ }x ` y} ď 2p1 ´ δq.

则称 X 是一致凸的 Banach 空间. 试证: 若 txnu , tynu Ă X 满足 @跟锦数学微信

公众号

lim
nÑ8

}xn} “ lim
nÑ8

}yn} “ 1, }xn ´ yn} ě ε
1
ą 0,

则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

}xn ` yn} ă 2.

01126

设 V 是有理数域 Q 上的三维线性空间, A : V Ñ V 是一个线性变换. 已知

α1, α2, α3 P V pα1 ‰ 0q 满足 @跟锦数学微信公众号

A α1 “ α2, A α2 “ α3, A α3 “ α1 ` α2.

证明: 向量组 α1, α2, α3 是 V 的一组基.

01127

设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ fp1q “ 0, f

ˆ

1

2

˙

“ 1. 证

明: 对于任意的实数 λ, 一定存在 ξ P p0, 1q, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1pξq ´ λfpξq ` λfpξq “ 1.

01128

函数 fpxq 在 r0, 1s 上单调减, 证明: 对于任何 α P p0, 1q, @跟锦数学微信公众号

ż α

0

fpxq dx ě α

ż 1

0

fpxq dx.
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01129

设 an ą 0, Sn “ a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an, 级数
8
ÿ

n“1

an 发散, 证明:
8
ÿ

n“1

an

Sn
发散.

01130

设 fpxq 在 ra, bs 上一阶连续可导, fpaq “ 0. 证明: @跟锦数学微信公众号

ż b

a

f2
pxq dx ď

pb ´ aq2

2

ż b

a

rf 1pxqs2 dx ´
1

2

ż b

a

rf 1pxqs2px ´ aq2 dx.

01131

设 fpxq 二阶连续可导, fp0q “ fp1q “ 0, max
0ďxď1

fpxq “ 2. 证明: @跟锦数学微

信公众号

min
0ďxď1

f 2pxq ď ´16.

01132

试证:

ż 8

0

du

1 ` u4
“

π

2
?

2
.

01133

设 A 是 n 阶 Hermite 矩阵, 即 A˚
” ĀT

“ A. 试证:

(1) α˚Aα P R, @ α P Cn;

(2) A 的特征值均为实数;

(3) }pA ˘ iEqα}2 “ }Aα}2 ` }α}2 , @ α P Cn;

(4) A ˘ iE 可逆;

(5) B “ pA ´ iEqpA ` iEq´1 是酉矩阵, 即 B˚B “ BB˚;

(6) E ´B 可逆;

(7) A “ ipE `BqpE ´Bq´1.
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01134

设 B 是 n 阶酉矩阵, 满足 r pE ´Bq “ n. 试证: 存在唯一的 n 阶 Hermite 矩

阵 A 使得 pA ´ iEqpA ` iEq´1
“ B.

01135

试证: @跟锦数学微信公众号

x
1

ln 2 ln
`

1 ` 1
x

˘

lnp1 ` xq
ą 1, x ą 1.

01136

设 f 是 ra, bs 上的连续函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

D̄`fpxq “ lim
yÑx`

fpyq ´ fpxq

y ´ x
ě 0, a ď x ď b.

试证: fpaq ď fpbq.

01137

在实数空间 R 中给定如下等价关系: @跟锦数学微信公众号

x „ y ô x, y P p´8, 1q 或者 x, y P r1, 2q 或者 x, y P r2,`8q.

设在这个等价关系下得到的商集 Y “ tr´2s, r1s, r2su, 试写出 Y 的商拓扑.

01138

域 F 上的矩阵 A 称为幂等矩阵, 如果 A2
“ A. 试证: 若 A 幂等, 则 A 可对角

化, 且 r pAq “ tr pAq.

01139

@跟锦数学微信公众号

∇ ˆ pa ˆ bq “ pb ¨∇qa ´ pa ¨∇qb ` ap∇ ¨ bq ´ bp∇ ¨ aq.
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01140

@跟锦数学微信公众号

0 ă p ă 8 ñ Hp “ 9F 0
p,2; BMO “ 9F 0

8,2.

01141

@跟锦数学微信公众号

∇ ¨ b “ 0 ñ ∇ ˆ rp∇ ˆ bq ˆ bs “ ∇ ˆ r∇ ¨ pb b bqs.

01142

@跟锦数学微信公众号

9B0
8,2 Ĺ BMO.

01143

设 f P LpRq, 试证: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

fpn2xq

在 R 上几乎处处收敛到一 Lebesgue 函数.

01144

Let @跟锦数学微信公众号

λ, µ P R, 1 ď p, q ď r ď 8, 0 ă θ ă 1,

´λ `
n

p
ă
n

r
ă ´µ `

n

q
,

n

r
“ p1 ´ θq

ˆ

´λ `
n

p

˙

` θ

ˆ

´µ `
n

q

˙

.

Then @跟锦数学微信公众号

}f} 9B0
r,1
ď }f}1´θ9Bλp,8

}f}θ9Bµq,8 .
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01145

设 F 为数域, 如果 p1pxq, ¨ ¨ ¨ , prpxq 是数域 F 上的 r 个两两不同的首相系数为

1 的不可约多项式, 证明: fpxq “ p1pxq ¨ ¨ ¨ prpxq 在数域 F 上无重根.

01146

设 V 是由次数不超过 4 的一切实系数一元多项式组成的向量空间. 对于 V 上的

任意多项式 fpxq, 以 x2
´ 1 除 fpxq 所得的商式及余式分别为 qpxq 和 rpxq, 记 @跟

锦数学微信公众号

fpxq “ qpxqpx2
´ 1q ` rpxq.

设 A 是 V 到 V 的映射, 使得 @跟锦数学微信公众号

A pfpxqq “ rpxq.

试证: A 是一个线性变换, 并求它关于基底
 

1, x, x2, x3, x4
(

的矩阵.

01147

设 fpxq 在 ra, bs 上可微, fpaq “ fpbq “ 0, 则对 @ x P ra, bs, 存在 ξ P pa, bq,

使得 @跟锦数学微信公众号

fpxq “
f 2pξq

2
px ´ aqpx ´ bq.

01148

fpxq 在 ra, bs 上二阶可微, 试证: 对任意 c P pa, bq, 存在 ξ P pa, bq 使得 @跟锦

数学微信公众号

f 2pξq

2
“

fpaq

pa ´ bqpa ´ cq
`

fpbq

pb ´ aqpb ´ cq
`

fpcq

pc ´ aqpc ´ bq
.

01149

设 f 在 r0, cs 上连续, fp0q “ 0, 且当 x P p0, cq 时, f 2pxq ă 0. 试证: 当

0 ă a ă b ă a ` b ă c 时, @跟锦数学微信公众号

fpa ` bq ă fpaq ` fpbq.
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01150

设 fpxq 在 ra, bs 上连续, fpaq ă fpbq, 又设对一切 x P pa, bq, @跟锦数学微信

公众号

lim
tÑ0

fpx ` tq ´ fpx ´ tq

t

存在, 用 gpxq 表示这一极限值. 试证: 存在 c P pa, bq, 使得 gpcq ě 0. (南开大学)

(注意题目未假定导数存在)

01151

试证: @跟锦数学微信公众号

gpn, iq ”
n
ÿ

k“0

Ck
np´1qkki “

#

0, 0 ď i ď n ´ 1

p´1qnn!, i “ n
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

01152

设 f 是 R 上周期为 1 的 C1 函数. 如果 f 满足以下条件: @跟锦数学微信公众

号

fpxq ` f

ˆ

x `
1

2

˙

“ fp2xq, @ x P R.

证明: f 恒等于零.

01153

若函数 pptq 在 r0,8q 连续, 且当 t Ñ `8 时, pptq “ optNq (N 为正整数). 又

λ ă 0, 证明: 当 t Ñ 8 时, @跟锦数学微信公众号
ż 8

t

ppτ qeλτ dτ “ optN`1
qeλt.

(北京师范大学)

01154

设 f P Cn`1
pRq, 试证: 对 @ a P R, @跟锦数学微信公众号

dn

dxn

„

fpxq ´ fpaq

x ´ a



x“a

“
f pn`1qpaq

n ` 1
.
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01155

试计算矩阵 A “ psinpαi ` αjqqnˆn (n ě 2) 的行列式.

01156

[Schur酉三角化定理]任意复方阵都酉相似于某个上三角阵.

01157

[谱分解定理]任一正规矩阵都酉相似与一个对角矩阵, 即 @跟锦数学微信公众号

A P Cnˆn满足A˚A “ AA˚

ñ存在酉矩阵 U P Cnˆn, s.t. U ˚AU “ diag pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq, 其中 λi 是 A 的特征值 .

01158

设 N p0, 0, 1q 是球面 S : x2
` y2

` z2
“ 1 的北极点. @跟锦数学微信公众号

Apa1, a2, 0q, Bpb1, b2, 0q, Cpc1, c2, 0q

为 xOy 平面上不同的三点. 设连接 N 与 A,B,C 的三直线依次交球面 S 于点

A1, B1 与 C1.

(1) 求连接 N 与 A 两点的直线方程.

(2) 求点 A1, B1 与 C1 的坐标.

(3) 给定点 @跟锦数学微信公众号

Ap1,´1, 0q, Bp´1, 1, 0q, Cp1, 1, 0q,

求四面体 NA1B1C1 的体积.

01159

求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

lnn

ln p12020 ` 22020 ` ¨ ¨ ¨ ` n2020q
.
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01160

设 A,B 均为 2020 阶正交矩阵, 齐次线性方程组 Ax “ Bx (x P R2020) 的解空

间维数为 3. 问: 矩阵 A,B 是否可能相似? 证明你的结论.

01161

称非常值一元 n 次多项式 (合并同类项后) 的 n ´ 1 次项 (可能为 0) 为第二项.

求所有 2020 次复系数首一多项式 fpxq, 满足对 fpxq 的每个复根 xk, 都存在非常值

复系数首一多项式 gkpxq 和 hkpxq, 使得 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px ´ xkqgkpxqhkpxq,

且 gkpxq 与 hkpxq 的第二项系数相等.

01162

设 ϕ 是 R 上严格单调增加的连续函数, ψ 是 ϕ 的反函数, 实数列 txnu 满足 @跟

锦数学微信公众号

xn`2 “ ψ

ˆˆ

1 ´
1
?
n

˙

ϕpxnq `
1
?
n
ϕpxn`1q

˙

, n ě 2.

证明 txnu 收敛或举例说明 txnu 有可能发散.

01163

对于有界区间 ra, bs 的划分 @跟锦数学微信公众号

P : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn`1 “ b,

其范数定义为 @跟锦数学微信公众号

}P } “ max
0ďkďn

pxk`1 ´ xkq.

现设 ra, bs 上的函数 f 满足 Lipschitz 条件, 即存在常数 M ą 0 使得对任何 x, y P

ra, bs, 成立 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ďM |x ´ y|,
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定义 @跟锦数学微信公众号

spf ;P q “
n
ÿ

k“0

a

|xk`1 ´ xk|2 ` |fpxk`1q ´ fpxkq|2.

若 lim
}P }Ñ0`

spf ;P q 存在, 则称曲线 y “ fpxq 可求长. 记 Pn 为 ra, bs 的 2n 等分. 证

明:

(1) lim
nÑ8

spf ;Pnq 存在.

(2) 曲线 y “ fpxq 可求长.

01164

已知椭球面 @跟锦数学微信公众号

Σ0 :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a ą b

的外切柱面 Σε (ε “ 1 或 ´1 平行于已知直线 @跟锦数学微信公众号

lε :
x ´ 2

0
“

y ´ 1

ε
?
a2 ´ b2

“
z ´ 3

c
.

试求与 Σ 交于一个圆周的平面的法方向. 注: 本题中的外切柱面指的的每一条直母线

均与已知椭球面相切的柱面.

01165

设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且 1 ď fpxq ď 3, 证明: @跟锦数学微信公众号

1 ď

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

dx

fpxq
ď

4

3
.

01166

设 A 为 n 阶复方阵, ppxq 为 A 的特征多项式.又设 gpxq 为 m 次复系数多项式,

m ě 1. 证明: gpAq 可逆当且仅当 ppxq 与 gpxq 互素.

01167

设 σ 为 n 维复向量空间 Cn 的一个线性变换, E 表示恒等变换. 证明以下两条等

价:
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(1) σ “ kE , k P C;

(2) 存在 σ 的 n ` 1 个特征向量: v1, ¨ ¨ ¨ , vn`1, 这 n ` 1 个向量中任何 n 个向量均

线性无关.

01168

计算广义积分 @跟锦数学微信公众号

ż `8

1

pxq

x3
dx,

这里 pxq 表示 x 的小数部分 (例如: 当 n 为正整数且 x P rn, n`1q 时, pxq “ x´n).

01169

设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 满足对任意 x P r0, 1s, @跟锦数学微信公众号

ż x

x2

fptq dt ě
x2 ´ x4

2
.

证明:

ż 1

0

f2
pxq dx ě

1

10
.

01170

设 F 是一个数域, V “ Fnˆn 是 F 上所有 n 级矩阵构成的 F 上的线性空间, f 是

V 上的线性变换, 证明: 若 f 保持矩阵的乘法运算, 即对任意 A,B P V , @跟锦数学

微信公众号

fpABq “ fpAq ¨ fpBq.

则存在 n 级可逆矩阵 Q 使得对任意 X P V , 有 fpXq “ Q´1XQ.

01171

试证: @跟锦数学微信公众号

p1 ` aq lnp1 ` aq ` p1 ` bq lnp1 ` bq ă p1 ` a ` bq lnp1 ` a ` bq, @ a, b ą 0.
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01172

设 fpxq 在 ra, bs 上可导, 且 f 1paq “ f 1pbq, 试证: @跟锦数学微信公众号

D ξ P pa, bq, s.t. f 1pξqpξ ´ aq “ fpξq ´ fpaq.

01173

设 H´1 是 H1
0 的对偶空间, 定义域为 r0, 1s. 试证:

(1) th sinp2πhxq; h ą 0u 在 H´1 中有界;

(2) 试求 h sinp2πhxq 在 H´1 中的弱极限.

01174

已知二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “ x2
` 3y2

` z2
` 2bxy ` 2xz ` 2yz

的秩是 2, 求参数 b, 并指出方程 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “ 4

表示什么曲面?

01175

试求 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2
´

x
1
n ´ x

1
n`1

¯

, x ą 0.

01176

无穷多个无穷小量相乘还是无穷小量么?

01177

设立体 Σ 由 x2
` y2

“ 2z 与 z “ 4 ´
a

x2 ` y2 围成, 求 Σ 的体积与表面积.
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01178

对任两酉阵 U, V , 有 @跟锦数学微信公众号

}A}F “ }UAV }F .

01179

设 D 是 R3 中的有界闭区域, f 在 D 上连续且有偏导数. 如果在 D 上有 @跟锦

数学微信公众号

fx ` fy ` fz “ f, f |BD “ 0 pBD 记 D 的边界q .

则 f 在 D 上恒等于 0.

01180

设 @跟锦数学微信公众号

~F “

ˆ

a ´
1

y
`
y

z
,
x

z
`
bx

y2
,´
cxy

z2

˙

,

其中 a, b, c 是三个常数.

(i) 问 a, b, c 取何值时, ~F 为有势场.

(ii) 当 ~F 为有势场时, 求出它的势函数.

01181

设 f 是从区间 r0, 1s 映到 r0, 1s 的函数, 其图像 @跟锦数学微信公众号

tpx, fpxqq; x P r0, 1su

是单位正方形 r0, 1s ˆ r0, 1s 的闭子集. 证明: f 是连续函数.

01182

求 lim
nÑ8

n
a

1 ` 2n sinn x. (内蒙古大学)
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01183

设矩阵 A “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq 通过初等行变换化为

˜

Er b

0 0

¸

, 则 A 的秩为 r, 且

α1, ¨ ¨ ¨ , αr 为 A 的列向量组的一个极大无关组, pαr`1, ¨ ¨ ¨ , αnq “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αrqb.

01184

梁济自杀前问儿子梁漱溟：这个世界会好吗？

01185

设 @跟锦数学微信公众号

xn “
n
ÿ

k“1

k sin2 k

n2 ` k sin2 k
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

求证: 数列 txnu 收敛.

01186

在 R4 中定义如下有界区域 Ω: @跟锦数学微信公众号

Ω “

!

px, y, z, wq P R4; |x| ` |y| `
a

z2 ` w2 ď 1
)

.

计算 Ω 的体积.

01187

设 tanu 为数列, Sn “
n
ÿ

k“1

ak 为部分和.

(1). 当 lim
nÑ8

an “ 0 时, 证明 lim
nÑ8

Sn

n
“ 0.

(2). 设 tSnu 有界, lim
nÑ8

pan`1 ´ anq “ 0, 证明 lim
nÑ8

an “ 0.

(3). 当 lim
nÑ8

Sn

n
“ 0 且 lim

nÑ8
pan`1 ´ anq “ 0 时, 能否推出 lim

nÑ8
an “ 0? 若能,

给出证明; 若不能, 请构造反例.
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01188

求 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

´

e
k2

n3 ´ 1
¯

.

01189

计算 @跟锦数学微信公众号
¿

L

x2yz dx ` px2
` y2

q dy ` px ` y ` 1q dz,

其中 L 为曲面 x2
` y2

` z2
“ 5 和 z “ x2

` y2
` 1 的交线, 从 z 轴正向看 L 是逆

时针方向.

01190

设 fpxq 在 r0, 1s 上二阶连续可微, 证明: @跟锦数学微信公众号

|f 1p0q| ď 9

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.

01191

[Erdös 对均值不等式的简单证明]设 ai ą 0 pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq, 则 @跟锦数学微信

公众号
a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
ě n
?
a1 ¨ ¨ ¨ an.

01192

试证:
8
ÿ

k“0

2kz2k

1 ` z2k
“

z

1 ´ z
, @ z : |z| ă 1.

01193

设函数 f 在 r0, 1s 上连续可导, fp0q “ fp1q “ 0, 求证: @跟锦数学微信公众号
„
ż 1

0

xfpxq dx

2

ď
1

45

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx,

等号成立当且仅当 fpxq “ Apx ´ x3
q 时成立, 其中 A 为常数.
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01194

设 f 是 ra, bs 上的可微凹函数, fpaq “ fpbq “ 0, f 1paq “ α ą 0, f 1pbq “ β ă 0.

试证: @跟锦数学微信公众号

0 ď

ż b

a

fpxq dx ď
1

2
αβ

pb ´ aq2

β ´ α
.

01195

试求 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 4

2

a

lnp9 ´ xq
a

lnp9 ´ xq `
a

lnpx ` 3q
dx.

01196

已知球缺高为 h, 所在球半径为 R 的球缺体积为
π

3
p3R´hqh2. 现有一球体: @跟

锦数学微信公众号

px ´ 1q2 ` py ´ 1q2 ` pz ´ 1q2 ď 12

被平面 x` y ` z “ 1 所截下的小球缺为 Ω, 记球缺上的球冠为 Σ, 方向指向球外, 求

第二型曲面积分: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy.

01197

设 A,B 均为 n 阶实正交阵, 证明 | det pA `Bq| ď 2n.

01198

设 A,B 都是 n 阶矩阵, AB “ BA “ 0, r pA2
q “ r pAq. 证明: r pA ` Bq “

r pAq ` r pBq.

01199

设实对称矩阵 A 的前 n ´ 1 个顺序主子式都大于 0, 但 detA “ 0. 证明: A 半

正定.
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01200

设 V 为 n 维线性空间, J 为 n 阶矩阵, 满足 Jn “ 2nE. 令 @跟锦数学微信公

众号

W “ tx P V ; Jx “ 2xu ,

证明: W 是 V 的线性子空间, 且 @跟锦数学微信公众号

dimW “
tr J

2n
`

tr J2

22n
` ¨ ¨ ¨ `

tr Jn

2nn
.

01201

设函数 fpxq 在区间 r0, 2πs 上可积, 证明 @跟锦数学微信公众号

1

2π

ż 2π

0

fpxqpπ ´ xq dx “
8
ÿ

n“1

bn

n
,

其中 @跟锦数学微信公众号

bn “
1

π

ż 2π

0

fpxq sinnx dx pn “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ q .

01202

极限 lim
xÑ0

px ´ sinxqe´x
2

?
1 ´ x3 ´ 1

“ .

01203

设函数 fpxq “ px ` 1qne´x
2

, 则 f pnqp´1q “ .

01204

设 y “ fpxq 是由方程 @跟锦数学微信公众号

arctan
x

y
“ ln

a

x2 ` y2 ´
1

2
ln 2 `

π

4

确定的隐函数, 且满足 fp1q “ 1, 则曲线 y “ fpxq 在点 p1, 1q 处的切线方程为 .
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01205

已知

ż `8

0

sinx

x
dx “

π

2
, 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

ż `8

0

sinx sinpx ` yq

xpx ` yq
dx dy “ .

01206

设 fpxq, gpxq 在 x “ 0 的某一邻域 U 内有定义, 对任意 x P U , fpxq ‰ gpxq,

且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpxq “ lim
xÑ0

gpxq “ a ą 0,

则 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

rfpxqsgpxq ´ rgpxqsgpxq

fpxq ´ gpxq
“ .

01207

设数列 tanu 满足: a1 “ 1, 且 @跟锦数学微信公众号

an`1 “
an

pn ` 1qpan ` 1q
, n ě 1.

求极限 lim
nÑ8

n!an.

01208

设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, fpxq 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ 0, fp1q “ 1. 证明:

(1) 存在 x0 P p0, 1q, 使得 fpx0q “ 2 ´ 3x0;

(2) 存在 ξ, η P p0, 1q, 且 ξ ‰ η, 使得 @跟锦数学微信公众号

r1 ` f 1pξqs r1 ` f 1pηqs “ 4.
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01209

已知 @跟锦数学微信公众号

z “ xf

ˆ

y

x

˙

` 2yϕ

ˆ

x

y

˙

,

其中 f, ϕ 均为二次可微函数.

(1) 求
Bz

Bx
,
B2z

BxBy
;

(2) 当 f “ ϕ, 且 @跟锦数学微信公众号

B2z

BxBy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“a

“ ´by2

时, 求 fpyq.

01210

计算 @跟锦数学微信公众号

I “

¿

Γ

|
?

3y ´ x| dx ´ 5z dz,

曲线 Γ :

#

x2
` y2

` z2
“ 8

x2
` y2

“ 2z
, 从 z 轴正向往坐标原点看去取逆时针方向.

01211

证明 @跟锦数学微信公众号

fpnq “
n
ÿ

m“1

ż m

0

cos
2πnrx ` 1s

m
dx

等于 n 的所有因子 (包括 1 和 n 本身) 之和, 其中 rx ` 1s 表示不超过 x ` 1 的最大

整数, 并计算 fp2021q.

01212

设 @跟锦数学微信公众号

un “

ż 1

0

du

p1 ` t4qn
pn ě 1q .
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(1) 证明数列 tunu 收敛, 并求极限 lim
nÑ8

un;

(2) 证明级数
8
ÿ

n“1

p´1qnun 条件收敛;

(3) 证明当 p ě 1 时级数
8
ÿ

n“1

un

np
收敛, 并求级数

8
ÿ

n“1

un

n
的和.

01213

对速度 u “ pu1, u2, u3q, 其旋度定义为 @跟锦数学微信公众号

ω “ ∇ ˆ u “ pB2u3 ´ B3u2, B3u1 ´ B1u3, B1u2 ´ B2u1q.

而有公式 @跟锦数学微信公众号

∇ ¨ u “ 0 ñ ∇ ˆ rpu ¨∇qus “ pu ¨∇qω ´ pω ¨∇qu.

01214

设 A “

"ˆ

1 `
1

n

˙n

;n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

*

, B “

"

0,
1

n
,

1

n
` 1;n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

*

, 求

intA, A1, Ā, intB, B1, B̄.

01215

设 fpxq “

#

x3e´x, x P r0, 1s X Q
1, x P r0, 1s zQ

, fpxq 在 r0, 1s 上是否 Riemann 可积? 是

否 Lebesgue 可积? (须说明理由), 若可积, 求出积分值.

01216

设 pX, ρq 是距离空间, 证明: 当 0 ă α ă 1 时, dpx, yq “ rρpx, yqsα, x, y P X,

也是 X 上的距离.

01217

讨论 xnptq “

#

1 ´ nt, t P r0, 1{nq

0, t P r1{n, 1s
(n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ) 是否为 Cr0, 1s 中的

Cauchy 列? 是否为 L1
r0, 1s 中的 Cauchy 列?
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01218

设 Ax “

ˆ

ξ1,
1

2
ξ2,

1

3
ξ3, ¨ ¨ ¨

˙

, @ x “ pξ1, ξ2, ¨ ¨ ¨ , ξn, ¨ ¨ ¨ q P `
8, `8 为有界数列

空间, 证明算子 A 是 `8 到 `8 的有界线性算子, 并求 }A}.

01219

证明: 任何一个复矩阵可以表为两个对称矩阵的乘积, 且其中一个为可逆矩阵.

01220

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn, ¨ ¨ ¨ 是一列内积空间, 令 @跟锦数学微信公众号

X “

#

txnu ;xn P Xn,
8
ÿ

n“1

}xn}
2
ă 8

+

,

当 txnu , tynu P X 时, 规定 @跟锦数学微信公众号

α txnu ` β tynu “ tαxn ` βynu ,

α, β 是数, @跟锦数学微信公众号

〈txnu , tynu〉 “
8
ÿ

n“1

〈xn, yn〉 .

证明 X 是内积空间.

01221

设 Kpx, tq “

#

x, 0 ď x ď t

t, t ď x ď 1
, 映射 T : Cr0, 1s Ñ Cr0, 1s, 对 φptq P Cr0, 1s,

@跟锦数学微信公众号

φpxq “ k0 ` α

ż 1

0

Kpx, tqφptq dt,

k0 和 α 是常数, 当 k0 和 α 是何值时, T 是压缩映射.
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01222

已知矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 1 1

1 1 0

1 0 1

˛

‹

‹

‚

.

求正交矩阵 Q 和对角线元素为负的上三角矩阵 R, 使 A “ QR.

01223

H 为内积空间, M,N Ă H, L 是由 M 和 N 张成的线性空间, 证明 LK “

MK
XNK.

01224

利用 Parseval 等式证明: 如果 r´π, πs 上的连续函数 f 和三角函数系 @跟锦数

学微信公众号

t1, cosx, sinx, ¨ ¨ ¨ , cosnx, sinnx, ¨ ¨ ¨ u

中每个函数正交, 那么必有 fpxq “ 0.

01225

设二元函数 zpx, yq 在上半平面 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; y ą 0u

内具有具有连续偏导数, 且满足方程 @跟锦数学微信公众号

B2z

Bx2
´ y

B2z

By2
´

1

2

Bz

By
“ 0. (6)

(1) 变换

#

u “ x ` a
?
y

v “ x ` b
?
y
, pa ‰ bq 将上述方程 (6) 变换为

B2z

BuBv
“ 0, 求 a, b 的值;

(2) 利用 (1) 的结果求方程 (6) 的通解.
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01226

试证: (1) lim
nÑ8

sinp2n!eπq “ 0;

(2) lim
nÑ8

n sinp2n!eπq “ 2π;

(3) lim
nÑ8

n2
rn sinp2n!eπq ´ 2πs “ ´

2πp2π2 ` 3q

3
.

01227

试证: lim
nÑ8

„ˆ

1

n

˙n

`

ˆ

2

n

˙n

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n

n

˙n

“
e

e ´ 1
.

01228

(1) 设 f 在 r0, 1s 上连续可微, 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

«

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

´ n

ż 1

0

fpxq dx

ff

“
fp1q ´ fp0q

2
;

(2) 试证: lim
nÑ8

e
n
4n´

n`1
2

`

11
¨ 22

¨ ¨ ¨nn
˘

1
n “ 1.

01229

试证: 若 lim
nÑ8

n
a

|an| “ A, 则对任意固定的整数 n0 都有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
a

|an0`n| “ a. p北京理工大学q

01230

证明: 若 lim
nÑ8

cn ď c, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

cn

1 ` |cn|
ď

c

1 ` |c|
.

01231

]给定正数列 tanu, 证明 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

a1 ` an`1

an

˙n

ě e. p国外赛题q
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01232

求解 Cauchy 问题 @跟锦数学微信公众号

#

ut ´ uxx ´ 2ux ´ u “ 0, ´8 ă x ă `8, t ą 0

u|t“0 “ x, ´8 ă x ă `8
.

01233

证明 R 中的所有可测子集族 M 的基数为 2ℵ, 其中 ℵ 为连续基数.

01234

计算下列极限 lim
nÑ8

ż

r0,8q

lnpx ` nq

n
e´x cosx dx.

01235

设 f : R Ñ p0,8q 是可微函数, 且存在 L ą 0, 使得 |f 1pxq ´ f 1pyq| ď L|x ´

y|, @ x, y P R. 试证: rf 1pxqs2 ă 2Lfpxq, @ x P R.

01236

设 f : r0,8q Ñ R 是连续函数, 且 lim
xÑ`8

fpxq “ L 存在. 这里 L 是有限数, `8

或 ´8. 试证: lim
nÑ8

ż 1

0

fpnxq dx “ L.

01237

试求无穷乘积
8
ź

n“2

ˆ

1 ´
2

1 ` n3

˙

.

01238

设 fpxq 是 r0, 1s 上的连续函数, 满足 @跟锦数学微信公众号

1 “

ż 1

0

fpxq dx “

ż 1

0

xfpxq dx.
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试证:

ż 1

0

rfpxqs2 dx ě 4.

01239

设 f 在 r0, 1s 上连续且递增, 试证: @跟锦数学微信公众号
„
ż 1

0

fpxq dx

2

ď 2

ż 1

0

xrfpxqs2 dx.

01240

设 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 1 0

1 1 1

0 1 1

˛

‹

‹

‚

, B “ pE ´A˚
q
´1
pE `A˚

q,

则 |B ´ E| “ .

01241

已知二次型 @跟锦数学微信公众号

f “ xTAx

“ x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 ` 2ax1x2 ` 2bx2x3 ` 2x1x3

的秩为 2, 且 1 是 A 的一个特征值, 求正交线性替换 x “ Qy 化二次型为标准形.

01242

设 ε1, ε2, ε3 是三维向量空间的一组基, 线性变换 A 在该组基下的矩阵为 @跟锦

数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

5 ´6 ´6

1 ´2 ´2

3 ´6 ´4

˛

‹

‹

‚

.

已知基 η1, η2, η3 到基 ε1, ε2, ε3 的过渡矩阵为 @跟锦数学微信公众号

B “

¨

˚

˚

˝

1 1 1

0 1 1

0 0 1

˛

‹

‹

‚

.
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求

(1) 线性变换 A 在基 η1, η2, η3 下的矩阵;

(2) 是否存在一组基使得线性变换在该基下的矩阵为对角阵?

01243

设函数 gpxq 非负连续, 且存在正数 a 使得 @跟锦数学微信公众号

gpxq ` a

ż x

x´1

gptq dt “ A.

(1) 求证: gpxq 可导;

(2) 令 F pxq “ eaxgpxq, 证明 F pxq 为增函数;

(3) 求证: gpxq ě Ae´a;

(4) 给出 gpxq 恒为常数的一个充分条件.

01244

对任一实数 λ ą 1, 已 fpλq 表示方程 xp1 ` lnxq “ λ 的实数根, 试证:

lim
λÑ8

fpλq lnλ

λ
“ 1.

01245

设 f : R Ñ R 是可微的凸函数, 试证: fpx ` f 1pxqq ě fpxq, @ x P R.

01246

设 f : ra, bs Ñ R 连续, 在 pa, bq 内二阶可导, 且 fpaq “ fpbq, f 1paq “ f 1pbq. 试

证: @ λ P R, D ξ P pa, bq, s.t. f 2pξq ´ λrf 1pξqs2 “ 0.

01247

设 a, b ą 0, x, c ą 1, 试证: xa
c

` xb
c

ě 2xpabq
c{2

.
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01248

设数列 tanu 满足 0 ă an ă a2n ` a2n`1, 试证
8
ÿ

n“1

an 发散.

01249

设 ´1 ă a0 ă 1, an “

c

1 ` an´1

2
, pn ą 0q. 问极限 lim

nÑ8
4np1´ anq 是否存在?

存在的话, 求出极限值.

01250

(1) 计算 Fibonacci 数列 Fn 的通项, 其中 F1 “ F2 “ 1, Fn`1 “ Fn`Fn´1 pn ě

2q. (2) 证明: Fn`1Fn´1 ´ F
2
n “ p´1qn pn ě 2q. (3) 试求 lim

nÑ8

Fn`1

Fn
. (4) 试求

8
ź

n“2

„

1 `
p´1qn

F 2
n



.

01251

设 f : r0, 1s Ñ R 三阶可导, 且 f3pxq ě 0, @ x P r0, 1s;

ż 1

0

fpxq dx “ 0. 试证:

@跟锦数学微信公众号

10

ż 1

0

x3fpxq dx ` 6

ż 1

0

xfpxq dx ě 15

ż 1

0

x2fpxq dx.

01252

设 f 在 ra, bs 上二阶可导, fpaq “ fpbq “ f 1paq “ f 1pbq “ 0, 又存在常数 M ,

使得在 ra, bs 上恒有 |f 2pxq| ďM , 试证: 在 ra, bs 上恒有 |fpxq| ď
M

16
pb ´ aq2.

01253

设 Pnpxq “
n
ÿ

k“0

xk

k!
, 试证: P2n`1pxq 有唯一实根.
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01254

求 lim
xÑ`8

şx

0

ˇ

ˇ

sin t
t

ˇ

ˇ dt

lnx
.

01255

(1)求 Ipαq “

ż 1

0

|αx´1| dx关于 α P r0,`8q上的最小值. (2)设

ż 1

0

fpxq dx “

1,

ż 1

0

xfpxq dx “ 0, 证明: sup
xPr0,1s

|fpxq| ě
?

2 ` 1.

01256

计算二重积分: I “

ĳ

D

px ` yq ln
`

1 ` y
x

˘

?
1 ´ x ´ y

dx dy, 其中积分区域由直线 x`y “ 1

与两坐标轴所围三角形区域.

01257

设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 求极限 lim
nÑ8

n

ż 1

0

fpxq

1 ` n2x2
dx, 需要证明.

01258

求极限 lim
nÑ8

n´1
ÿ

k“1

ˆ

1 `
k

n

˙

sin
kπ

n2
.

01259

求 lim
xÑ0

lnp1 ` x ` x2q ` arcsin 3x ´ 5x3

sin 2x ` tan2 x ´ pex ´ 1q5
.

01260

(1) 用极限定义叙述 lim
xÑ`8

fpxq ‰ `8. (2) 证明 lim
xÑ`8

x sinx
?
x ` 1

‰ `8.
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01261

求

ĳ

Σ

Rx dy dz ` pz `Rq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
, 其中 Σ 为 x2

` y2
` z2

“ R2 的下半球面

的上侧, R 为一常数.
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第01届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (15 分) 求经过三平行直线 @跟锦数学微信公众号

L1 : x “ y “ z, L2 : x ´ 1 “ y “ z ` 1, L3 : x “ y ` 1 “ z ´ 1

的圆柱面的方程.

2. (20 分) 设 Cnˆn 是 nˆ n 复矩阵全体在通常的运算下所构成的复数域 C 上的线
性空间, @跟锦数学微信公众号

F “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´an

1 0 ´an´1

. . .
. . .

...

1 0 ´a2

1 ´a1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

(1) 假设 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

若 AF “ FA, 证明: @跟锦数学微信公众号

A “ an1F
n´1

` an´1,1F
n´2

` ¨ ¨ ¨ ` a21F ` a11E.

(2) 求 Cnˆn 的子空间 @跟锦数学微信公众号

CpF q “
 

X P Cnˆn;FX “ XF
(

的维数.

3. (15 分) 假设 V 是复数域 C 上 n 维线性空间 (n ą 0), f, g 是 V 上的线性变

换. 如果 fg ´ gf “ f , 证明: f 的特征值都是 0, 且 f, g 有公共特征向量.

4. (10 分) 设 tfnpxqu 是定义在 ra, bs 上的无穷次可微的函数序列且逐点收敛, 并没

在 ra, bs 上满足 |f 1npxq| ďM .
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(1) 证明 tfnpxqu 在 ra, bs 上一致收敛;

(2) 记 fpxq “ lim
nÑ8

fnpxq, 问 fpxq 是否一定在 ra, bs 上处处可导, 为什么?

5. (10 分) 设 @跟锦数学微信公众号

an “

ż π
2

0

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinnt

sin t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3

dt,

证明:
8
ÿ

n“1

1

an
收敛.

6. (15 分) fpx, yq 是
 

px, yq;x2
` y2

ď 1
(

上二次连续可微函数, 满足 @跟锦数学

微信公众号

f 2xx ` f
2
yy “ x

2y2,

计算积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2ď1

˜

x
a

x2 ` y2
f 1x `

y
a

x2 ` y2
f 1y

¸

dx dy.

7. (15 分) 假设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内二阶可导, 过点 A p0, fp0qq,

与点 B p1, fp1qq 的直线与曲线 y “ fpxq 相交于点 C pc, fpcqq, 其中 0 ă c ă 1.

证明: 在 p0, 1q 内至少存在一点 ξ, 使得 f 2pξq “ 0.

第01届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (每小题 5 分, 共 20 分).

(1) 计算 @跟锦数学微信公众号

ĳ

D

px ` yq ln
`

1 ` y
x

˘

?
1 ´ x ´ y

dx dy “ ,

其中区域 D 由直线 x ` y “ 1 与两坐标轴所围三角形区域.

(2) 设 fpxq 是连续函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ 3x2
´

ż 2

0

fpxq dx ´ 2,

则 fpxq “ .

(3) 曲面 z “
x2

2
` y2

´ 2 平行平面 2x ` 2y ´ z “ 0 的切平面方程是 .
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(4) 设函数 y “ ypxq 由方程 xefpyq “ ey ln 29 确定, 其中 f 具有二阶导数, 且

f 1 ‰ 1, 则 @跟锦数学微信公众号

d2y

dx2
“ .

2. (5 分) 求极限 lim
xÑ0

ˆ

ex ` e2x ` ¨ ¨ ¨ ` enx

n

˙

e
x

, 其中 n 是给定的正整数.

3. (15 分) 设函数 fpxq 连续, gpxq “

ż 1

0

fpxtq dt, 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ A, A 为常数, 求

g1pxq 并讨论 g1pxq 在 x “ 0 处的连续性.

4. (15 分) 已知平面区域 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; 0 ď x ď π, 0 ď y ď πu ,

L 为 D 的正向边界, 试证:

(1)

¿

L

xesin y dy ´ ye´ sinx dx “

¿

L

xe´ sin y dy ´ yesinx dx;

(2)

¿

L

xesin y dy ´ ye´ sinx dx ě
5

2
π2.

5. (10 分) 已知 @跟锦数学微信公众号

y1 “ xex ` e2x,

y2 “ xex ` e´x,

y3 “ xex ` e2x
´ e´x

是某二阶常系数非齐次微分方程的三个解, 试求此微分方程.

6. (10 分) 设抛物线 y “ ax2
` bx ` 2 ln c 过原点, 当 0 ď x ď 1 时, y ě 0, 又已

知该抛物线与 x 轴及直线 x “ 1 所围图形的面积为
1

3
. 试确定 a, b, c, 使此图形

绕 x 轴旋转一周而成的旋转体的体积 V 最小.

7. (15 分) 已知 @跟锦数学微信公众号

u1npxq “ unpxq ` x
n´1ex pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

且 unp1q “
e

n
, 求函数项级数

8
ÿ

n“1

unpxq 之和.

8. (10 分) 求 x Ñ 1´ 时, 与
8
ÿ

n“0

xn
2

等价的无穷大量.
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第01届中国大学生数学竞赛数学类决赛试题

1. 填空题.

(1) 设 β ą α ą 0, 则

ż `8

0

e´αx
2

´ e´βx
2

x2
dx “ .

(2) 若关于 x 的方程 kx `
1

x2
“ 1 pk ą 0q 在区间 p0,`8q 内有唯一实数解, 则

常数 k “ .

(3) 设函数 fpxq 在区间 ra, bs 上连续, 由积分中值公式有 @跟锦数学微信公众号
ż x

a

fptq dt “ px ´ aqfpξq pa ď ξ ď x ă bq .

若导数 f 1
`
paq 存在且非零, 则 lim

xÑa`

ξ ´ a

x ´ a
的值等于 .

(4) 设 pa ˆ bq ¨ c “ 6, 则 @跟锦数学微信公众号

rpa ` bq ˆ pb ` cqs ¨ pa ` cq “ .

2. 设 fpxq 在 p´1, 1q 内有定义, 在 x “ 0 处可导, 且 fp0q “ 0. 证明: @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n2

˙

“
f 1p0q

2
.

3. 设 fpxq 在 r0,`8q 上一致连续, 且对于固定的 x P r0,`8q, 当自然数 n Ñ 8

时, fpx ` nq Ñ 0. 证明: 函数序列 tfpx ` nqu8n“1 在 r0, 1s 上一致收敛于 0.

4. 设 D “
 

px, yq;x2
` y2

ă 1
(

, fpx, yq 在 D 内连续, gpx, yq 在 D 内连续有界,

且满足条件:

(1) 当 x2
` y2

Ñ 1 时, fpx, yq Ñ `8;

(2) 在 D 中 f 与 g 有二阶偏导数, @跟锦数学微信公众号

f 2xx ` f
2
yy “ ef , g2xx ` g

2
yy ě eg.

证明: fpx, yq ě gpx, yq 在 D 内处处成立.

5. 设 @跟锦数学微信公众号

R “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u ,

Rε “ tpx, yq; 0 ď x ď 1 ´ ε, 0 ď y ď 1 ´ εu .
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考虑积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

R

dx dy

1 ´ xy
, Iε “

ĳ

Rε

dx dy

1 ´ xy
,

定义 I “ lim
εÑ0`

Iε.

(1) 证明: I “
8
ÿ

n“1

1

n2
;

(2) 利用变量替换

$

’

&

’

%

u “
1

2
px ` yq

v “
1

2
py ´ xq

计算积分 I 的值, 并由此推出 @跟锦数学微

信公众号
π2

6
“

8
ÿ

n“1

1

n2
.

6. 已知两直线的方程 @跟锦数学微信公众号

L : x “ y “ z, L1 :
x

1
“
y

a
“
z ´ b

1
.

(1) 问: 参数 a, b 满足什么条件时, L 与 L1 是异面直线?

(2) 当 L 与 L1 不重合时, 求 L1 绕 L 旋转所生成的旋转面 π 的方程, 并指出曲

面 π 的类型.

7. 设 A,B 均为 n 阶半正定实对称矩阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

n ´ 1 ď rank pAq ď n.

证明: 存在实可逆矩阵 C 使得 CTAC 和 CTBC 均为对角阵.

8. 设 V 是复数域 C 上的 n 维线性空间, fj : V Ñ C pj “ 1, 2q 是非零的线性函

数, 且线性无关. 证明: 任意的 α P V 都可表为 α “ α1 ` α2, 使得 @跟锦数学

微信公众号

f1pαq “ f1pα2q, f2pαq “ f2pα1q.

第01届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. 计算下列各题 (要求写出重要步骤).

(1) 求极限 lim
nÑ8

n´1
ÿ

k“1

ˆ

1 `
k

n

˙

sin
kπ

n2
.
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(2) 计算 @跟锦数学微信公众号

ĳ

Σ

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
,

其中 Σ 为下半球面 z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2 的上侧, a ą 0.

(3) 现要设计一个容积为 V 的一个圆柱体的容器. 已知上下两底的材料费为单位

面积 a 元, 而侧面的材料费为单位面积 b 元. 试给出最节省的设计方案: 即高

与上下底的直径之比为何值时所需费用最少?

(4) 已知 fpxq 在

ˆ

1

4
,
1

2

˙

内满足 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq “
1

sin3 x ` cos3 x
,

求 fpxq.

2. 求下列极限.

(1) lim
nÑ8

n

„ˆ

1 `
1

n

˙n

´ e



;

(2) lim
nÑ8

˜

a
1
n ` b

1
n ` c

1
n

3

¸n

, 其中 a ą 0, b ą 0, c ą 0.

3. 设 fpxq 在 x “ 1 点附近有定义, 且在 x “ 1 点可导, fp1q “ 0, f 1p1q “ 2. 求

@跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpsin2 x ` cosxq

x2 ` x tanx
.

4. 设 fpxq在 r0,`8q上连续,无穷积分

ż 8

0

fpxq dx收敛. 求 lim
yÑ`8

1

y

ż y

0

xfpxq dx.

5. 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可微, 且 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ fp1q “ 0, f

ˆ

1

2

˙

“ 1.

证明:

(1) 存在 ξ P

ˆ

1

2
, 1

˙

使得 fpξq “ ξ;

(2) 存在 η P p0, ξq 使得 f 1pηq “ fpηq ´ η ` 1.
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6. 设 n ą 1 为整数, @跟锦数学微信公众号

F pxq “

ż x

0

e´t
ˆ

1 `
t

1!
`
t2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

tn

n!

˙

dt.

证明: 方程 F pxq “
n

2
在

ˆ

n

2
, n

˙

内至少有一个根.

7. 是否存在 R1 中的可微函数 fpxq 使得 @跟锦数学微信公众号

f pfpxqq “ 1 ` x2
` x4

´ x3
´ x5?

若存在, 请给出一个例子; 若不存在, 请给出证明.

8. 设 fpxq 在 r0,`8q 上一致连续, 且对于固定的 x P r0,`8q, 当自然数 n Ñ 8

时, fpx ` nq Ñ 0. 证明: 函数序列 tfpx ` nqu8n“1 在 r0, 1s 上一致收敛于 0.

第02届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题共 10 分) 设 ε P p0, 1q, @跟锦数学微信公众号

x0 “ a, xn`1 “ a ` ε sinxn pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

证明 ξ “ lim
nÑ8

xn 存在, 且 ξ 为方程x ´ ε sinx “ a 的唯一根.

2. (本题共 15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

B “

¨

˚

˚

˝

0 10 30

0 0 2010

0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

证明 X2
“ B 无解, 这里 X 为三阶未知复方阵.

3. (本题共 10 分) 设 D Ă R2 是凸区域, 函数 fpx, yq 是凸函数. 证明或否定:

fpx, yq 在 D 上连续. 注: 函数 fpx, yq 为凸函数的定义是@ α P p0, 1q 以及

px1, y1q, px2, y2q P D, 成立 @跟锦数学微信公众号

f pαx1 ` p1 ´ αqx2, αy1 ` p1 ´ αqy2q ď αfpx1, y1q ` p1 ´ αqfpx2, y2q.

4. (本题共 10 分) 设 fpxq 在 r0, 1s Riemann 可积, 在 x “ 1 可导, fp1q “

0, f 1p1q “ a. 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n2

ż 1

0

xnfpxq dx “ ´a.
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5. (本题共 15 分) 已知二次曲面 Σ (非退化) 过以下九点: @跟锦数学微信公众号

Ap1, 0, 0q, Bp1, 1, 2q, Cp1,´1,´2q, Dp3, 0, 0q,

Ep3, 1, 2q, F p3,´2,´4q, Gp0, 1, 4q,Hp3,´1,´2q, Ip5, 2
?

2, 8q.

问 Σ 是哪一类曲面?

6. (本题 20 分) 设 A 为 nˆn 实矩阵 (未必对称), 对任一 n 维实向量 @跟锦数学

微信公众号

α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq, αAα
T
ě 0

(这里 αT 表示 α 的转置), 且存在 n 维实向量 β 使得 βAβT
“ 0. 同时对任意

n 维实向量 x 和 y, 当 xAyT
‰ 0 是有 @跟锦数学微信公众号

xAyT
` yAxT

‰ 0.

证明: 对任意 n 维实向量 v, 都有 vAβT
“ 0.

7. (本题共 10 分) 设 f 在区间 r0, 1s 上 Riemann 可积, 0 ď f ď 1. 求证:

对任何 ε ą 0, 存在只取值 0 和 1 的分段 (段数有限) 常值函数 gpxq, 使得

@ rα, βs Ă r0, 1s, @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

rfpxq ´ gpxqs dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε.

8. (10 分) 已知 ϕ : p0,`8q Ñ p0,`8q 是一个严格单调下降的连续函数, 满足

lim
tÑ0`

ϕptq “ `8, 且 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

ϕptq dt “

ż `8

0

ϕ´1
ptq dt “ a ă `8,

其中 ϕ´1 表示 ϕ 的反函数. 求证: @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

rϕptqs2 dt `

ż `8

0

rϕ´1
ptqs2 dt ě

1

2
a

3
2 .

第02届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. (本题共 5 小题, 每小题各 5 分, 共 25 分) 计算下列各题 (要求写出重要步骤).

(1) 设 xn “ p1 ` aqp1 ` a
2
q ¨ ¨ ¨ p1 ` a2n

q, 其中 |a| ă 1, 求 lim
nÑ8

xn.

(2) 求 lim
xÑ8

e´x
ˆ

1 `
1

x

˙x2

.
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(3) 设 s ą 0, 求 In “

ż `8

0

e´sxxn dx pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

(4) 设函数 fptq有二阶连续导数, r “
a

x2 ` y2, gpx, yq “ f

ˆ

1

r

˙

, 求 g2xx`g
2
yy.

(5) 求直线 l1 :

#

x ´ y “ 0

z “ 0
与直线 @跟锦数学微信公众号

l2 :
x ´ 2

4
“
y ´ 1

´2
“
z ´ 3

´1

的距离.

2. (本题共 15 分) 设函数 fpxq 在 p´8,`8q 上具有二阶导数, 并且 @跟锦数学微

信公众号

f 2pxq ą 0, lim
xÑ`8

f 1pxq “ α ą 0, lim
xÑ´8

f 1pxq “ β ă 0,

且存在一点 x0, 使得 fpx0q ă 0. 证明: 方程 fpxq “ 0 在 p´8,`8q 恰有两个实

根.

3. (本题共 15 分) 设函数 y “ fpxq 由参数方程

#

x “ 2t ` t2

y “ ψptq
pt ą ´1q 所确定.

且 @跟锦数学微信公众号
d2y

dx2
“

3

4p1 ` tq
,

其中 ψptq 具有二阶导数, 曲线 y “ ψptq 与 @跟锦数学微信公众号

y “

ż t2

1

eu
2

du `
3

2e

在 t “ 1 处相切. 求函数 ψ.

4. (本题共 15 分) 设 an ą 0, Sn “
n
ÿ

k“1

ak, 证明:

(1) 当 α ą 1 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sαn
收敛;

(2) 当 α ď 1, 且 Sn Ñ 0 pn Ñ 8q 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sαn
发散.

5. (本题共 15 分) 设 l 是过原点、方向为 pα, β, γq (其中 α2
` β2

` γ2
“ 1) 的直

线, 均匀椭圆 @跟锦数学微信公众号

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
ď 1
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(其中 0 ă c ă b ă a, 密度为 1) 绕 l 旋转.

(1) 求其转动惯量;

(2) 求其转动惯量关于方向 pα, β, γq 的最大值和最小值.

6. (本题共 15 分) 设函数 ϕpxq 具有连续的导数, 在围绕原点的任意光滑的简单闭曲

线 C 上, 曲线积分 @跟锦数学微信公众号
¿

C

2xy dx ` ϕpyq

x4 ` y2

的值为常数.

(1) 设 L 为正向闭曲线 px ´ 2q2 ` y2
“ 1. 证明: @跟锦数学微信公众号

¿

L

2xy dx ` ϕpxq dy

x4 ` y2
“ 0;

(2) 求函数 ϕpxq;

(3) 设 C 是围绕原点的光滑简单正向闭曲线, 求 @跟锦数学微信公众号

¿

L

2xy dx ` ϕpxq dy

x4 ` y2
.

第02届中国大学生数学竞赛数学类决赛试题

1. (本题 15 分) 求出过原点且和椭球面 4x2
` 5y2

` 6z2
“ 1 的交线为一个圆周的

所有平面.

2. (本题 15 分) 设 0 ă fpxq ă 1, 无穷积分

ż `8

0

fpxq dx 和

ż `8

0

xfpxq dx 都收

敛. 求证: @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

xfpxq dx ą
1

2

„
ż `8

0

fpxq dx

2

.

3. (本题 15 分) 设
8
ÿ

n“1

nan 收敛, @跟锦数学微信公众号

tn “ an`1 ` 2an`2 ` ¨ ¨ ¨ ` kan`k ` ¨ ¨ ¨ .

证明: lim
nÑ8

tn “ 0.
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4. (本题 15 分) 设 A PMnpCq, 定义线性变换 @跟锦数学微信公众号

σA : MnpCq ÑMnpCq, σApXq “ AX ´XA.

证明: 当 A 可对角化时, σA 也可对角化. 这里 MnpCq 是复数域 C 上 n 阶方阵

组成的线性空间.

5. (本题 20 分) 设连续函数 f : R Ñ R 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x,yPR

|fpx ` yq ´ fpxq ´ fpyq| ă `8.

证明: 存在实常数 a 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
xPR

|fpxq ´ ax| ă `8.

6. (本题 20 分) 设 ϕ : MnpRq Ñ R 是非零线性映射, 满足 @跟锦数学微信公众号

ϕpXY q “ ϕpY Xq, @ X,Y PMnpRq,

这里 MnpRq 是实数域 R 上 n 阶方阵组成的线性空间. 在 MnpRq 上定义双线性
型 @跟锦数学微信公众号

p´,´q : MnpRq ˆMnpRq Ñ R

如下: pX,Y q “ ϕpXY q.

(1) 证明 p´,´q 是非退化的, 即若 pX,Y q “ 0, @ Y PMnpRq, 则 X “ 0.

(2) 设 A1, ¨ ¨ ¨ , An2 是 MnpRq 的一组基, B1, ¨ ¨ ¨ , Bn2 是相应的对偶基, 即 @跟

锦数学微信公众号

pAi, Bjq “ δij “

#

0, i ‰ j,

1, i “ j.

证明
n2
ÿ

i“1

AiBi 是数量矩阵.

第02届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. (本题共 3 小题, 每小题各 5 分, 共 15 分) 计算下列各题 (要去写出重要步骤).

(1) lim
xÑ0

ˆ

sinx

x

˙
1

1´cosx

;

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 453 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(2) lim
nÑ8

ˆ

1

n ` 1
`

1

n ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n ` n

˙

;

(3) 已知

#

x “ lnp1 ` e2t
q,

y “ t ´ arctan et,
求

d2y

dx2
.

2. (本题共 10 分) 求方程 @跟锦数学微信公众号

p2x ` y ´ 4q dx ` px ` y ´ 1q dy “ 0

的通解.

3. (本题 15分)设函数 fpxq在 x “ 0的某邻域内有二阶连续导数,且 fp0q, f 1p0q, f 2p0q

均不为零. 证明: 存在唯一一组实数 k1, k2, k3, 使得 @跟锦数学微信公众号

lim
hÑ0

k1fphq ` k2fp2hq ` k3fp3hq ´ fp0q

h2
“ 0.

4. (本题 17 分) 设 @跟锦数学微信公众号

Σ1 :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1,

其中 a ą b ą c ą 0, @跟锦数学微信公众号

Σ2 : z2
“ x2

` y2,

Γ 为 Σ1 和 Σ2 的交线. 求椭球面 Σ1 在 Γ 上各点的切平面到原点距离的最大值

和最小值.

5. (本题 16 分) 已知 S 是空间曲线

#

x2
` 3y2

“ 1

z “ 0
绕 y 轴旋转形成的椭球面的

上半部分 pz ě 0q (取上侧), Π 是 S 在 P px, y, zq 点处的切平面, ρpx, y, zq 是

原点到切平面 Π 的距离, λ, µ, ν 表示 S 的正法向的方向余弦. 计算:

(1)

ĳ

S

z

ρpx, y, zq
dS;

(2)

ĳ

S

zpλx ` 3µy ` νzq dS.

6. (本题 12 分) 设 fpxq 是 p´8,`8q 内的可微函数, 且 |f 1pxq| ă mfpxq, 其中

0 ă m ă 1. 任取实数 a0, 定义 @跟锦数学微信公众号

an “ ln fpan´1q, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明:
8
ÿ

n“1

pan ´ an´1q 绝对收敛.
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7. (本题 15 分) 是否存在区间 r0, 2s 上的连续可微函数 fpxq, 满足 @跟锦数学微信

公众号

fp0q “ fp2q “ 1, |f 1pxq| ď 1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2

0

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1?

请说明理由.

第03届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 已知四点 @跟锦数学微信公众号

Ap1, 2, 7q, Bp4, 3, 3q, Cp5,´1, 6q, Dp
?

7,
?

7, 0q.

试求过这四个点的球面方程.

2. (本题 10 分) 设 f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn 为 r0, 1s 上的非负连续函数. 求证: 存在 ξ P r0, 1s

使得 @跟锦数学微信公众号

n
ź

k“1

fkpξq ď
n
ź

k“1

ż 1

0

fkpxq dx.

3. (本题 15 分) 设 Fn 是数域 F 上的 n 维列空间, σ : Fn Ñ Fn 是一个线性变换.

若对 F 上的任何 n 阶方阵 A, @跟锦数学微信公众号

σpAαq “ Aσpαq, p@ α P Fnq ,

证明: σ “ λE , 其中 λ 是 F 中某个数, E 表示 Fn 上的恒等变换.

4. (本题 10 分) 对于 4ABC, 求 @跟锦数学微信公众号

3 sinA ` 4 sinB ` 18 sinC

的最大值.

5. (本题 15 分) 对于任何实数 α, 求证: 存在取值于 t´1, 1u 的数列 tanu
8

n“1, 满足

@跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

˜

n
ÿ

k“1

?
n ` ak ´ n

3
2

¸

“ α.

6. (本题 20 分) 设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵. 证明: A 相似于

˜

B 0

0 C

¸

, 其中

B 是可逆矩阵, C 是幂零矩阵, 即存在 m 使得 Cm
“ 0.
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7. (本题 15 分) 设 F pxq 是 r0,`8q 上的单调递减函数, lim
xÑ`8

F pxq “ 0, 且 @跟锦

数学微信公众号

lim
nÑ8

ż `8

0

F ptq sin
t

n
dt “ 0.

证明:

(1) lim
xÑ`8

xF pxq “ 0,

(2) lim
xÑ0

ż `8

0

F ptq sinpxtq dt “ 0.

第03届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. (本大题共 4 小题, 每小题 6 分, 共 24 分) 计算下列各题 (要求写出重要步骤).

(1) lim
xÑ0

p1 ` xq
2
x ´ e2 r1 ´ lnp1 ` xqs

x
.

(2) 设 an “ cos
θ

2
cos

θ

22
¨ ¨ ¨ cos

θ

2n
, 求 lim

nÑ8
an.

(3) 求 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

sgn pxy ´ 1q dx dy,

其中 D “ tpx, yq; 0 ď x ď 2, 0 ď y ď 2u.

(4) 求幂级数
8
ÿ

n“1

2n ´ 1

2n
x2n´2 的和函数, 并求级数

8
ÿ

n“1

2n ´ 1

22n´1
的和.

2. (本题共 16 分) 设 tanu
8

n“0 为数列, a, λ 为有限数, 求证:

(1) 如果 lim
nÑ8

an “ a, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ a.

(2) 如果存在正整数 p, 使得 lim
nÑ8

pan`p ´ anq “ λ, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an

n
“
λ

p
.

3. (本题共 15 分) 设函数 fpxq 在闭区间 r´1, 1s 上具有连续的三阶导数, 且 @跟锦

数学微信公众号

fp´1q “ 0, fp1q “ 1, f 1p0q “ 0.

求证: 在开区间 p´1, 1q 内至少存在一点 x0, 使得 f3px0q “ 3.
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4. (本题 15 分) 在平面上, 有一条从点 pa, 0q 向右的射线, 其线密度为 ρ. 在点

p0, hq (其中 h ą 0) 有一质量为 m 的质点. 求射线对该质点的引力.

5. (本题共 15 分) 设 z “ zpx, yq 是由方程 @跟锦数学微信公众号

F

ˆ

z `
1

x
, z ´

1

y

˙

“ 0

确定的隐函数, 其中 F 具有连续的二阶偏导数, 且 Fupu, vq “ Fvpu, vq ‰ 0. 求

证: x2z1x ` y
2z1y “ 0 和 @跟锦数学微信公众号

x3z2xx ` xypx ` yqz
2
xy ` y

3z2yy “ 0.

6. (本题共 15分)设函数 fpxq连续, a, b, c为常数, Σ 是单位球面 x2
`y2

`z2
“ 1.

记第一型曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

fpax ` by ` czq dS.

求证: I “ 2π

ż 1

´1

f
´

a

a2 ` b2 ` c2u
¯

du.

第03届中国大学生数学竞赛数学类决赛试题

1. (本题 15 分) 设有空间中五点: @跟锦数学微信公众号

Ap1, 0, 1q, Bp1, 1, 2q, Cp1,´1,´2q, Dp3, 1, 0q, Ep3, 1, 2q.

试求过点 E 且与 A,B,C 所在平面 Σ 平行而与直线 AD 垂直的直线方程.

2. (本题 15 分) 设 fpxq 在 ra, bs 上有两阶导数, 且 f 2pxq 在 ra, bs 上黎曼可积, 证

明 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq `

ż x

a

px ´ tqf 2ptq dt, @ x P ra, bs.

3. (本题 10 分) 设 k0 ă k1 ă ¨ ¨ ¨ ă kn 为给定的正整数, A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 为实参

数. 指出函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ sin k0x `A1 sin k1x ` ¨ ¨ ¨ `An sin knx

在 r0, 2πq 上零点个数的 (当 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 变化时的) 最小可能值并加以证明.
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4. (本题 10 分) 设正数列 tanu 满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an “ 1, lim
nÑ8

an ă `8, lim
nÑ8

n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an “ 1.

求证: lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ 1.

5. (本题 15 分) 设 A,B 分别是 3 ˆ 2 和 2 ˆ 3 实矩阵, 若 @跟锦数学微信公众号

AB “

¨

˚

˚

˚

˝

8 0 ´4

´
3

2
9 ´6

´2 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.

求 BA.

6. (本题 20 分) 设 tAiuiPI , tBiuiPI 是数域 F 上两个矩阵集合, 称它们在 F 上相似:

如果存在 F 上与 i P I 无关的可逆矩阵 P 使得 @跟锦数学微信公众号

P´1AiP “ Bi, @ i P I.

证明: 有理数域 Q 上两个矩阵集合 tAiuiPI , tBiuiPI, 如果它们在实数域 R 上相
似, 则它们在有理数域 Q 上也相似.

7. (本题 15 分) 设 F pxq, Gpxq 是 r0,`8q 上的两个非负单调递减函数, @跟锦数学

微信公众号

lim
xÑ`8

x rF pxq `Gpxqs “ 0.

(1) 证明: @ ε ą 0, @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

ż `8

ε

xF pxtq cos t dt “ 0.

(2) 若进一步有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż `8

0

rF ptq ´Gptqs cos
t

n
dt “ 0.

证明: lim
xÑ0

ż `8

0

rF ptq ´Gptqs cospxtq dt “ 0.

第03届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. (本大题共 5 小题, 每小题 6 分, 共 30 分) 计算下列各题 (要求写出重要步骤).
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(1) lim
xÑ0

sin2 x ´ x2 cos2 x

x2 sin2 x
.

(2) lim
xÑ`8

„ˆ

x3
`
x

2
´ tan

1

x

˙

e
1
x ´

a

1 ` x6



.

(3) 设函数 fpx, yq 有二阶连续偏导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

f 12x f
2
yy ´ 2f 1xf

1
yf

2
xy ` f

12
y f

2
xx “ 0,

且 f 1y ‰ 0, y “ ypx, zq 是由方程 z “ fpx, yq 所确定的函数. 求 y2xx.

(4) 求不定积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż
ˆ

1 ` x ´
1

x

˙

ex`
1
x dx.

(5) 求曲面 x2
` y2

“ az 和 z “ 2a ´
a

x2 ` y2 (a ą 0) 所围立体的表面积.

2. (本题 13 分) 讨论 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

x

cos2 x ` xα sin2 x
dx

的敛散性, 其中 α 是一个实常数.

3. (本题 13 分) 设 fpxq 在 p´8,`8q 上无穷次可微, 并且满足: 存在 M ą 0, 使

得 @跟锦数学微信公众号

|f pkqpxq| ďM, @ x P p´8,`8q, pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

且 f

ˆ

1

2n

˙

“ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 求证: 在 p´8,`8q 上, fpxq ” 0.

4. (本题共 16 分, 第 1 小题 6 分, 第 2 小题 10 分) 设 D 为椭圆形 @跟锦数学微

信公众号
x2

a2
`
y2

b2
ď 1 pa ą b ą 0q ,

面密度为 ρ 的均质薄板; l 为通过椭圆焦点 p´c, 0q (其中 c2
“ a2

´ b2) 垂直于

薄板的旋转轴.

(1) 求薄板 D 绕 l 旋转的转动惯量 J ;

(2) 对于固定的转动惯量, 讨论椭圆薄板面积的是否有最大值和最小值.
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5. (本题 12 分) 设连续可微函数 z “ zpx, yq 由方程 @跟锦数学微信公众号

F pxz ´ y, x ´ yzq “ 0

(其中 F pu, vq 有连续的偏导数) 唯一确定, L 为正向单位圆周. 试求: @跟锦数

学微信公众号

I “

¿

L

pxz2
` 2yzq dy ´ p2xz ` yz2

q dx.

6. (本题共 16 分, 第 1 小题 6 分, 第 2 小题 10 分).

(1) 求解微分方程

$

&

%

dy

dx
´ xy “ xex

2

,

yp0q “ 1.

(2) 如 y “ fpxq 为上述方程的解, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

n

n2x2 ` 1
fpxq dx “

π

2
.

第04届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 设 Γ 为椭圆抛物面 z “ 3x2
` 4y2

` 1. 从原点作 Γ 的切锥面. 求

切锥面方程.

2. (本题 15 分) 设 Γ 为抛物线, P 是与焦点位于抛物线同侧的一点. 共 P 的直线

L 与 Γ 围成的有界区域的面积记为 ApLq. 证明: ApLq 取最小值当且仅当 P 恰

为 L 被 Γ 所截出的线段的中点.

3. (本题 10 分) 设 f P C1
r0,`8q, @跟锦数学微信公众号

fp0q ą 0, f 1pxq ě 0, @ x P r0,`8q.

若

ż `8

0

dx

fpxq ` f 1pxq
ă `8, 求证:

ż `8

0

dx

fpxq
ă `8.

4. (本题 10 分) 设 A,B,C 均为实 n 阶正定矩阵, @跟锦数学微信公众号

P ptq “ At2 `Bt ` C, fptq “ detP ptq,

其中 t 为未定元, detP ptq 表示 P ptq 的行列式. 若 λ 是fptq 的根, 证明: λ 的

实部为负数.
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5. (本题 10 分) 已知 @跟锦数学微信公众号

p1 ` xqn

p1 ´ xq3
“

8
ÿ

i“0

aix
i, |x| ă 1,

n 为正整数. 求
n´1
ÿ

i“0

ai.

6. (本题 15 分) 设 f : r0, 1s Ñ R 可微, 其中 R 为实数集. 已知 fp0q “

fp1q,

ż 1

0

fpxq dx “ 0, 且对任意 x P r0, 1s 有 f 1pxq ‰ 1. 求证: 对任意正整

数 n, 有 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

2
.

7. (本题 25 分) 已知实矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

2 2

2 a

¸

, B “

˜

4 b

3 1

¸

.

证明:

(1) 矩阵方程 AX “ B 有解但 BY “ A 无解的充要条件是

$

&

%

a ‰ 2,

b “
4

3
;

(2) A 相似于 B 的充要条件是

$

&

%

a “ 3,

b “
2

3
;

(3) A 合同于 B 的充要条件是

#

a ă 2,

b “ 3.

第04届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. (本题共 5 小题, 每小题各 6 分, 共 30 分) 解答下列各题 (要求写出重要步骤).

(1) 求极限 lim
nÑ8

pn!q
1

n2 ;

(2) 求通过直线 L :

#

2x ` y ´ 3z ` 2 “ 0

5x ` 5y ´ 4z ` 3 “ 0
的两个相互垂直的平面 π1 和 π2,

使其中一个平面过点 p4,´3, 1q;
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(3) 已知函数 z “ upx, yqeax`by, 且 u2xy “ 0, 确定常数 a 和 b, 使得函数

z “ zpx, yq 满足方程 z2xy ´ z
1
x ´ z

1
y ` z “ 0;

(4) 设函数 u “ upxq 连续可微, up2q “ 1, 且 @跟锦数学微信公众号

ż

L

px ` 2yqu dx ` px ` u3
qu dy

在右半平面上与路径无关, 求 upxq;

(5) 求极限 lim
xÑ`8

3
?
x

ż x`1

x

sin t
?
t ` cos t

dt.

2. (本题 10 分) 计算

ż `8

0

e2x
| sinx| dx.

3. (本题 10 分) 求方程 x2 sin
1

x
“ 2x ´ 501 的近似解, 精确到 0.001.

4. (本题 12 分) 设函数 y “ fpxq 二阶可导, 且 f 2pxq ą 0, fp0q “ 0, f 1p0q “ 0, 求

lim
xÑ0

x3fpuq

fpxq sin3 u
, 其中 u 是曲线 y “ fpxq 上点 P px, fpxqq 处的切线在 x 轴上

的截距.

5. (本题 12 分) 求最小实数 C, 使得对满足

ż 1

0

|fpxq| dx “ 1 的连续函数 fpxq, 都

有

ż 1

0

f
`?
x
˘

dx ď C.

6. (本题 12 分) 设 fpxq 为连续函数, t ą 0. 区域 Ω 是由抛物面 z “ x2
` y2 和球

面 x2
` y2

` z2
“ t2 所围起来的上半部分. 定义三重积分 @跟锦数学微信公众号

F ptq “

¡

Ω

fpx2
` y2

` z2
q dv.

求 F ptq 的导数 F 1ptq.

7. (本题 14 分) 设
8
ÿ

n“1

an 和
8
ÿ

n“1

bn 为正项级数, 那么

(1) 若 lim
nÑ8

ˆ

an

an`1bn
´

1

bn`1

˙

ą 0, 则
8
ÿ

n“1

an 收敛;

(2) 若 lim
nÑ8

ˆ

an

an`1bn
´

1

bn`1

˙

ă 0 且
8
ÿ

n“1

bn 发散, 则
8
ÿ

n“1

an 发散.
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第04届中国大学生数学竞赛数学类决赛试题

1. (本题 15 分) 设 A 为正常数, 直线 L 与双曲线 x2
´ y2

“ 2 px ą 0q 所围成的

有限部分的面积为 A. 证明:

(1) 上述 L 被双曲线 x2
´ y2

“ 2 px ą 0q 所截线段的中点的轨迹为双曲线;

(2) L 总是 (1) 中轨迹曲线的切线.

2. (本题 15 分) 设函数 fpxq 满足条件:

(1) f : ra, bs Ñ ra, bs, 其中 ´8 ă a ă b ă 8;

(2) 存在常数 0 ă L ă 1 使得 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ď L|x ´ y|, @x, y P ra, bs.

设 x1 P ra, bs, 令 xn`1 “
1

2
rxn ` fpxnqs, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明: lim

nÑ8
xn “ x 存

在, 且 fpxq “ x.

3. (本题 15 分) 设实 n 阶方阵 A 的每个元素的绝对值为 2. 证明: 当 n ě 3 时,

@跟锦数学微信公众号

|A| ď
1

3
¨ 2n`1n!.

4. (本题 15 分) 设 fpxq 为区间 pa, bq 上的可导函数. 对 x0 P pa, bq, 若存在 x0 的

领域 U 使得对任意的 x P U z tx0u 都有 fpxq ą fpx0q ` f
1
px0qpx ´ x0q, 则称

x0 为 fpxq 的凹点; 类似地, 若存在 x0 的领域 U 使得对任意的 x P U z tx0u 都

有 fpxq ă fpx0q ` f
1
px0qpx ´ x0q, 则称 x0 为 fpxq 的凸点. 求证: 若 fpxq 是

区间 pa, bq 上的二次可微函数, 且不是一次函数, 则 fpxq 一定存在凹点或凸点.

5. (本题 20 分) 设 A “

¨

˚

˚

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‹

‹

‚

为实对称矩阵, A˚ 为 A 的伴随矩阵, 记

@跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3, x4q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2
1 x2 x3 x4

´x2 a11 a12 a13

´x3 a21 a22 a23

´x4 a31 a32 a33

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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若 |A| “ ´12, A 的特征值的和为 1, 且 p1, 0,´2qT 为 pA˚
´ 4Iqx “ 0 的一个

解. 试给出一正交变换 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ Q

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

y1

y2

y3

y4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

使得 fpx1, x2, x3, x4q 化为标准型.

6. (本题 20 分) 令 R 为实数域, n 为给定的正整数, A 表示所有 n 次首一实系数多

项式组成的集合.证明: @跟锦数学微信公众号

inf
bPR, cą0, P pxqPA

1

cn`1

ż b`c

b

|P pxq| dx ą 0.

第04届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. (25 分) 简答下列各题.

(1) 计算 lim
xÑ0`

«

lnpx ln aq ¨ ln
ln ax

ln x
a

ff

(a ą 1).

(2) 设 fpu, vq 具有连续偏导数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

f 1upu, vq ` f
1
vpu, vq “ uv,

求 ypxq “ e´2xfpx, xq 所满足的一阶微分方程, 并求其通解.

(3) 求在 r0,`8q 上的可微函数 fpxq, 使 fpxq “ e´upxq, 其中 u “

ż x

0

fptq dt.

(4) 计算不定积分

ż

x arctanx lnp1 ` x2
q dx.

(5) 过直线

#

10x ` 2y ´ 2z “ 27,

x ` y ´ z “ 0
作曲面 3x2

` y2
´ z2

“ 27 的切平面, 求此

切平面的方程.

2. (15 分) 设曲面 @跟锦数学微信公众号

Σ : z2
“ x2

` y2, 1 ď z ď 2,

其面密度为常数 ρ. 求在原点处的质量为 1 的质点和 Σ 之间的引力 (记引力常数

为 G).

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 464 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

3. (15 分) 设 fpxq 在 r1,`8q 上连续可导, @跟锦数学微信公众号

f 1pxq “
1

1 ` f2pxq
¨

«

c

1

x
´

d

ln

ˆ

1 `
1

x

˙

ff

,

证明: lim
xÑ`8

fpxq 存在.

4. (15 分) 设函数 fpxq 在 r´2, 2s 上二阶可导, 且 |fpxq| ă 1, 又 f2
p0q` rf 1p0qs2 “

4. 试证在 p´2, 2q 内至少存在一点 ξ, 使得 fpξq ` f 2pξq “ 0.

5. (15 分) 求二重积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2ď1

|x2
` y2

´ x ´ y| dx dy.

6. (15 分) 若对于任何收敛于零的序列 txnu, 级数
8
ÿ

n“1

anxn 都是收敛的, 试证明级

数
8
ÿ

n“1

|an| 收敛.

第05届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 平面 R2 上两个半径为 r 的圆 C1 和 C2 外切于 P 点, 将圆 C2 沿

C1 的圆周 (无滑动) 滚动一周, 这时,C2 上的 P 点也随 C2 的运动而运动. 记 Γ

为 P 点的运动轨迹曲线, 称为心脏线. 现设 C 为以 P 的初始位置 (切点) 为圆

心的圆, 其半径为 R, 记 @跟锦数学微信公众号

γ : R2
Y t8u Ñ R2

Y t8u

为圆 C 的反演变换, 它将 Q P R2
z tP u 映成射线 PQ 上的点 Q1, 且满足

ÝÝÑ
PQ ¨

ÝÝÝÑ
PQ1

“ R2. 求证: γpΓ q 为抛物线.

2. (本题 10 分) 设 n 阶方阵 Bptq 和 nˆ 1 矩阵 Gptq 分别是 @跟锦数学微信公众

号

Bptq “ pbijptqq, bptq “

¨

˚

˚

˚

˝

b1ptq

...

bnptq

˛

‹

‹

‹

‚

,

其中 bijptq 和 biptq 均为关于 t 的实系数多项式,i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 记 dptq “

detBptq,diptq 为用 bptq 代替 Bptq 行列式中的第 i 列后所得的 n 阶矩阵的行列
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式. 若 dptq 有实根 t0 使得 Bpt0qX “ bpt0q 成为关于 X 的相容线性方程组. 试

证明: dptq, d1ptq, d2ptq, ¨ ¨ ¨ , dnptq 必有次数 ě 1 的公因式.

3. (本题 15 分) 设 fpxq 在 r0, as 上二阶连续可微,f 1p0q “ 1,f 2p0q ‰ 0, 且 0 ă

fpxq ă x, x P p0, aq. 令 xn`1 “ fpxnq, x1 P p0, aq.

(1) 求证: txnu 收敛并求其极限;

(2) 试问 tnxnu 是否收敛? 若收敛, 求出其极限; 若不收敛, 请说明理由.

4. (本题 15 分) 设 a ą 1,f : p0,`8q Ñ p0,`8q 可微. 求证: 存在趋于 `8 的正

数列 txnu, 使得 f 1pxnq ă fpaxnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

5. (本题 20 分) 设 f : r´1, 1 Ñ R 为偶函数,f 在 r0, 1s 上是增函数; 又设 g 是

r´1, 1s 上的凸函数, 即 @跟锦数学微信公众号

gptx ` p1 ´ tqyq ď tgpxq ` p1 ´ tqgpyq, @ x, y P r0, 1s, @ t P r0, 1s.

试证: @跟锦数学微信公众号

2

ż 1

´1

fpxqgpxq dx ě

ż 1

´1

fpxq dx ¨

ż 1

´1

gpxq dx.

6. (本题 25分)设 Rnˆn 为 n阶实方阵全体,Eij 为 pi, jq元素为 1, 其余元素为 0的

n 阶方阵,i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 记 Γr 表示秩为 r 的实方阵全体,r “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n;

并让 φ : Rnˆn Ñ Rnˆn 为可乘映照, 即满足 @跟锦数学微信公众号

φpABq “ φpAq ¨ φpBq, @ A,B P Rnˆn.

证明:

(1) 对 @ A,B P Γr, 有 rankφpAq “ rankφpBq.

(2) 若 φp0q “ 0, 且存在 r “ 1 的矩阵 W 使得 φpW q “ 0, 则必存在可逆方阵

R 使得 @跟锦数学微信公众号

φpEijq “ REijR
´1, @ i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

第05届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. (共 4 小题, 每小题 6 分, 共 24 分) 解答下列各题.

(1) 求极限 lim
nÑ8

´

1 ` sinπ
a

1 ` 4n2
¯n

.
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(2) 证明广义积分

ż `8

0

sinx

x
dx 不是绝对收敛的.

(3) 设函数 y “ ypxq 由 x3
` 3x2y ´ 2y3

“ 2 所确定.求 ypxq 的极值.

(4) 过曲线 y “ 3
?
x (x ě 0) 上的点 A 作切线, 使该切线与曲线及 x 轴所围成

的平面图形的面积为
3

4
, 求点 A 的坐标.

2. (12 分) 计算定积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż π

´π

x sinx ¨ arctan ex

1 ` cos2 x
dx.

3. (12 分) 设 fpxq 在 x “ 0 处存在二阶导数 f 2p0q, 且 lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0. 证明: 级数

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

1

n

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

收敛.

4. (10 分) 设 |fpxq| ď π, f 1pxq ě m ą 0 pa ď x ď bq. 证明: @跟锦数学微信公众

号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sin fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

m
.

5. (14 分) 设 Σ 是一个光滑封闭曲面, 方向朝外. 给定第二型曲面积分 @跟锦数学

微信公众号

I “

ĳ

Σ

px3
´ xq dy dz ` p2y3

´ yq dz dx ` p3z3
´ zq dx dy.

试确定曲面 Σ, 使得积分 I 的值最小, 并求该最小值.

6. (14分)设 Iaprq “

ż

C

y dx ´ x dy

px2 ` y2qa
,其中 a为常数,曲线 C 为椭圆 x2

`xy`y2
“

r2, 取正向. 求极限 lim
rÑ`8

Iaprq.

7. (14 分) 判断级数
8
ÿ

n“1

1 ` 1
2
` ¨ ¨ ¨ `

1
n

pn ` 1qpn ` 2q
的敛散性, 弱收敛, 求其和.

第05届中国大学生数学竞赛数学类一二年级决赛试题

1. (本题 15 分) 设 S 为 R3 中的抛物面 z “
1

2
px2

` y2
q. P pa, b, cq 为 S 外一固定

点, 满足 a2
` b2

ą 2c. 过 P 作 S 的所有切线. 证明: 这些切线的切点落在同一

张平面上.
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2. (本题 15 分) 设实二次型 fpx1, x2, x3, x4q “ x
TAx, 其中 @跟锦数学微信公众

号

x “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 a0 2 ´2

a 0 b c

d e 0 f

g h k 4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

a0, a, b, c, d, e, f, g, h, k 皆为实数. 已知 λ1 “ 2 是 A 的一个几何重数为 3 的

特征值. 试回答以下问题:

(1) A 能否相似于对角矩阵; 若能, 请给出证明; 若不能, 请给出例子.

(2) 当 a0 “ 2 时, 试求 fpx1, x2, x3, x4q 在正交变换下的标准型.

3. (本题 15 分) 设 n 阶实方阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 b1 0 ¨ ¨ ¨ 0

˚
. . .

. . .
. . . 0

˚
. . .

. . .
. . . 0

˚
. . .

. . .
. . . bn´1

˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

有 n 个线性无关的特征向量, b1, ¨ ¨ ¨ , bn´1 均不为 0. 记 @跟锦数学微信公众号

W “
 

X P Rnˆn; XA “ AX
(

.

证明: W 是实数域 R 上的向量空间, 且 I,A, ¨ ¨ ¨ , An´1 为其一组基, 其中 I 为

n 阶单位阵.

4. (本题 15 分) 设 fpx, yq 为ra, bsˆR 上关于 y 单调下降的二元函数. 设 y “ ypxq

和 z “ zpxq 是可微函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

y1 “ fpx, yq, z1 ď fpx, zq, x P ra, bs.

已知 zpaq ď ypaq. 求证: zpxq ď ypxq, x P ra, bs.

5. (20 分) 设 fpxq 是 r0,`8q 上非负可导函数, fp0q “ 0, f 1pxq ď
1

2
. 假设

ż 8

0

fpxq dx 收敛. 求证: 对任意 α ą 1,

ż 8

0

fαpxq dx 也收敛, 并且 @跟锦数学

微信公众号
ż 8

0

fαpxq dx ď

ˆ
ż 8

0

fpxq dx

˙β

, β “
α ` 1

2
.
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6. (20 分) 对多项式 fpxq, 用 dpfq 表示其最大和最小实根之间的距离. 设 n ě 2

为自然数. 求最大实数 C, 使得对任何所有根都是实数的 n 次多项式 fpxq 都有

dpf 1q ě Cdpfq.

第05届中国大学生数学竞赛数学类三四年级决赛试题

1. (本题 15 分) 设 S 为 R3 中的抛物面 z “
1

2
px2

` y2
q. P pa, b, cq 为 S 外一固定

点, 满足 a2
` b2

ą 2c. 过 P 作 S 的所有切线. 证明: 这些切线的切点落在同一

张平面上.

2. (本题 15 分) 设实二次型 fpx1, x2, x3, x4q “ x
TAx, 其中 @跟锦数学微信公众

号

x “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 a0 2 ´2

a 0 b c

d e 0 f

g h k 4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

a0, a, b, c, d, e, f, g, h, k 皆为实数. 已知 λ1 “ 2 是 A 的一个几何重数为 3 的

特征值. 试回答以下问题:

(1) A 能否相似于对角矩阵; 若能, 请给出证明; 若不能, 请给出例子.

(2) 当 a0 “ 2 时, 试求 fpx1, x2, x3, x4q 在正交变换下的标准型.

3. (本题 20 分) 设 fpxq 是 r0,`8q 上非负可导函数, fp0q “ 0, f 1pxq ď
1

2
. 假设

ż 8

0

fpxq dx 收敛. 求证: 对任意 α ą 1,

ż 8

0

fαpxq dx 也收敛, 并且 @跟锦数学

微信公众号
ż 8

0

fαpxq dx ď

ˆ
ż 8

0

fpxq dx

˙β

, β “
α ` 1

2
.

4. (本题 20 分) 对多项式 fpxq, 用 dpfq 表示其最大和最小实根之间的距离. 设

n ě 2 为自然数. 求最大实数 C, 使得对任何所有根都是实数的 n 次多项式 fpxq

都有 dpf 1q ě Cdpfq.

5. (常微分方程 15 分) 设 fpx, yq 为ra, bs ˆ R 上关于 y 单调下降的二元函数. 设

y “ ypxq 和 z “ zpxq 是可微函数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

y1 “ fpx, yq, z1 ď fpx, zq, x P ra, bs.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 469 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

已知 zpaq ď ypaq. 求证: zpxq ď ypxq, x P ra, bs.

6. (复变函数 15 分) 设 D “ tz P C; |z| ă 1u 是单位圆盘. 非常值函数 fpzq 在 D̄

上解析, 且当 |z| “ 1 时, |fpzq| “ 1. 求证: fpDq “ D.

7. (实变函数 15 分) 设 Ek 是一列可测集, f P LpY8k“1Ekq.

(1) 令 A “ lim
kÑ8

Ek, 证明: @跟锦数学微信公众号

ż

A

fpxq dx “ lim
nÑ8

ż

Y8k“nEk

fpxq dx.

(2) 令 A “ lim
kÑ8

Ek, 证明: @跟锦数学微信公众号

ż

A

fpxq dx “ lim
nÑ8

ż

X8k“nEk

fpxq dx.

(3) 如果 tEku 是单调的, 求证: lim
kÑ8

Ek “ E 存在, 且有 @跟锦数学微信公众号

ż

E

fpxq dx “ lim
kÑ8

ż

Ek

fpxq dx.

8. (微分几何 15 分) 设 Γ 是三维欧氏空间中一张平面上的一条抛物线, l 是 Γ 的准

线. 将 Γ 绕其准线 l 旋转一周, 得到旋转面 S. 求 S 的两个主曲率的比值.

9. (概率统计 15 分) 一只盒子中装有标上 1 至 N 的 N 张票券. 由放回地一张一

张地抽取. 若我们想收集 r 张不同的票券, 则要期望抽多少次才能得到它们? 当

然假设取得每张票券是等可能的, 各次抽取是独立的.

10. (抽象代数 15 分) 设群 G “ AB, 其中 A,B 均为 G 的 Abel 群, 且 AB “

BA, @ g1, g2 P G, 用 rg1, g2s 表示换位子, 即 @跟锦数学微信公众号

rg1, g2s “ g1g2g
´1
1 g´1

2 ,

G1 表示 G 的换位子群 (即由 G 的换位子所生成的子群). 证明:

(1) @ a, x P A, @ b, y P B 有下式成立: @跟锦数学微信公众号

“

x´1, y´1
‰

ra, bs
“

x´1, y´1
‰´1

“ ra, bs.

(2) G1 为 Abel 群.
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11. (数值分析 15 分) 给定多项式序列 @跟锦数学微信公众号

T0pxq “ 1, T1pxq “ x,

Tn`1pxq “ 2xTnpxq ´ Tn´1pxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证:

(1) 当 x P r´1, 1s 时, @跟锦数学微信公众号

Tnpxq “ cos pn arccosxq .

(2) 设 Cr´1, 1s 是区间 r´1, 1s 上连续函数构成的内积空间, 其中内积定义为

@跟锦数学微信公众号

〈f, g〉 :“

ż 1

´1

fpxqgpxq
?

1 ´ x2
dx.

则 Tnpxq 是该内积空间的正交多项式, 即当 n ‰ m 时, @跟锦数学微信公众

号

〈Tnpxq, Tmpxq〉 “ 0.

(3) 设 P pxq 是次数为 n 的首项系数为 1 的多项式. 求证: @跟锦数学微信公众

号

}P pxq}8 ě
1

2n´1
,

且等号成立当且仅当 @跟锦数学微信公众号

P pxq “
1

2n´1
Tnpxq,

这里 }P pxq}8 “ max
xPr´1,1s

|P pxq|.

第05届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. 解答下列各题 (本题共 28 分, 每小题 7 分)

(1) 计算积分

ż 2π

0

x

ż 2π

x

sin2 t

t2
dt dx.

(2) 设 fpxq 是 r0, 1s 上的连续函数, 且满足

ż 1

0

fpxq dx “ 1. 求一个这样的函数

fpxq 使得积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

p1 ` x2
qf2
pxq dx

取得最小值.
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(3) 设 F px, y, zq 和 Gpx, y, zq 有连续偏导数,
BpF,Gq

Bpx, zq
‰ 0, 曲线

Γ :

#

F px, y, zq “ 0

Gpx, y, zq “ 0

过点 P0px0, y0, z0q. 记 Γ 在xOy 平面上的投影曲线为 S. 求 S 上过点

px0, y0q 的切线方程.

(4) 设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

1 2 1

3 4 a

1 2 2

˛

‹

‹

‚

, 其中 a 为常数, 矩阵 B 满足关系式 AB “ A ´

B `E, 其中 E 是单位矩阵且 B ‰ E. 若秩 rank pA`Bq “ 3, 试求常数 a

的值.

2. (12 分) 设 f P C4
p´8,`8q, @跟锦数学微信公众号

fpx ` hq “ fpxq ` f 1pxqh `
1

2
f 2px ` θhqh2,

其中 θ 是与 x, h 无关的常数, 证明 f 是不超过三次的多项式.

3. (12 分) 设当 x ą ´1 时, 可微函数 fpxq 满足条件 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq ` fpxq ´
1

x ` 1

ż x

0

fptq dt “ 0,

且 fp0q “ 1. 试证: 当 x ě 0 时, 有 e´x ď fpxq ď 1 成立.

4. (10 分) 设 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u , I “

ĳ

D

fpx, yq dx dy,

其中函数 fpx, yq 在 D 上有连续二阶偏导数. 若对任何 x, y 有 fp0, yq “

fpx, 0q “ 0 且 f 2xy ď A. 证明 I ď
A

4
.

5. (12 分) 设函数 fpxq 连续可导, @跟锦数学微信公众号

P “ Q “ R “ f
`

px2
` y2

qz
˘

,

邮箱曲面 Σt 是圆柱体 x2
` y2

ď t2, 0 ď z ď 1 的表面, 方向朝外. 记第二型曲

面积分 @跟锦数学微信公众号

It “

ĳ

Σt

P dy dz `Q dz dx `R dx dy,
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求极限 lim
tÑ0`

It

t4
.

6. (12分)设 A,B 是二个 n阶正定矩阵. 求证 AB 正定的充要条件是 AB “ BA.

7. (12 分) 假设
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 1, lim

nÑ8
nan “ 0, 且 lim

xÑ1´

8
ÿ

n“0

anx
n
“ A.

证明:
8
ÿ

n“0

an 收敛且
8
ÿ

n“0

an “ A.

第06届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 已知空间的两条直线 @跟锦数学微信公众号

l1 :
x ´ 4

1
“
y ´ 3

´2
“
z ´ 8

1
; l2 :

x ` 1

7
“
y ` 1

´6
“
z ` 1

1
.

(1) 证明 l1 和 l2 异面;

(2) 求 l1 和 l2 的公垂线的标准方程;

(3) 求连接 l1 上的任一点和 l2 上的任一点线段中点的轨迹的一般方程.

2. (本题 15 分) 设 f P Cr0, 1s 是非负的严格递增函数.

(1) 证明: 对任意 n P N, 存在唯一的 xn P r0, 1s, 使得 @跟锦数学微信公众号

rfpxnqs
n
“

ż 1

0

rfpxqsn dx.

(2) 证明: lim
nÑ8

xn “ 1.

3. (本题 15 分) 设 V 为闭区间 r0, 1s 上全体实函数构成的实向量空间, 其中向量加

法和纯量乘法均为通常的. f1, ¨ ¨ ¨ , fn P V . 证明以下两条等价:

(1) f1, ¨ ¨ ¨ , fn 线性无关;

(2) D a1, ¨ ¨ ¨ , an P r0, 1s 使得 det rfipajqs ‰ 0, 这里 det 表行列式.

4. (本题 15 分) 设 fpxq 在 R 上有二阶导函数, fpxq, f 1pxq, f 2pxq 都大于零. 假设

存在正数 a, b 使得 f 2pxq ď afpxq ` bf 1pxq 对一切 x P R 成立.

(1) 求证: lim
xÑ´8

f 1pxq “ 0;

(2) 求证: 存在常数 c 使得 f 1pxq ď cfpxq.

(3) 求使上面不等式成立的最小常数 c.
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5. (本题 20 分) 设 m 为给定的正整数. 证明: 对任何的正整数 n, l, 存在 m 阶方

阵 X 使得 @跟锦数学微信公众号

Xn
`X l

“ I `

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

2 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

3 2 1 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...

...
. . .

...
...

m ´ 1 m ´ 2 m ´ 3 ¨ ¨ ¨ 1 0

m m ´ 1 m ´ 2 ¨ ¨ ¨ 2 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

6. (本题 20 分) 设 α P r0, 1s, tanu 是正数列且满足 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

nα
ˆ

an

an`1

´ 1

˙

“ λ P p0,`8q.

求证: lim
nÑ8

nkan “ 0, 其中 k ą 0.

第06届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (共有 5 小题, 每小题 6 分, 共 30 分).

(1) 已知 y1 “ ex 和 y2 “ xex 是齐次二阶常系数线性微分方程的解, 则该方程是

.

(2) 设有曲面 S : z “ x2
` 2y2 和平面 L : 2x ` 2y ` z “ 0, 则与平面 L 平行

的 S 的切平面方程是 .

(3) 设函数 y “ ypxq 由方程 x “

ż y´x

1

sin2

ˆ

πt

4

˙

dt 所确定, 求
dy

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

“

.

(4) 设 xn “
n
ÿ

k“1

k

pk ` 1q!
, 则 lim

nÑ8
xn “ .

(5) 已知 lim
xÑ0

„

1 ` x `
fpxq

x



1
x

“ e3, 则 lim
xÑ0

fpxq

x2
“ .

2. (本题满分 12 分) 设 n 为正整数, 计算 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

e´2nπ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dx
cos

ˆ

ln
1

x

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx.
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3. (本题满分 14 分) 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上有二阶导数, 且存在正常数 A,B 使得

|fpxq| ď A, |f 2pxq| ď B. 证明: 对任意 x P r0, 1s, 有 @跟锦数学微信公众号

|f 1pxq| ď 2A `
B

2
.

4. (本题满分 14 分)

(1) 设一球缺高为 h, 所在球半径为 R. 证明该球缺的体积为
π

3
p3R´hqh2, 球冠

的面积为 2πRh.

(2) 设球体 @跟锦数学微信公众号

px ´ 1q2 ` py ´ 1q2 ` pz ´ 1q2 ď 12

被平面 P : x ` y ` z “ 6 所截的小球缺为 Ω. 记球缺上的球冠为 Σ, 方向

指向球外, 求第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy.

5. (本题满分 15 分) 设 f 在 ra, bs 上非负连续, 严格单增, 且存在 xn P ra, bs 使得

@跟锦数学微信公众号

rfpxnqs
n
“

1

b ´ a

ż b

a

rfpxqsn dx,

求 lim
nÑ8

xn.

6. (本题满分 15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

An “
n

n2 ` 1
`

n

n2 ` 22
` ¨ ¨ ¨ `

n

n2 ` n2
,

求 lim
nÑ8

n

ˆ

π

4
´An

˙

.

第06届中国大学生数学竞赛数学类一二年级决赛试题

1. (本题 20 分, 每小题 5 分)

(1) 实二次型 2x1x2 ´ x1x3 ` 5x2x3 的规范型 “ .

(2) 级数
8
ÿ

n“1

n

3n
的和 “ .
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(3) 计算第一型曲面积分的值: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2`z2“1

px2
` 2y2

` 3z2
q dS “ .

(4) 设 A “ paijq 为 n 阶实对称矩阵 pn ą 1q, rank pAq “ n´ 1, A 的每行元素

之和均为 0. 设 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n 为 A 的全部非零特征值. 用 A11 表示 A 的元素

a11 所对应的代数余子式, 则有 A11 “ .

2. (本题 15 分) 设空间中定点 P 到一定直线 l 的距离为 p, 一族球面中的每个球面

都过点 P , 且截直线 l 得到的弦长都是定值, a. 求该球面族的球心的轨迹.

3. (本题 15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

Γ “

#˜

z1 z2

´z̄2 z̄1

¸

; z1, z2 P C

+

,

其中 C 表复数域. 试证: @ A P Γ , A 的 Jordan 标准型 JA 仍属于 Γ ; 进一步还

存在可逆的矩阵 P P Γ 使得 P´1AP “ JA.

4. (本题 20 分) 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

x sin
1

x
, x ‰ 0;

0, x “ 0.

求最大常数 α 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|α
ă `8.

5. (本题 10 分) 设 aptq, fptq 为实连续函数, @ t P R 有 @跟锦数学微信公众号

fptq ą 0, aptq ě 1,

ż 8

0

fptq dt “ `8.

已知 C2 函数 xptq 满足 @跟锦数学微信公众号

x2ptq ` aptqfpxptqq ď 0, @ t P R.

求证: xptq 在 r0,`8q 有上界.

6. (本题 15 分) 设 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续可导, 且 fp0q “ fp1q “ 0. 求证: @跟

锦数学微信公众号
„
ż 1

0

xfpxq dx

2

ď
1

45

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx,

等号当且仅当 fpxq “ Apx ´ x3
q 时成立, 其中 A 是常数.
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第06届中国大学生数学竞赛数学类三四年级决赛试题

1. (本题 20 分, 每小题 5 分)

(1) 实二次型 2x1x2 ´ x1x3 ` 5x2x3 的规范型 “ .

(2) 级数
8
ÿ

n“1

n

3n
的和 “ .

(3) 计算第一型曲面积分的值: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

x2`y2`z2“1

px2
` 2y2

` 3z2
q dS “ .

(4) 设 A “ paijq 为 n 阶实对称矩阵 pn ą 1q, rank pAq “ n´ 1, A 的每行元素

之和均为 0. 设 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n 为 A 的全部非零特征值. 用 A11 表示 A 的元素

a11 所对应的代数余子式, 则有 A11 “ .

2. (本题 15 分) 设空间中定点 P 到一定直线 l 的距离为 p, 一族球面中的每个球面

都过点 P , 且截直线 l 得到的弦长都是定值, a. 求该球面族的球心的轨迹.

3. (本题 15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

Γ “

#˜

z1 z2

´z̄2 z̄1

¸

; z1, z2 P C

+

,

其中 C 表复数域. 试证: @ A P Γ , A 的 Jordan 标准型 JA 仍属于 Γ ; 进一步还

存在可逆的矩阵 P P Γ 使得 P´1AP “ JA.

4. (本题 20 分) 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

x sin
1

x
, x ‰ 0;

0, x “ 0.

求最大常数 α 满足 @跟锦数学微信公众号

sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|α
ă `8.

5. (本题 10 分) 设 aptq, fptq 为实连续函数, @ t P R 有 @跟锦数学微信公众号

fptq ą 0, aptq ě 1,

ż 8

0

fptq dt “ `8.
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已知 C2 函数 xptq 满足 @跟锦数学微信公众号

x2ptq ` aptqfpxptqq ď 0, @ t P R.

求证: xptq 在 r0,`8q 有上界.

6. (本题 10 分) 设 a, b 是两个不同的复数, 求满足方程 @跟锦数学微信公众号

rf 1pzqs2 “ rfpzq ´ as ¨ rfpzq ´ bs

的非零整函数 fpzq.

7. (本题 10 分) 设 fpxq 是 R1 上的 Lipschitz 函数, Lipschitz 常数为 K, 则对任

意的可测集 E Ă R1, 均有 @跟锦数学微信公众号

mrfpEqs ď K ¨mpEq.

8. (本题 10 分) 设三维空间的曲面 S 满足:

(1) P0 “ p0, 0,´1q P S;

(2) 对任意 P P S, |
ÝÝÑ
OP | ď 1, 其中 O 是原点.

证明: 曲面 S 在 P0 的 Gauss 曲率 KpP0q ě 1.

9. (本题 10 分) 考虑求解线性方程组 Ax “ b 的如下迭代格式 @跟锦数学微信公众

号

pαD ´ Cqxpk`1q
“ rpα ´ 1qD ` CT

sxpkq ` b,

其中 D 为实对称正定矩阵, C 是满足 C ` CT
“ D ´ A 的实方阵, α 为实数.

若 A 是实对称正定方阵, 且 αD ´ C 可逆, α ą 1{2, 证明: 上述迭代格式对任

何初始向量 xp0q 收敛.

10. (本题 10 分) 设 R 是 r0, 1s 上连续函数环, 其加法和普通的函数加法, 乘法为普

通的函数乘法. I 为 R 的极大左理想. 证明: @ f, g P I, f 与 g 在 r0, 1s 上必有

公共的零点.

11. (本题 10 分) 设在国际市场上有我国某种出口商品每年的需求量 X (单位: 吨)

是随机变量, X 服从 r100, 200s 上的均匀分布. 每出售这种商品一顿, 可以为国

家挣得外汇 3 万元; 若销售不出而囤积于仓库, 则每吨需要花费保养费用 1 万元.

求: 应组织多少货源, 才能使国家的收益最大?
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第06届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. 填空题 (本题满分 30 分, 共 6 小题, 每小题 5 分).

(1) 极限 lim
xÑ8

´

şx

0 eu
2

du
¯2

şx

0 e2u2 du
的值是 .

(2) 设实数 a ‰ 0, 微分方程 @跟锦数学微信公众号
#

y2pxq ´ ary1pxqs2 “ 0

yp0q “ 0, y1p0q “ ´1

的解是 .

(3) 设矩阵 A “

¨

˚

˚

˝

λ 0 0

0 λ 0

´1 1 λ

˛

‹

‹

‚

, 则 A50
“ .

(4) 不定积分

ż

x2 ` 1

x4 ` 1
dx “ .

(5) 设曲线积分 I “

¿

L

x dy ´ y dx

|x| ` |y|
, 其中 L 是以 p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p0,´1q

为顶点的正方形的边界曲线, 方向为逆时针, 则 I “ .

(6) 设 D 是平面上由光滑封闭曲线围成的有界区域, 其面积为 A ą 0, 函数

fpx, yq 在该区域及其边界上连续且 fpx, yq ą 0. 记 @跟锦数学微信公众号

Jn “

¨

˝

1

A

ĳ

D

f
1
n px, yq dσ

˛

‚

n

,

则极限 lim
nÑ8

Jn “ .

2. (本题满分 12 分) 设 lj, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 是平面上点 P0 处的 n ě 2 个方向向

量, 相邻两个向量之间的夹角为
2π

n
. 若函数 fpx, yq 在点 P0 有连续偏导数, 证

明
n
ÿ

j“1

BfpP0q

Blj
“ 0.

3. (本题满分 14 分) 设 A1, A2, B1, B2 均为 n 阶方阵, 其中 A2, B2 可逆. 证明:

存在可逆矩阵 P,Q 使得 @跟锦数学微信公众号

PAiQ “ Bi pi “ 1, 2q

成立的充要条件是 A1A
´1
2 和 B1B

´1
2 相似.
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4. (本题满分 14 分) 设 p ą 0, x1 “
1

4
, 且 @跟锦数学微信公众号

xpn`1 “ xn ` x
2p
n pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

证明
8
ÿ

n“1

1

1 ` xpn
收敛且求和.

5. (本题满分 15 分)

(1) 将 r´π, πq 上的函数 fpxq “ |x| 展开成傅里叶级数, 并证明
8
ÿ

k“1

1

k2
“
π2

6
.

(2) 求积分

ż `8

0

u

1 ` eu
du 的值.

6. (本题满分 15 分) 设 fpx, yq 为 R2 上的非负连续函数, 若 @跟锦数学微信公众

号

I “ lim
tÑ`8

ĳ

x2`y2ďt2

fpx, yq dσ

存在且有限, 则称广义积分

ĳ

R2

fpx, yq dσ 收敛于 I.

(1) 设 fpx, yq 为 R2 上非负连续函数. 若

ĳ

R2

fpx, yq dσ 收敛于 I, 证明极限

@跟锦数学微信公众号

lim
tÑ`8

ĳ

´tďx,yďt

fpx, yq dσ

存在且等于 I.

(2) 设

ĳ

R2

eax
2`2bxy`cy2

dσ 收敛于 I, 其中实二次型 ax2
` 2bxy ` cy2 在正交

变换下的标准型为 λ1u
2
` λ2v

2. 证明 λ1 和 λ2 都小于 0.

第07届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 设 L1 和 L2 是空间中两异面直线. 设在标准直角坐标系下直线 L1

过坐标为 a 的点, 以单位向量 v 为直线方向; 直线 L2 过坐标为 b 的点, 以单位

向量 w 为直线方向.

(1) 证明: 存在唯一点 P P L1 和 Q P L2 使得两点连线 PQ 同时垂直于 L1 和

L2.
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(2) 求 P 点和 Q 点坐标 (用 a, b, v, w 表示).

2. (本题 20 分) A 为 4 阶复方阵, 它满足关于迹的关系式: trAi
“ i, i “ 1, 2, 3, 4.

求 A 的行列式.

3. (本题 15 分) 设 A 为 n 阶实方阵, 其 n 个特征值皆为偶数. 试证明关于 X 的

矩阵方程 @跟锦数学微信公众号

X `AX ´XA2
“ 0

只有零解.

4. (本题 15 分) 数列 tanu 满足关系式 @跟锦数学微信公众号

an`1 “ an `
n

an
, a1 ą 0.

求证: lim
nÑ8

npan ´ nq 存在.

5. (本题 15 分) 设 fpxq 是 r0,`8q 有界连续函数, hpxq 是 r0,`8q 上连续函数,

且

ż `8

0

hpxq dx “ a ă 1. 构造函数列如下: @跟锦数学微信公众号

g0pxq “ hpxq, gnpxq “ fpxq `

ż x

0

hptqgn´1ptq dt pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

求证: tgnpxqu 收敛于一个连续函数, 并求其极限函数.

6. (本题 20 分) 设 fpxq 是 R 上有下界或者有上界的连续函数且存在正数 a 使得

@跟锦数学微信公众号

fpxq ` a

ż x

x´1

fptq dt

为常数. 求证: fpxq 为常数.

第07届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (本题满分 30 分, 共 5 小题, 每小题 6 分).

(1) 极限 lim
nÑ8

n

˜

sin π
n

n2 ` 1
`

sin 2
n
π

n2 ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

sinπ

n2 ` n

¸

“ .

(2) 设函数 z “ zpx, yq 由方程 @跟锦数学微信公众号

F

ˆ

x `
z

y
, y `

z

x

˙

“ 0
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所决定, 其中 F pu, vq 具有连续偏导数, 且 xFu ` yFv ‰ 0. 则 @跟锦数学微

信公众号

xz1x ` yz
1
y “ .

(本小题结果要求不显含 F 及其偏导数)

(3) 曲面 z “ x2
` y2

` 1 在点 M p1,´1, 3q 的切平面与曲面 z “ x2
` y2 所围

区域的体积为 .

(4) 函数 fpxq “

#

3, x P r´5, 0q,

0, x P r0, 5q
在 p´5, 5s 的傅里叶级数在 x “ 0 收敛的值

是 .

(5) 设区间 p0,`8q 上的函数 upxq 定义为 @跟锦数学微信公众号

upxq “

ż `8

0

e´xt
2

dt,

则 upxq 的初等函数表达式是 .

2. (本题满分 12 分) 设 M 是以三个正半轴为母线的半圆锥面, 求其方程.

3. (本题满分 12 分) 设 fpxq 在 pa, bq 内二次可导, 且存在常数 α, β, 使得对于

@ x P pa, bq, 有 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq “ αfpxq ` βf 2pxq,

则 fpxq 在 pa, bq 内无穷次可导.

4. (本题满分 14 分) 求幂级数
8
ÿ

n“0

n3 ` 2

pn ` 1q!
px ´ 1qn 的收敛域, 及其和函数.

5. (本题满分 16 分) 设函数 f 在 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

fpxq dx “ 0,

ż 1

0

xfpxq dx “ 1.

试证:

(1) D x0 P r0, 1s 使 |fpx0q| ą 4;

(2) D x1 P r0, 1s 使 |fpx1q| “ 4.

6. (本题满分 16 分) 设 fpx, yq 在 x2
` y2

ď 1 上有连续的二阶偏导数, 且 @跟锦

数学微信公众号

f 22xx ` 2f 22xy ` f
22
yy ďM.
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若 fp0, 0q “ 0, fxp0, 0q “ fyp0, 0q “ 0, 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

x2`y2ď1

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
π
?
M

4
.

第07届中国大学生数学竞赛数学类一二年级决赛试题

1. (本题 20 分) 填空题 (每小题 5 分).

(1) 设 Γ 为形如下列形式的 2016 阶矩阵全体: 矩阵的每行每列只有一个非零元

素, 且该非零元素为 1. 则
ÿ

APΓ

|A| “ .

(2) 令 an “

ż π
2

0

tann x dx. 若
8
ÿ

n“1

apn 收敛, 则 p 的取值范围是 .

(3) 设 D : x2
` 2y2

ď 2x ` 4y, 则积分 I “

ĳ

D

px ` yq dx dy “ .

(4) 若实向量 X “ pa, b, cq 的三个分量 a, b, c 满足 @跟锦数学微信公众号
˜

a b

0 c

¸2016

“ I2,

其中 I2 为 2 阶单位方阵, 则 X “ .

2. (本题 15 分) 在空间直角坐标系中, 设 S 为椭圆柱面 x2
` 2y2

“ 1, σ 是空间中

的平面, 它与 S 的交集是一个圆. 求所有这样平面 σ 的法向量.

3. (本题 15 分) 设 A,B 为 n 阶实对称矩阵. 证明: tr
`

pAB2
q
˘

ď tr pA2B2
q.

4. (本题 20 分) 设单位圆 Γ 的外切 n 边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 各边与 Γ 分别切于

B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn. 令 PA, PB 分别表示多边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 与 B1B2 ¨ ¨ ¨Bn 的周

长. 求证: @跟锦数学微信公众号

P
1
3

A ¨ P
2
3

B ą 2π.

5. (本题 15 分) 设 aptq, fptq 为 R 上的连续函数, 且对任意 x P R 有 apxq ą 0. 已

知

ż 8

0

apxq dx “ `8, lim
xÑ`8

fpxq

apxq
“ 0, 且 @跟锦数学微信公众号

y1pxq ` apxqypxq “ fpxq, x P R.

求证: lim
xÑ`8

ypxq “ 0.
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6. (本题 10 分) 设 fpxq 是定义在 R 上的连续函数, 且满足方程 @跟锦数学微信公

众号

xfpxq “ 2

ż x

x
2

fptq dt `
x2

4
.

求 fpxq.

第07届中国大学生数学竞赛数学类三四年级决赛试题

1. (本题 20 分) 填空题 (每小题 5 分).

(1) 设 Γ 为形如下列形式的 2016 阶矩阵全体: 矩阵的每行每列只有一个非零元

素, 且该非零元素为 1. 则
ÿ

APΓ

|A| “ .

(2) 令 an “

ż π
2

0

tann x dx. 若
8
ÿ

n“1

apn 收敛, 则 p 的取值范围是 .

(3) 设 D : x2
` 2y2

ď 2x ` 4y, 则积分 I “

ĳ

D

px ` yq dx dy “ .

(4) 若实向量 X “ pa, b, cq 的三个分量 a, b, c 满足 @跟锦数学微信公众号
˜

a b

0 c

¸2016

“ I2,

其中 I2 为 2 阶单位方阵, 则 X “ .

2. (本题 15 分) 在空间直角坐标系中, 设 S 为椭圆柱面 x2
` 2y2

“ 1, σ 是空间中

的平面, 它与 S 的交集是一个圆. 求所有这样平面 σ 的法向量.

3. (本题 15 分) 设 A,B 为 n 阶实对称矩阵. 证明: tr
`

pAB2
q
˘

ď tr pA2B2
q.

4. (本题 20 分) 设单位圆 Γ 的外切 n 边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 各边与 Γ 分别切于

B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn. 令 PA, PB 分别表示多边形 A1A2 ¨ ¨ ¨An 与 B1B2 ¨ ¨ ¨Bn 的周

长. 求证: @跟锦数学微信公众号

P
1
3

A ¨ P
2
3

B ą 2π.

5. (本题 10 分) 设 u1, u2, v1, v2 为群 G 中的元素, 满足 @跟锦数学微信公众号

u1v1 “ v1u1 “ u2v2 “ v2u2.

若 u1, u2 的阶均为 8, v1, v2 的阶均为 13. 证明: u1u2 的阶为 4 及 v1v2 的阶为

13.
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6. (本题 10 分) 设 E Ă R1, E 是 L-可测的. 若 mE ą a ą 0, 则存在无内点的有

界闭集 F Ă E, 使得 mpF q “ a.

7. (本题 10 分) 设 γpsq, s P r0, ls 是空间中一条光滑闭曲线, 以弧长为参数, 且曲

率为 k ą 0. 设 β : r0, ls Ñ S2 为单位球面上由 γpsq 的单位主法向量构成一条

简单闭曲线 B. 证明: B 将球面分成面积相等的两个部分.

8. (本题 10 分) 实系数多项式 ppxq 的模 1 范数定义为: @跟锦数学微信公众号

}p}1 “

ż 1

0

|ppxq| dx.

(1) 求二次实系数多项式 ppxq 使得 ppxq ď x3 对任意 x P r0, 1s 成立, 且
›

›x3
´ ppxq

›

›

1
达到最小;

(2) 求三次实系数多项式 ppxq 使得 ppxq ď x4 对任意 x P r0, 1s 成立, 且
›

›x4
´ ppxq

›

›

1
达到最小.

9. (本题 10分)设 D “ tz P C; |z| ď 1u是单位圆盘, fpzq在 D 上解析, fp0q “ 0,

且在 D 上有 Re fpzq ď 1. 求证: 在 D 上有 @跟锦数学微信公众号

Re fpzq ď
2|z|

1 ` |z|
.

10. (本题 10 分) 甲袋中有 N ´ 1 pN ą 1q 个白球和 1 个黑球, 乙袋中有 N 个白

球, 每次从甲、乙两袋中分别取出一个球并交换放入另一袋中. 这样经过了 n 次,

求黑球出现在甲袋中的概率 pn, 并计算 lim
nÑ8

pn.

第07届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. 填空题 (共 5 小题, 每小题 6 分, 共 30 分).

(1) 微分方程 y2 ´ py1q3 “ 0 的通解是 .

(2) 设 D : 1 ď x2
` y2

ď 4, 则 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

D

px ` y2
qe´px

2`y2´4q dx dy

的值是 .

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 485 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(3) 设 fptq 二阶连续可导, 且 fptq ‰ 0, 若 @跟锦数学微信公众号
$

’

&

’

%

x “

ż t

0

fpsq ds,

y “ fptq,

则
d2y

dx2
“ .

(4) 设 λ1, λ2, ¨ ¨ ¨ , λn 是 n 阶方阵 A 的特征值, fpxq 为多项式, 则矩阵 fpAq

的行列式的值为 .

(5) 极限 lim
nÑ8

rn sinpπn!eqs 的值为 .

2. (本题满分 14 分) 设 fpu, vq 在全平面上有连续的偏导数, 证明: 曲面 @跟锦数

学微信公众号

f

ˆ

x ´ a

z ´ c
,
y ´ b

z ´ c

˙

“ 0

的所有切平面都交于点 pa, b, cq.

3. (本题满分 14 分) 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 证明: @跟锦数学微信公众号

2

ż b

a

fpxq

„
ż b

x

fptq dt



dx “

„
ż b

a

fpxq dx

2

.

4. (本题满分 14 分) 设 A 是 m ˆ n 矩阵, B 是 n ˆ p 矩阵, C 是 p ˆ q 矩阵. 证

明: @跟锦数学微信公众号

rank pABq ` rank pBCq ´ rank pBq ď rank pABCq,

其中 rank pXq 表示矩阵 X 的秩.

5. (本题满分 14 分) 设 In “

ż π
4

0

tann x dx, 其中 n 为正整数.

(1) 若 n ě 2, 计算 In ` In´2;

(2) 设 p 为实数, 讨论级数
8
ÿ

n“1

p´1qnIpn 的绝对收敛性和条件收敛性.

6. (本题 14 分) 设 P px, y, zq 和 Rpx, y, zq 在空间上有连续偏导数, 设上半球面

@跟锦数学微信公众号

S : z “ z0 `
a

r2 ´ px ´ x0q
2 ´ py ´ y0q

2,
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方向朝上. 若对任何点 px0, y0, z0q 和 r ą 0, 第二型曲面积分 @跟锦数学微信公

众号
ĳ

S

P dy dz `R dx dy “ 0.

证明: P 1
x ” 0.

第08届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 设 S 是空间中的一个椭球面. 设方向为常向量 V 的一束平行光线

照射 S, 其中的部分光线与 S 相切, 它们的切点在 S 上形成一条曲线 Γ . 证明:

Γ 落在一张过椭圆中心的平面上.

2. (本题 15 分) 设 n 为奇数, A,B 为两个实 n 阶方阵, 且 BA “ 0. 记 A ` JA

的特征值集合为 S1, B `JB 的特征值集合为 S2, 其中 JA, JB 分别表示 A 和 B

的 Jordan 标准形. 求证: 0 P S1 Y S2.

3. (本题 20 分) 设 A1, ¨ ¨ ¨ , A2017 为 2016 阶方阵. 证明关于 x1, ¨ ¨ ¨ , x2017 的方程

@跟锦数学微信公众号

det px1A1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2017A2017q “ 0

至少有一组非零实数集, 其中 det 表示行列式.

4. (本题 20 分) 设 f0pxq 和 f1pxq 是 r0, 1s 中正连续函数, 满足 @跟锦数学微信公

众号
ż 1

0

f0pxq dx ď

ż 1

0

f1pxq dx.

设 @跟锦数学微信公众号

fn`1pxq “
2f2

npxq

fnpxq ` fn´1pxq
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证: 数列 @跟锦数学微信公众号

an “

ż 1

0

fnpxq dx, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

单调递增且收敛.

5. (本题 15 分) 设 α ą 1. 求证不存在 r0,`8q 上的正可导函数 fpxq 满足 @跟锦

数学微信公众号

f 1pxq ě fαpxq, x P r0,`8q.
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6. (本题 15 分) 设 fpxq 和 gpxq 是 r0, 1s 区间上的单调递增函数, 满足 @跟锦数学

微信公众号

0 ď fpxq, gpxq ď 1,

ż 1

0

fpxq dx “

ż 1

0

gpxq dx.

求证:

ż 1

0

|fpxq ´ gpxq| dx ď
1

2
.

第08届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (满分 30 分, 每小题 6 分).

(1) 若 fpxq 在点 x “ a 可导, 且 fpaq ‰ 0, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

«

f
`

a ` 1
n

˘

fpaq

ffn

“ .

(2) 若 fp1q “ 0, f 1p1q 存在, 则极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpsin2 x ` cosxq tan 3x

pex2
´ 1q sinx

“ .

(3) 设 fpxq 有连续导数, 且 fp1q “ 2. 记 z “ fpexy2
q, 若 z1x “ z, 求 fpxq 在

x ą 0 的表达式.

(4) 设 fpxq “ ex sin 2x, 则 f p4qp0q “ .

(5) 曲面 z “
x2

2
` y2 平行与平面 2x ` 2y ´ z “ 0 的切平面方程为 .

2. (满分 14 分) 设 fpxq 在 r0, 1s 上可导, fp0q “ 0, 且当 x P p0, 1q, 0 ă f 1pxq ă 1.

试证: 当 a P p0, 1q, @跟锦数学微信公众号

„
ż a

0

fpxq dx

2

ą

ż a

0

f3
pxq dx.

3. (满分 14 分) 某物体所在的空间区域为 @跟锦数学微信公众号

Ω : x2
` y2

` 2z2
ď x ` y ` 2z,

密度函数为 x2
` y2

` z2, 求质量 @跟锦数学微信公众号

M “

¡

Ω

px2
` y2

` z2
q dx dy dz.
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4. (满分 14 分) 设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上具有连续导数, fp0q “ 0, fp1q “ 1.

证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n

«

ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

ff

“ ´
1

2
.

5. (满分 14 分) 设函数 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0.

证明在 p0, 1q 内存在不同的两点 x1, x2, 使得 @跟锦数学微信公众号

1

fpx1q
`

1

fpx2q
“

2

I
.

6. (满分 14 分) 设 fpxq 在 p´8,`8q 可导, 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ fpx ` 2q “ f
´

x `
?

3
¯

.

用 Fourier 级数理论证明 fpxq 为常数.

第08届中国大学生数学竞赛数学类一二年级决赛试题

1. (本题 20 分) 填空题 (每小题 5 分).

(1) 设 x4
` 3x2

` 2x` 1 “ 0 的 4 个根为 α1, α2, α3, α4, 则行列式 @跟锦数学

微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1 α2 α3 α4

α2 α3 α4 α1

α3 α4 α1 α2

α4 α1 α2 α3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

(2) 设 a 为实数, 关于 x 的方程 @跟锦数学微信公众号

3x4
´ 8x3

´ 30x2
` 72x ` a “ 0

有虚根的充分必要条件是 a 满足 .

(3) 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

S

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2

(a ą 0 为常数), 其中 S : z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2, 取上侧. I “ .
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(4) 记两特征值为 1, 2 的 2 阶实对称矩阵全体为 Γ . @ A P Γ , a21 表示 A 的

p2, 1q 位置元素. 则集合
ď

APΓ

ta21u 的最小元 “ .

2. (本题 15 分) 在空间直角坐标系中设旋转抛物面 Γ 的方程为 z “
1

2
px2

` y2
q. 设

P 为空间中的平面, 它交抛物面 Γ 于曲线 C. 问: C 为何种类型的曲线? 证明你

的结论.

3. 证明题 (15 分) 设 n 阶方阵 A,B 满足: @跟锦数学微信公众号

rank pABAq “ rank pBq.

证明: AB 与 BA 相似.

4. (本题 20分)对 R上无穷次可微的 (复值)函数 ϕpxq,称 ϕ P S ,如果 @m, k ě 0

成立 @跟锦数学微信公众号

sup
xPR

|xmϕpkqpxq| ă `8.

若 f P S , 可定义 @跟锦数学微信公众号

f̂pxq :“

ż

R
fpyqe´2πixy dy p@ x P Rq .

证明: f̂ P S , 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż

R
f̂pyqe2πixy dy, @ x P R.

5. (本题 15 分) 设 n ą 1 为正整数. 令 @跟锦数学微信公众号

Sn “

ˆ

1

n

˙n

`

ˆ

2

n

˙n

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n ´ 1

n

˙n

.

(1) 数列 tSnu 单调增且有界, 从而极限 lim
nÑ8

Sn 存在.

(2) 求极限 lim
nÑ8

Sn.

6. (本题 15 分) 求证: 常微分方程 @跟锦数学微信公众号

dy

dx
“ ´y3

` sinx, x P r0, 2πs

有唯一的满足 yp0q “ yp2πq 的解.
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第08届中国大学生数学竞赛数学类三四年级决赛试题

1. (本题 20 分) 填空题 (每小题 5 分).

(1) 设 x4
` 3x2

` 2x` 1 “ 0 的 4 个根为 α1, α2, α3, α4, 则行列式 @跟锦数学

微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1 α2 α3 α4

α2 α3 α4 α1

α3 α4 α1 α2

α4 α1 α2 α3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

(2) 设 a 为实数, 关于 x 的方程 @跟锦数学微信公众号

3x4
´ 8x3

´ 30x2
` 72x ` a “ 0

有虚根的充分必要条件是 a 满足 .

(3) 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

S

ax dy dz ` pz ` aq2 dx dy
a

x2 ` y2 ` z2

(a ą 0 为常数), 其中 S : z “ ´
a

a2 ´ x2 ´ y2, 取上侧. I “ .

(4) 记两特征值为 1, 2 的 2 阶实对称矩阵全体为 Γ . @ A P Γ , a21 表示 A 的

p2, 1q 位置元素. 则集合
ď

APΓ

ta21u 的最小元 “ .

2. (本题 15 分) 在空间直角坐标系中设旋转抛物面 Γ 的方程为 z “
1

2
px2

` y2
q. 设

P 为空间中的平面, 它交抛物面 Γ 于曲线 C. 问: C 为何种类型的曲线? 证明你

的结论.

3. 证明题 (15 分) 设 n 阶方阵 A,B 满足: @跟锦数学微信公众号

rank pABAq “ rank pBq.

证明: AB 与 BA 相似.

4. (本题 20分)对 R上无穷次可微的 (复值)函数 ϕpxq,称 ϕ P S ,如果 @m, k ě 0

成立 @跟锦数学微信公众号

sup
xPR

|xmϕpkqpxq| ă `8.
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若 f P S , 可定义 @跟锦数学微信公众号

f̂pxq :“

ż

R
fpyqe´2πixy dy p@ x P Rq .

证明: f̂ P S , 且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

ż

R
f̂pyqe2πixy dy, @ x P R.

5. (本题 10 分) 设 pF,`, ¨q 是特征为 p (p ‰ 0) 的域, 1 和 0 分别为 F 的单位元和

零元. 若 ϕ 为其加群 pF,`q 到其乘法半群 pF, ¨q 的同态, 即 @ x, y P F 有 @跟

锦数学微信公众号

ϕpx ` yq “ ϕpxqϕpyq.

证明: ϕ 要么将 F 的所有元映照为 0, 要么将 F 的所有元映照为 1.

6. (本题 10 分)

(1) 设 E 是三分 Cantor 集, 证明 χEpxq 不是 r0, 1s 上的有界变差函数.

(2) 设 E Ă r0, 1s, 证明: χEpxq 在 r0, 1s 上有界变差的重要条件是 E 的边界点

集是有限集.

7. (本题 10 分) 设 S 为三维欧氏空间中的一张连通光滑的正则曲面, 过 S 上每一

点都存在不同的三条直线落在曲面 S 上. 证明: S 是平面的一部分.

8. (本题 10 分) 考虑求解一阶常微分方程初值问题 @跟锦数学微信公众号

#

y1 “ fpx, yq

ypx0q “ y0

p˚q

的 Runger-Kutta 法.

9. (本题 10 分) 设函数 fpzq 在单位圆 |z| ă 1 内解析, 并且 |fpzq| ďM pM ą 0q,

M 为常数. 证明: @跟锦数学微信公众号

|f 1p0q| ďM ´
|fp0q|2

M
.

10. (本题 10 分) 设 tXnu 是独立同分布的随机本变量序列, 且 @跟锦数学微信公众

号

P pXn “ 0q “ P pXn “ aq “
1

2
,
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其中常数 a ą 0. 记 @跟锦数学微信公众号

Yn “
n
ÿ

k“1

Xk

2k
.

求 Yn 的特征函数, 并证明其分布收敛于区间 r0, as 上的均匀分布.

第08届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. 填空题 (本题 30 分, 每小题 6 分).

(1) 过单叶双曲面
x2

4
`
y2

2
´ 2z2

“ 1 与球面 x2
` y2

` z2
“ 4 的交线且与直线

#

x “ 0

3y ` z “ 0
垂直的平面方程为 .

(2) 设可微函数 fpx, yq 满足 @跟锦数学微信公众号

f 1x “ ´f, f

ˆ

0,
π

2

˙

“ 1, 且 lim
nÑ8

«

f
`

0, y ` 1
n

˘

fp0, yq

ffn

“ ecot y,

则 fpx, yq “ .

(3) 已知 A 为 n 阶可逆反对称矩阵, b 为 n 元列向量, 设 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

A b

bT 0

¸

,

则 rank pBq “ .

(4)
100
ÿ

n“1

n´
1
2 的整数部分为 .

(5) 曲线 L1 : y “
1

3
x2
` 2x p0 ď x ď 1q 绕直线 L2 : y “

4

3
x 旋转生成的旋转

曲面的面积为 .

2. (本题 14 分) 设 0 ă x ă
π

2
, 证明: @跟锦数学微信公众号

4

π2
ă

1

x2
´

1

tan2 x
ă

2

3
.

3. (本题 14 分) 设 fpxq 为 p´8,`8q 上连续的周期为 1 的周期函数, 且满足 @跟

锦数学微信公众号

0 ď fpxq ď 1, 且

ż 1

0

fpxq dx “ 1.
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证明: 当 0 ď x ď 13 时, 有 @跟锦数学微信公众号
ż

?
x

0

fptq dt `

ż

?
x`27

0

fptq dt `

ż

?
13´x

0

fptq dt ď 11,

并给出取等号的条件.

4. (本题 14 分) 设函数 fpx, y, zq 在区域 @跟锦数学微信公众号

Ω “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď 1

(

上具有连续的二阶偏导数, 且满足 @跟锦数学微信公众号

f 2xx ` f
2
yy ` f

2
zz “

a

x2 ` y2 ` z2.

计算 I “

¡

Ω

´

xf 1x ` yf
1
y ` zf

1
z

¯

dx dy dz.

5. (本题 14 分) 设 n 阶方阵 A,B 满足 AB “ A `B. 证明: 若存在正整数 k, 使

Ak
“ 0 (0 为零矩阵), 则行列式 |B ` 2017A| “ |B|.

6. (本题 14 分) 设 an “
n
ÿ

k“1

1

k
´ lnn.

(1) 证明: 极限 lim
nÑ8

an 存在;

(2) 记 lim
nÑ8

an “ C, 讨论级数
8
ÿ

n“1

pan ´ Cq 的敛散性.

第09届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 在空间直角坐标系中, 设单叶双曲面 Γ 的方程为 x2
` y2

´ z2
“ 1.

设 P 为空间中的平面, 它交 Γ 于一抛物线 C. 求该平面 P 的法线与 z- 轴的夹

角.

2. (本题 15 分) 设 tanu 是递增数列, a1 ą 1. 求证: 级数 @跟锦数学微信公众号
8
ÿ

n“1

an`1 ´ an

an ln an`1

收敛的充分必要条件是 tanu 有界. 又问级数通项分母中的 an 能否换成 an`1?

3. 证明题 (15 分) 设 Γ “ tW1,W2, ¨ ¨ ¨ ,Wru 为 r 个各不相同的可逆 n 阶复方阵

构成的集合. 若该集合关于矩阵乘法封闭 (即, @ M,N P Γ , 有 MN P Γ ), 证明:
r
ÿ

i“1

Wi “ 0 当且仅当
r
ÿ

i“1

tr pWiq “ 0, 其中 tr pWiq 表示 Wi 的迹.
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4. (本题 20 分) 给定非零实数 a 及实 n 阶反对称矩阵 A (即, A 的转置 AT 等于

´A), 记矩阵有序对集合 T 为 @跟锦数学微信公众号

T “
 

pX,Y q; X P Rnˆn, Y P Rnˆn, XY “ aI `A
(

,

其中 I 为 n 阶单位阵, Rnˆn 为所有实 n 阶方阵构成的集合. 证明: 任取 T 中两

元: pX,Y q 和 pM,N q, 必有 XN ` Y TMT
‰ 0.

5. (本题 15 分) 设 fpxq “ arctanx, A 为常数. 若 @跟锦数学微信公众号

B “ lim
nÑ8

«

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

´An

ff

存在, 求 A,B.

6. (本题 20 分) 设 fpxq “ 1 ´ x2
` x3

px P r0, 1sq, 计算以下极限并说明理由

lim
nÑ8

ş1

0 f
npxq lnpx ` 2q dx
ş1

0 f
npxq dx

.

第09届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (本题共 42 分, 共 6 小题, 每小题 7 分).

(1) 已知可导函数 fpxq 满足 @跟锦数学微信公众号

fpxq cosx ` 2

ż x

0

fptq sin t dt “ x ` 1,

则 fpxq “ .

(2) 极限 lim
nÑ8

sin2
´

π
a

n2 ` n
¯

“ .

(3) 设 w “ fpu, vq 具有二阶连续偏导数, 且 @跟锦数学微信公众号

u “ x ´ cy, v “ x ` cy,

其中 c 为非零常数, 则 @跟锦数学微信公众号

w2xx ´
1

c2
w2yy “ .

(4) 设 fpxq 具有二阶连续导数, 且 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ f 1p0q “ 0, f 2p0q “ 6,

则 lim
xÑ0

fpsin2 xq

x4
“ .
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(5) 不定积分 I “

ż

e´ sinx sin 2x

p1 ´ sinxq2
dx “ .

(6) 记曲面 z2
“ x2

` y2 和 z “
a

4 ´ x2 ´ y2 围成的空间区域为 V , 则三重积

分 @跟锦数学微信公众号
¡

V

z dx dy dz “ .

2. (本题 14 分) 设二元函数 fpx, yq 在平面上有连续的二阶偏导数, 对任意角度 α,

定义一元函数 @跟锦数学微信公众号

gαptq “ fpt cosα, t sinαq,

若对任何 α 都有
dgαp0q

dt
“ 0 且

d2gαp0q

dt2
ą 0, 证明: fp0, 0q 是 fpx, yq 的极小

值.

3. (本题 14 分) 设 Γ 为曲线 @跟锦数学微信公众号

x2
` y2

` z2
“ 1, x ` z “ 1, x ě 0, y ě 0, z ě 0

上从点 Ap1, 0, 0q 到点 Bp0, 0, 1q 的一段. 求曲线积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż

Γ

y dx ` z dy ` x dz.

4. (本题 15 分) 设函数 fpxq ą 0 且在实轴上连续, 若对任意实数 t, 有 @跟锦数学

微信公众号
ż `8

´8

e´|t´x|fpxq dx ď 1.

证明: @ a, b, a ă b, 有 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

fpxq dx ď
b ´ a ` 2

2
.

5. (本题 15 分) 设 tanu 为一个数列, p 为固定的正整数, 若 lim
nÑ8

pan`p ´ anq “ λ.

证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an

n
“
λ

p
.
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第09届中国大学生数学竞赛数学类一二年级决赛试题

1. (本题 20 分, 每小题各 5 分) 填空题.

(1) 设实方阵 @跟锦数学微信公众号

H1 “

˜

0 1

1 0

¸

,Hn`1 “

˜

Hn I

I Hn

¸

, n ě 2,

其中 I 是与 Hn 通解的单位方阵, 则 rank pH4q “ .

(2) lim
xÑ0

lnp1 ` tanxq ´ lnp1 ` sinxq

x3
“ .

(3) 设 Γ 为空间曲线

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x “ π sin
t

2
,

y “ t ´ sin t,

z “ sin 2t,

t P r0, 2πs. 则第二型曲线积分 @跟锦数

学微信公众号
ż

Γ

esinx
pcosx cos y dx ´ sin y dyq ` cos z dz “ .

(4) 设二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的矩阵 A 为 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 a ¨ ¨ ¨ a

a 1 ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

其中 n ą 1, a P R, 则 f 在正交变换下的标准形为 .

2. (本题 15 分) 在空间直角坐标系下, 设有椭球面 @跟锦数学微信公众号

S :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a, b, c ą 0

及 S 外部一点 Apx0, y0, z0q, 过 A 点且与 S 相切的所有直线构成锥面 Σ. 证明:

存在平面 Π, 使得交线 S XΣ “ S XΠ; 同时求出平面 Π 的方程.
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3. (本题 15 分) 设 A,B,C 均为 n 阶复方阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

AB ´BA “ C,AC “ CA,BC “ CB.

(1) 证明: C 是幂零方阵;

(2) 证明: A,B,C 同时相似于上三角阵;

(3) 若 C ‰ 0, 求 n 的最小值.

4. (本题 20 分) 设 fpxq 在r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0qfp1q ě 0. 求证: @跟

锦数学微信公众号
ż 1

0

|f 1pxq| dx ď 2

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.

5. (本题 15 分) 设 α P p1, 2q, p1 ´ xqα 的 Maclaurin 级数为
8
ÿ

k“0

akx
k, n ˆ n 实

常数矩阵 A 为幂零矩阵, I 为 n 阶单位阵. 设矩阵值函数 Gpxq 定义为 @跟锦

数学微信公众号

Gpxq ” pgijpxqq :“
8
ÿ

k“0

akpxI `Aq
k, 0 ď x ă 1.

试证对于 1 ď i, j ď n, 积分

ż 1

0

gijpxq dx 均存在的充分必要条件是 A3
“ 0.

6. (本题 15 分) 有界连续函数 gptq : R Ñ R 满足 1 ă gptq ă 2, xptq pt P Rq 是方
程 x2ptq “ gptqx 的单调正解. 求证: 存在常数 C2 ą C1 ą 0 满足 @跟锦数学微

信公众号

C1xptq ă |x
1
ptq| ă C2xptq, t P R.

第09届中国大学生数学竞赛数学类三四年级决赛试题

1. (本题 20 分, 每小题各 5 分) 填空题.

(1) 设实方阵 @跟锦数学微信公众号

H1 “

˜

0 1

1 0

¸

,Hn`1 “

˜

Hn I

I Hn

¸

, n ě 2,

其中 I 是与 Hn 通解的单位方阵, 则 rank pH4q “ .

(2) lim
xÑ0

lnp1 ` tanxq ´ lnp1 ` sinxq

x3
“ .
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(3) 设 Γ 为空间曲线

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x “ π sin
t

2
,

y “ t ´ sin t,

z “ sin 2t,

t P r0, 2πs. 则第二型曲线积分 @跟锦数

学微信公众号
ż

Γ

esinx
pcosx cos y dx ´ sin y dyq ` cos z dz “ .

(4) 设二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的矩阵 A 为 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 a ¨ ¨ ¨ a

a 1 ¨ ¨ ¨ a

...
...
. . .

...

a a ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

其中 n ą 1, a P R, 则 f 在正交变换下的标准形为 .

2. (本题 15 分) 在空间直角坐标系下, 设有椭球面 @跟锦数学微信公众号

S :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a, b, c ą 0

及 S 外部一点 Apx0, y0, z0q, 过 A 点且与 S 相切的所有直线构成锥面 Σ. 证明:

存在平面 Π, 使得交线 S XΣ “ S XΠ; 同时求出平面 Π 的方程.

3. (本题 15 分) 设 A,B,C 均为 n 阶复方阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

AB ´BA “ C,AC “ CA,BC “ CB.

(1) 证明: C 是幂零方阵;

(2) 证明: A,B,C 同时相似于上三角阵;

(3) 若 C ‰ 0, 求 n 的最小值.

4. (本题 20 分) 设 fpxq 在r0, 1s 上有二阶连续导数, 且 fp0qfp1q ě 0. 求证: @跟

锦数学微信公众号
ż 1

0

|f 1pxq| dx ď 2

ż 1

0

|fpxq| dx `

ż 1

0

|f 2pxq| dx.
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5. (本题 10 分) 设 G 为群, 且满足: @跟锦数学微信公众号

@ x, y P G, pxyq2 “ pyxq2.

证明: @ x, y P G, 元素 xyx´1y´1 的阶不超过 2.

6. (本题 10 分) 设 E Ă Rn 为可测集, mpEq ă 8. 设 f, fk P L
2
pEq, 在 E 上几乎

处处有 fk Ñ f , 且 @跟锦数学微信公众号

lim
kÑ8

ż

E

|fkptq|
2 dt ď

ż

E

|fptq|2 dt.

求证: @跟锦数学微信公众号

lim
kÑ8

ż

E

|fkptq ´ fptq|
2 dt “ 0.

7. (本题 10 分) 已知椭圆柱面 S: @跟锦数学微信公众号

rpu, vq “ ta cosu, b sinu, vu ,´π ď u ď π,´8 ă v ă `8.

(1) 求 S 上任意测地线的方程;

(2) 设 a “ b. 取 @跟锦数学微信公众号

P “ pa, 0, 0q, Q “ pa cosu0, b sinu0, v0q p´π ă u0 ă π,´8 ă v0 ă `8q .

写出 S 上连接 P,Q 两点的最短曲线的方程.

8. (本题 10 分) 推导求解线性方程组的共轭梯度法的计算格式, 并证明该格式经有

限步迭代后收敛.

9. (本题 10 分) 设函数 fpzq 在单位圆 |z| ă 1 内解析, 在其边界上连续. 若在

|z| “ 1 上 |fpzq| “ 1. 证明 fpzq 为有理函数.

10. (本题 10 分) 设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是独立同分布的随机变量, 其有共同的分布函

数 F pxq 和密度函数 fpxq. 现对随机变量 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xnj 按大小顺序重新排

列为 Xn1
ď Xn2 ď ¨ ¨ ¨ ď Xnn.

(1) 求随机变量 pXn1, Xnnq 的联合概率密度函数 f1npx, yq;

(2) 如果 Xi pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 服从区间 r0, 1s 上的均匀分布, 求随机变量 U “

Xnn `Xn1 的密度函数 fUpuq.
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第09届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. 填空题 (本题满分 30 分, 共 5 小题, 每小题 6 分).

(1) 极限 lim
xÑ0

tanx ´ sinx

x lnp1 ` sin2 xq
“ .

(2) 设平面过原点和点 p6,´3, 2q, 且与平面 4x ´ y ` 2z “ 8 垂直, 则此平面方

程为 .

(3) 设 fpx, yq 具有一阶连续偏导数, 满足 @跟锦数学微信公众号

dfpx, yq “ yey dx ` xp1 ` yqey dy,

及 fp0, 0q “ 0, 则 fpx, yq “ .

(4) 满足
duptq

dt
“ uptq `

ż 1

0

uptq dt 及 up0q “ 1 的可微函数 @跟锦数学微信公

众号

uptq “ .

(5) 设 a, b, c, d 是互不相同的正实数, x, y, z, w 是实数, 满足 @跟锦数学微信公

众号

ax “ bcd, by “ cda, cz “ dab, dw “ abc,

则行列式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´x 1 1 1

1 ´y 1 1

1 1 ´z 1

1 1 1 ´w

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

2. (本题满分 11 分) 设函数 fpxq 在区间 p0, 1q 内连续, 且存在两两互异的点 @跟

锦数学微信公众号

x1, x2, x3, x4 P p0, 1q,

使得 @跟锦数学微信公众号

α “
fpx1q ´ fpx2q

x1 ´ x2

ă
fpx3q ´ fpx4q

x3 ´ x4

“ β,

证明: 对任意 λ P pα, βq, 存在互异的点 x5, x6 P p0, 1q, 使得 @跟锦数学微信公

众号

λ “
fpx5q ´ fpx6q

x5 ´ x6

.
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3. (本题满分 11 分) 设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上连续且

ż 1

0

fpxq dx ‰ 0, 证明:

在区间 r0, 1s 上存在三个不同的点 x1, x2, x3, 使得 @跟锦数学微信公众号

π

8

ż 1

0

fpxq dx “

„

1

1 ` x2
1

ż x1

0

fptq dt ` fpx1q arctanx1



x3

“

„

1

1 ` x2
2

ż x2

0

fptq dt ` fpx2q arctanx2



p1 ´ x3q.

4. (本题满分 12 分) 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

”

n`1
a

pn ` 1q! ´
n
?
n!

ı

.

5. (本题满分 12 分) 设 @跟锦数学微信公众号

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq
T
P Rn,

定义 @跟锦数学微信公众号

Hpxq “
n
ÿ

i“1

x2
i ´

n´1
ÿ

i“1

xixi`1, n ě 2.

(1) 证明: 对任一非零 x P Rn,Hpxq ą 0;

(2) 求 Hpxq 满足条件 xn “ 1 的最小值.

6. (本题满分 12 分) 设函数 fpx, yq 在区域 @跟锦数学微信公众号

D “
 

px, yq;x2
` y2

ď a2
(

上具有一阶连续偏导数, 且满足 fpx, yq|x2`y2“a2 “ a2, 以及 @跟锦数学微信公众

号

max
px,yqPD

”

f 12x ` f
12
y

ı

“ a2,

其中 a ą 0. 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

D

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
4

3
πa4.

7. (本题满分 12 分) 设 0 ă an ă 1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 且满足 lim
nÑ8

ln 1
an

lnn
“ q (有限或

`8).

(1) 证明: 当 q ą 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 当 q ă 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 发散;

(2) 讨论 q “ 1 时级数
8
ÿ

n“1

an 的收敛性并阐述理由.
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第10届中国大学生数学竞赛数学类预赛试题

1. (本题 15 分) 在空间直角坐标系下, 设马鞍面 S 的方程为 x2
´ y2

“ 2z. 设 σ 为

平面 z “ αx ` βy ` γ, 其中 α, β, γ 为给定常数. 求马鞍面 S 上点 P 的坐标,

使通过 P 且落在马鞍面 S 上的直线均平行于平面 σ.

2. (本题 15 分) A “ paijqnˆn 为 n 阶实方阵, 满足

(1) a11 “ a22 “ ¨ ¨ ¨ “ ann “ a ą 0;

(2) 对每个 i (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n), 有
n
ÿ

j“1

|aij| `
n
ÿ

j“1

|aji| ă 4a.

求

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的规范形.

3. (本题 20 分) 元素皆为整数的矩阵称为整矩阵. 设 n 阶方阵 A,B 皆为整矩阵.

(1) 证明以下两条等价:

(i) A 可逆且 A´1 仍为整矩阵;

(ii) A 的行列式的绝对值为 1.

(2) 若又知

A,A ´ 2B,A ´ 4B, ¨ ¨ ¨ , A ´ 2nB,A ´ 2pn ` 1qB, ¨ ¨ ¨ , A ´ 2pn ` nqB

皆可逆, 且它们的逆矩阵皆仍为整矩阵. 证明: A `B 可逆.

4. (本题 15 分) 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续可微, 在 x “ 0 处有任意阶导数, f pnqp0q “

0 p@ n ě 0q, 且存在常数 C ą 0 使得 |xf 1pxq| ď C|fpxq|, @ x P r0, 1s. 证明:

(1) lim
xÑ0`

fpxq

xn
“ 0 p@ n ě 0q;

(2) 在 r0, 1s 上成立 fpxq ” 0.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 503 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

5. (本题 15 分) 设 tanu , tbnu 是两个数列, an ą 0 pn ě 1q,
8
ÿ

n“1

bn 绝对收敛, 且

@跟锦数学微信公众号

an

an`1

ď 1 `
1

n
`

1

n lnn
` bn, n ě 2.

求证:

(1)
an

an`1

ă
n ` 1

n
¨
lnpn ` 1q

lnn
` bn (n ě 2);

(2)
8
ÿ

n“1

an 发散.

6. (本题 15 分) 设 f : R Ñ p0,`8q 是一可微函数, 且对所有 x, y P R, 有

|f 1pxq ´ f 1pyq| ď |x ´ y|α, 其中 α P p0, 1s 是常数. 求证: 对所有 x P R, 有 @跟

锦数学微信公众号

|f 1pxq|
α`1
α ă

α ` 1

α
fpxq.

第10届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (本题满分 24 分, 共 4 小题, 每小题 6 分).

(1) 设 α P p0, 1q, 则 lim
nÑ8

rpn ` 1qα ´ nαs “ .

(2) 若曲线 y “ ypxq 由

#

x “ t ` cos t

ey ` ty ` sin t “ 1
确定, 则此曲线在 t “ 0 对应点

处的切线方程为 .

(3)

ż

lnpx `
?

1 ` x2q

p1 ` x2q
3
2

dx “ .

(4) lim
xÑ0

1 ´ cosx
?

cos 2x 3
?

cos 3x

x2
“ .

2. (本题满分 8 分) 设函数 fptq 在 t ‰ 0 时一阶连续可导, 且 fp1q “ 0, 求函数

fpx2
´ y2

q, 使得曲线
ż

L

ryp2 ´ fpx2
´ y2

qqs dx ` xfpx2
´ y2

q dy

与路径无关, 其中 L 为任一不与直线 y “ ˘x 相交的分段光滑曲线.
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3. (本题满分 14 分) 设 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 且 1 ď fpxq ď 3. 证明: @跟锦

数学微信公众号

1 ď

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

1

fpxq
dx ď

4

3
.

4. (本题满分 12 分) 计算三重积分

¡

V

px2
` y2

q dV , 其中 V 是由 @跟锦数学微信

公众号

x2
` y2

` pz ´ 2q2 ě 4, x2
` y2

` pz ´ 1q2 ď 9, z ě 0

所围成的空心立体.

5. (本题满分 14 分) 设 fpx, yq 在区域 D 内可微, 且
d

ˆ

Bf

Bx

˙2

`

ˆ

Bf

By

˙2

ďM,

Apx1, y1q, Bpx2, y2q 是 D 内两点, 线段 AB 包含在 D 内. 证明:

|fpx1, y1q ´ fpx2, y2q| ďM |AB|,

其中 |AB| 表示线段 AB 的长度.

6. (本题满分 14 分) 证明: 对于连续函数 fpxq ą 0, 有

ln

ż 1

0

fpxq dx ě

ż 1

0

ln fpxq dx.

7. (本题满分 14 分) 已知 taku, tbku 是正项级数, 且

bk`1 ´ bk ě δ ą 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

δ 为一正常数. 证明: 若级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则级数

8
ÿ

n“1

k k
a

pa1a2 ¨ ¨ ¨ akqpb1b2 ¨ ¨ ¨ bkq

bk`1bk

收敛.

第10届中国大学生数学竞赛数学类一二年级决赛试题

1. (本题 20 分, 每小题各 5 分) 填空题.
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(1) 设 A 为实对称方阵, p1, 0, 1q 和 p1, 2, 0q 构成其行向量的一个极大无关组.

则有 @跟锦数学微信公众号

A “ .

(2) 设 ypxq P C1
r0, 1q 满足 ypxq P r0, πs 及 @跟锦数学微信公众号

x “

$

’

&

’

%

sin ypxq

ypxq
, y P p0, πs,

1, y “ 0.

则 y1p0q “ .

(3) 设 fpxq “

ż `8

x

e´t
2

dt, 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

xfpxq dx “ .

(4) 设 U 为 8 阶实正交方阵, U 中元素皆为
1

2
?

2
的 3ˆ 3 子矩阵的个数记为 t.

则 t 最多为 .

2. (本题 15 分) 给定空间直角坐标系中的两条直线: l1 为 z 轴, l2 过 p´1, 0, 0q 及

p0, 1, 1q 两点. 动直线 l 分别于 l1, l2 共面, 且与平面 z “ 0 平行.

(1) 求动直线 l 全体构成的曲面 S 的方程;

(2) 确定 S 是什么曲面.

3. (本题 15 分) 证明:任意 n 阶实方阵 A 可以分解成 @跟锦数学微信公众号

A “ A0 `A1 `A2,

其中 A0 “ aIn, a 是实数, A1 与 A2 都是幂零方阵.

4. (本题 20 分) 设 α ą 0, fpxq P C1
r0, 1s, 且对任何非负整数 n, f pnqp0q 均存在且

为零. 进一步存在常数 C ą 0 使得 @跟锦数学微信公众号

|xαf 1pxq| ď C|fpxq| p@ x P r0, 1sq .

证明:

(1) 若 α “ 1, 则在 r0, 1s 上 fpxq ” 0.

(2) 若 α ą 1, 举例说明在 r0, 1s 上 fpxq ” 0 可以不成立.
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5. (本题 15 分) 设 c P p0, 1q, x1 P p0, 1q 且 @跟锦数学微信公众号

x1 ‰ cp1 ´ x
2
1q, xn`1 “ cp1 ´ x

2
nq pn ě 1q .

证明: txnu 收敛当且仅当 c P

˜

0,

?
3

2

ff

.

6. (本题 15 分) 已知 apxq, bpxq, cpxq P CpRq, 方程 @跟锦数学微信公众号

dy

dx
“ apxqy2

` bpxqy ` cpxq

只有有限个 2π 周期解. 求它的 2π 周期解个数的最大值.

第10届中国大学生数学竞赛数学类三四年级决赛试题

1. (本题 20 分, 每小题各 5 分) 填空题.

(1) 设 A 为实对称方阵, p1, 0, 1q 和 p1, 2, 0q 构成其行向量的一个极大无关组.

则有 @跟锦数学微信公众号

A “ .

(2) 设 ypxq P C1
r0, 1q 满足 ypxq P r0, πs 及 @跟锦数学微信公众号

x “

$

’

&

’

%

sin ypxq

ypxq
, y P p0, πs,

1, y “ 0.

则 y1p0q “ .

(3) 设 fpxq “

ż `8

x

e´t
2

dt, 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

xfpxq dx “ .

(4) 设 U 为 8 阶实正交方阵, U 中元素皆为
1

2
?

2
的 3ˆ 3 子矩阵的个数记为 t.

则 t 最多为 .

2. (本题 15 分) 给定空间直角坐标系中的两条直线: l1 为 z 轴, l2 过 p´1, 0, 0q 及

p0, 1, 1q 两点. 动直线 l 分别于 l1, l2 共面, 且与平面 z “ 0 平行.

(1) 求动直线 l 全体构成的曲面 S 的方程;

(2) 确定 S 是什么曲面.
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3. (本题 15 分) 证明:任意 n 阶实方阵 A 可以分解成 @跟锦数学微信公众号

A “ A0 `A1 `A2,

其中 A0 “ aIn, a 是实数, A1 与 A2 都是幂零方阵.

4. (本题 20 分) 设 α ą 0, fpxq P C1
r0, 1s, 且对任何非负整数 n, f pnqp0q 均存在且

为零. 进一步存在常数 C ą 0 使得 @跟锦数学微信公众号

|xαf 1pxq| ď C|fpxq| p@ x P r0, 1sq .

证明:

(1) 若 α “ 1, 则在 r0, 1s 上 fpxq ” 0.

(2) 若 α ą 1, 举例说明在 r0, 1s 上 fpxq ” 0 可以不成立.

5. (本题 10 分) 设 pR,`, ¨q 为含 1 ‰ 0 的结合环, a, b P R. 若 a ` b “ ba, 且关

于 x 的方程 @跟锦数学微信公众号
#

x2
´ pax2

` x2aq ` ax2a “ 1,

x ` a ´ pax ` xaq ` axa “ 1

在 R 中有解. 证明: ab “ ba.

6. (本题 10 分) 设 f : R Ñ R 可测, 则 @跟锦数学微信公众号

G “ tpx, fpxqq ;x P Ru

是 2-维 Lebesgue 零测集.

7. (本题 10 分) 在空间直角坐标系中设椭圆抛物面 S 的方程为 @跟锦数学微信公

众号

γpu, vq “

ˆ

u, v, u2
`

1

2
v2

˙

, pu, vq P R2.

(1) 求 S 的所有脐点;

(2) 设 σ 为与脐点处切平面平行的平面, 它截 S 于曲线 C, 证明 C 是一个圆周.

8. (本题 10 分) 设 @跟锦数学微信公众号

δ : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b

是区间 ra, bs 的一个剖分. 用 Sra, bs 表说满足下列条件的分片实系数多项式全

体构成的集合: 对任意 spxq P Sra, bs,

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 508 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(1) spxq|rxi,xi`1s 是三次多项式, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1.

(2) spxq 在区间 ra, bs 上二阶连续可导.

证明:

(1) 对区间 ra, bs 上的任意实函数 fpxq, 存在唯一的 spxq P Sra, bs 满足: @跟锦

数学微信公众号

spxiq “ fpxiq, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n, s2paq “ s2pbq “ 0.

(2) 设 fpxq P C2
ra, bs, 则对满足 (1) 的函数 spxq 有 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

|s2pxq|
2

dx ď

ż b

a

|f 2pxq|
2

dx.

且等号成立当且仅当 spxq “ fpxq.

9. (本题 10 分) 设 z0 是复函数 w “ fpzq 的 n 阶极点. 试证明: 一定存在 ρ ą 0

及 R ą 0, 使得对任意 @跟锦数学微信公众号

w P tw P C; |w| ą Ru ,

函数 fpzq ´ w 在 |z ´ z0| ă ρ 中必有 n 个零点.

10. (本题 10 分) 设独立随机变量序列 tXn;n ě 1u 满足 @跟锦数学微信公众号

P
`

Xn “ ˘n
θ
˘

“
1

2
,

其中 θ ą 0 是常数. 记 @跟锦数学微信公众号

Sn “
n
ÿ

i“1

Xi.

(1) 当 θ ă
1

2
时, 证明

Sn

n
依概率收敛于 0, 即对任意 ε ą 0, @跟锦数学微信公

众号

lim
nÑ8

P

ˆ

|Sn|

n
ě ε

˙

“ 0;

(2) 证明 @跟锦数学微信公众号

Sn
a

VarpSnq

D
ÝÑ N p0, 1q,

其中 VarpSnq 表示 Sn 的方差,
D
ÝÑ 表示以分布收敛.
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第10届中国大学生数学竞赛非数学类决赛试题

1. 填空题 (本题满分 30 分, 每小题 6 分).

(1) 设函数 @跟锦数学微信公众号

y “

$

’

&

’

%

a

1 ´ a sin2 x ´ b

x2
, x ‰ 0,

2, x “ 0

在点 x “ 0 处连续, 则 a ` b 的值为 .

(2) 设 a ą 0, 则

ż `8

0

lnx

x2 ` a2
dx “ .

(3) 设曲线 L 是空间区域 @跟锦数学微信公众号

0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, 0 ď z ď 1

的表面与平面 x ` y ` z “
3

2
的交线, 则 @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¿

L

pz2
´ y2

q dx ` px2
´ z2

q dy ` py2
´ x2

q dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ .

(4) 设函数 z “ zpx, yq 由方程 F px ´ y, zq “ 0 确定, 其中 F pu, vq 具有连续二

阶偏导数, 则 z2xy “ .

(5) 已知二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “
n
ÿ

i“1

ˆ

xi ´
x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙2

,

而 f 的规范形为 .

2. 设 fpxq 在区间 p´1, 1q 内三阶连续可导, 满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f 2p0q “ 0, f3p0q “ ´1;

又设数列 tanu 满足 @跟锦数学微信公众号

a1 P p0, 1q, an`1 “ fpanq pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

严格单调减少且 lim
nÑ8

an “ 0. 计算 lim
nÑ8

na2
n.
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3. 设 fpxq 在 p´8,`8q 上具有连续导数, 且 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď 1, f 1pxq ą 0, x P p´8,`8q.

证明: 对于 0 ă α ă β, 成立 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż β

α

f 1
ˆ

nx ´
1

x

˙

dx “ 0.

4. 计算三重积分 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

dx dy dz

p1 ` x2 ` y2 ` z2q2
,

其中 Ω : 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, 0 ď z ď 1.

5. 求级数
8
ÿ

n“1

1

3
¨
2

5
¨
3

7
¨ ¨ ¨

n

2n ` 1
¨

1

n ` 1
之和.

6. 设 A 是 n 阶幂零矩阵, 即满足 A2
“ 0. 证明: 若 A 的秩为 r, 且 1 ď r ă

n

2
,

则存在 n 阶可逆矩阵 P , 使得 @跟锦数学微信公众号

P´1AP “

˜

0 Ir 0

0 0 0

¸

,

其中 Ir 为 r 阶单位矩阵.

7. 设 tunu
8

n“1 问单调递减的正实数列, lim
nÑ8

un “ 0, tanu
8

n“1 为一实数列, 级数
8
ÿ

n“1

anun 收敛, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anqun “ 0.

第11届中国大学生数学竞赛数学A类预赛试题

1. (本题 15 分) 空间中有两个圆球面 B1 和 B2, B2 包含在 B1 所围球体的内部, 两

球面之间的闭区域为 D. 设 B 是含在 D 中的一个圆球, 它与球面 B1 和 B2 均

相切. 问:

(1) (4 分) B 的球心轨迹构成的曲面 S 是何种曲面;

(2) (2 分) B1 的球心和 B2 的球心是曲面 S 的何种点.
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证明你的论断.

2. (本题 15 分) 设 α ą 0, fpxq 在 r0, 1s 上非负, 有二阶导函数, fp0q “ 0, 且在

r0, 1s 上不恒为零. 求证: 存在 ξ P p0, 1q 使得 @跟锦数学微信公众号

ξf 2pξq ` pα ` 1qf 1pξq ą αfpξq.

3. (本题 15 分) 设 A 为 n 阶复方阵, ppxq 为 I ´ ĀA 的特征多项式, 其中 Ā 表

示 A 的共轭方阵. 证明: ppxq 必为实系数多项式.

4. (本题 20 分) 已知 f1 为实 n 元正定二次型. 令 @跟锦数学微信公众号

V “ tf ; f 为实 n 元二次型, 满足:对任何实数 k 有 kf ` f1 属于恒号二次型 u .

这里恒号二次型为 0 二次型, 正定二次型及负定二次型的总称. 证明: V 按照通

常的二次型加法和数乘构成一个实向量空间, 并求出这个向量空间的维数.

5. (本题 15 分) 设 δ ą 0, α P p0, 1q, 实数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

xn`1 “ xn

ˆ

1 ´
hn

nα

˙

`
1

nα`δ
, n ě 1,

其中 thnu 是有正的上下界. 证明:
 

nδxn
(

有界.

6. (本题 20 分) 设 fpxq “
1

1 ` ex
.

(1) 证明 fpxq 是 r0,`8q 上的凸函数. 进一步证明当 x, y ě 0 时成立 @跟锦数

学微信公众号

fpxq ` fpyq ď fp0q ` fpx ` yq.

(2) 设 n ě 3, 试确定集合 @跟锦数学微信公众号

E “

#

n
ÿ

k“1

fpxkq;
n
ÿ

k“1

xk “ 0, x1, ¨ ¨ ¨ , xn P R

+

.

第11届中国大学生数学竞赛数学B类预赛试题

1. (本题 15 分) 设 L1 和 L2 是空间中的两条不垂直的异面直线, 点 B 是它们公垂

线段的中点. 点 A1 和 A2 分别在 L1 和 L2 上滑动, 使得 A1B K A2B. 证明直

线 A1A2 的轨迹是单叶双曲面.
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2. (本题 10 分) 计算 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

dx

p1 ` x2qp1 ` x2019q
.

3. (本题 15 分) 设数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

x1 ą 0, xn`1 “ lnp1 ` xnq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 数列 txnu 收敛并求其极限.

4. (本题 15 分) 设 tε1, ¨ ¨ ¨ , εnu 是 n 维实线性空间 V 的一组基, 令 @跟锦数学微

信公众号

ε1 ` ε2 ` ¨ ¨ ¨ ` εn ` εn`1 “ 0.

证明:

(1) 对 i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ` 1 , @跟锦数学微信公众号

tε1, ¨ ¨ ¨ , εi´1, εi`1, ¨ ¨ ¨ , εnu

都构成 V 的一组基;

(2) @ α P V , 在 (1) 中点 n ` 1 组基中, 闭存在一组基使得 α 在此基下的坐标

分量均非负;

(3) 若 @跟锦数学微信公众号

α “ a1ε1 ` a2ε2 ` ¨ ¨ ¨ ` anεn,

且 |ai| pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 互不相同, 则在 (1) 中的 n` 1 组基中, 满足 (2) 中

非负坐标表示的基是唯一的.

5. (本题 20 分) 设 A 是数域 F 上的 n 阶矩阵, 若 A2
“ In (In 表示单位矩阵), 则

称 A 为对合矩阵. 试证:

(1) 若 A 是 n 阶对合矩阵, 则 @跟锦数学微信公众号

r pIn `Aq ` r pIn ´Aq “ n;

(2) n 阶对合矩阵 A 一定可以对角化, 其相似对角形为 @跟锦数学微信公众号
˜

Ir 0

0 ´In´r

¸

,

其中 r “ r pIn `Aq.
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(3) 若 A,B 均是 n 阶对合矩阵, 且 AB “ BA, 则存在可逆矩阵 P , 使得

P´1AP 和 P´1BP 同时为对角矩阵.

6. (本题 15分)设函数 fpxq为区间 ra, bs上的连续凹函数,满足 fpaq “ 0, fpbq ą 0

且 fpxq 在 x “ a 处存在非零的右导数. 对 n ě 2, 记 @跟锦数学微信公众号

Sn “

#

n
ÿ

i“1

kxk;
n
ÿ

k“1

kfpxkq “ fpbq, xk P ra, bs

+

.

(1) 证明对 @ α P p0, fpbqq, 存在唯一 x P pa, bq 使得 fpxq “ α;

(2) 求 lim
nÑ8

psupSn ´ inf Snq.

7. (本题 10 分) 设正项级数
8
ÿ

n“1

1

an
收敛. 证明级数

8
ÿ

n“1

n2an

S2
n

收敛, 其中 Sn “

n
ÿ

k“1

ak.

第11届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (本题满分 30 分, 共 5 小题, 每小题 6 分).

(1) @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

ln
`

esinx ` 3
?

1 ´ cosx
˘

´ sinx

arctan
`

4 3
?

1 ´ cosx
˘ “ .

(2) 设隐函数 y “ ypxq 由方程 y2
px ´ yq “ x2 所确定, 则 @跟锦数学微信公众

号
ż

dx

y2
“ .

(3) 定积分 @跟锦数学微信公众号

ż π
2

0

exp1 ` sinxq

1 ` cosx
dx “ .

(4) 已知 @跟锦数学微信公众号

dupx, yq “
y dx ´ x dy

3x2 ´ 2xy ` 3y2
,

则 upx, yq “ .
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(5) 设 a, b, c, µ ą 0, 曲面 xyz “ µ 与曲面 @跟锦数学微信公众号

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1

相切, 则 µ “ .

2. (本题满分 14 分) 计算三重积分 @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

xyz

x2 ` y2
dx dy dz,

其中 Ω 是由曲面 px2
` y2

` z2
q
2
“ 2xy 围成的区域在第一卦限的部分.

3. (本题满分 14 分) 设 fpxq 在 r0,`8q 上可微, fp0q “ 0, 且存在常数 A ą 0, 使

得 @跟锦数学微信公众号

|f 1pxq| ď A|fpxq|

在 r0,`8q 上成立, 试证明在 p0,`8q 上有 fpxq ” 0.

4. (本题满分 14 分) 计算积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż 2π

0

dφ

ż π

0

esin θpcosφ´sinφq sin θ dθ.

5. (本题满分 14 分) 设 fpxq 是仅有正实根的多项式函数, 满足 @跟锦数学微信公

众号
f 1pxq

fpxq
“ ´

8
ÿ

n“0

cnx
n.

证明: cn ą 0, (n ě 0), 极限 lim
nÑ8

1

n
?
cn
存在, 且等于 fpxq 的最小根.

6. (本题 14 分) 设函数 fpxq 在 r0,`8q 上具有连续导数, 满足 @跟锦数学微信公

众号

3r3 ` f2
pxqsf 1pxq “ 2r1 ` f2

pxqs2e´x
2

,

且 fp0q ď 1. 证明: 存在常数 M ą 0, 使得 x P r0,`8q 时, 恒有 |fpxq| ďM .

第12届中国大学生数学竞赛数学A类预赛试题

1. (本题 15 分) 设 N p0, 0, 1q 是球面 S : x2
` y2

` z2
“ 1 的北极点. @跟锦数学

微信公众号

Apa1, a2, 0q, Bpb1, b2, 0q, Cpc1, c2, 0q

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 515 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

为 xOy 平面上不同的三点. 设连接 N 与 A,B,C 的三直线依次交球面 S 于点

A1, B1 与 C1.

(1) 求连接 N 与 A 两点的直线方程.

(2) 求点 A1, B1 与 C1 的坐标.

(3) 给定点 @跟锦数学微信公众号

Ap1,´1, 0q, Bp´1, 1, 0q, Cp1, 1, 0q,

求四面体 NA1B1C1 的体积.

2. (本题 15 分) 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

lnn

ln p12020 ` 22020 ` ¨ ¨ ¨ ` n2020q
.

3. (本题 15 分) 设 A,B 均为 2020 阶正交矩阵, 齐次线性方程组 Ax “ Bx

(x P R2020) 的解空间维数为 3. 问: 矩阵 A,B 是否可能相似? 证明你的结论.

4. (本题 20 分) 称非常值一元 n 次多项式 (合并同类项后) 的 n ´ 1 次项 (可能为

0) 为第二项. 求所有 2020 次复系数首一多项式 fpxq, 满足对 fpxq 的每个复根

xk, 都存在非常值复系数首一多项式 gkpxq 和 hkpxq, 使得 @跟锦数学微信公众

号

fpxq “ px ´ xkqgkpxqhkpxq,

且 gkpxq 与 hkpxq 的第二项系数相等.

5. (本题 15 分) 设 ϕ 是 R 上严格单调增加的连续函数, ψ 是 ϕ 的反函数, 实数列

txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

xn`2 “ ψ

ˆˆ

1 ´
1
?
n

˙

ϕpxnq `
1
?
n
ϕpxn`1q

˙

, n ě 2.

证明 txnu 收敛或举例说明 txnu 有可能发散.

6. (本题 20 分) 对于有界区间 ra, bs 的划分 @跟锦数学微信公众号

P : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn`1 “ b,

其范数定义为 @跟锦数学微信公众号

}P } “ max
0ďkďn

pxk`1 ´ xkq.
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现设 ra, bs 上的函数 f 满足 Lipschitz 条件, 即存在常数 M ą 0 使得对任何

x, y P ra, bs, 成立 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ďM |x ´ y|,

定义 @跟锦数学微信公众号

spf ;P q “
n
ÿ

k“0

a

|xk`1 ´ xk|2 ` |fpxk`1q ´ fpxkq|2.

若 lim
}P }Ñ0`

spf ;P q 存在, 则称曲线 y “ fpxq 可求长. 记 Pn 为 ra, bs 的 2n 等分.

证明:

(1) lim
nÑ8

spf ;Pnq 存在.

(2) 曲线 y “ fpxq 可求长.

第12届中国大学生数学竞赛数学B类预赛试题

1. (15 分) 已知椭球面 @跟锦数学微信公众号

Σ0 :
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, a ą b

的外切柱面 Σε (ε “ 1 或 ´1 平行于已知直线 @跟锦数学微信公众号

lε :
x ´ 2

0
“

y ´ 1

ε
?
a2 ´ b2

“
z ´ 3

c
.

试求与 Σ 交于一个圆周的平面的法方向. 注: 本题中的外切柱面指的的每一条直

母线均与已知椭球面相切的柱面.

2. (15 分) 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且 1 ď fpxq ď 3, 证明: @跟锦数学微信公众

号

1 ď

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

dx

fpxq
ď

4

3
.

3. (15 分) 设 A 为 n 阶复方阵, ppxq 为 A 的特征多项式.又设 gpxq 为 m 次复系

数多项式, m ě 1. 证明: gpAq 可逆当且仅当 ppxq 与 gpxq 互素.

4. (20 分) 设 σ 为 n 维复向量空间 Cn 的一个线性变换, E 表示恒等变换. 证明以

下两条等价:

(1) σ “ kE , k P C;
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(2) 存在 σ 的 n ` 1 个特征向量: v1, ¨ ¨ ¨ , vn`1, 这 n ` 1 个向量中任何 n 个向

量均线性无关.

5. (15 分) 计算广义积分 @跟锦数学微信公众号
ż `8

1

pxq

x3
dx,

这里 pxq 表示 x 的小数部分 (例如: 当 n 为正整数且 x P rn, n ` 1q 时, pxq “

x ´ n).

6. (20 分) 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 满足对任意 x P r0, 1s, @跟锦数学微信公

众号
ż x

x2

fptq dt ě
x2 ´ x4

2
.

证明:

ż 1

0

f2
pxq dx ě

1

10
.

第12届中国大学生数学竞赛非数学类预赛试题

1. 填空题 (本题满分 30 分, 每小题 6 分, 共 5 小题).

(1) 极限 lim
xÑ0

px ´ sinxqe´x
2

?
1 ´ x3 ´ 1

“ .

(2) 设函数 fpxq “ px ` 1qne´x
2

, 则 f pnqp´1q “ .

(3) 设 y “ fpxq 是由方程 @跟锦数学微信公众号

arctan
x

y
“ ln

a

x2 ` y2 ´
1

2
ln 2 `

π

4

确定的隐函数, 且满足 fp1q “ 1, 则曲线 y “ fpxq 在点 p1, 1q 处的切线方程

为 .

(4) 已知

ż `8

0

sinx

x
dx “

π

2
, 则 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

ż `8

0

sinx sinpx ` yq

xpx ` yq
dx dy “ .

(5) 设 fpxq, gpxq在 x “ 0的某一邻域 U 内有定义,对任意 x P U , fpxq ‰ gpxq,

且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fpxq “ lim
xÑ0

gpxq “ a ą 0,
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则 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

rfpxqsgpxq ´ rgpxqsgpxq

fpxq ´ gpxq
“ .

2. (本题满分 10 分) 设数列 tanu 满足: a1 “ 1, 且 @跟锦数学微信公众号

an`1 “
an

pn ` 1qpan ` 1q
, n ě 1.

求极限 lim
nÑ8

n!an.

3. (本题满分 10 分) 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, fpxq 在 p0, 1q 内可导, 且 fp0q “ 0,

fp1q “ 1. 证明:

(1) 存在 x0 P p0, 1q, 使得 fpx0q “ 2 ´ 3x0;

(2) 存在 ξ, η P p0, 1q, 且 ξ ‰ η, 使得 @跟锦数学微信公众号

r1 ` f 1pξqs r1 ` f 1pηqs “ 4.

4. (本题满分 12 分) 已知 @跟锦数学微信公众号

z “ xf

ˆ

y

x

˙

` 2yϕ

ˆ

x

y

˙

,

其中 f, ϕ 均为二次可微函数.

(1) 求
Bz

Bx
,
B2z

BxBy
;

(2) 当 f “ ϕ, 且 @跟锦数学微信公众号

B2z

BxBy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“a

“ ´by2

时, 求 fpyq.

5. (本题满分 12 分) 计算 @跟锦数学微信公众号

I “

¿

Γ

|
?

3y ´ x| dx ´ 5z dz,

曲线 Γ :

#

x2
` y2

` z2
“ 8

x2
` y2

“ 2z
, 从 z 轴正向往坐标原点看去取逆时针方向.
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6. (本题满分 12 分) 证明 @跟锦数学微信公众号

fpnq “
n
ÿ

m“1

ż m

0

cos
2πnrx ` 1s

m
dx

等于 n 的所有因子 (包括 1 和 n 本身) 之和, 其中 rx ` 1s 表示不超过 x ` 1 的

最大整数, 并计算 fp2021q.

7. (本题满分 14 分) 设 @跟锦数学微信公众号

un “

ż 1

0

du

p1 ` t4qn
pn ě 1q .

(1) 证明数列 tunu 收敛, 并求极限 lim
nÑ8

un;

(2) 证明级数
8
ÿ

n“1

p´1qnun 条件收敛;

(3) 证明当 p ě 1 时级数
8
ÿ

n“1

un

np
收敛, 并求级数

8
ÿ

n“1

un

n
的和.

2020年江苏省高等数学竞赛本科1级A试题

1. 填空题 (每小题 4 分, 共 32 分).

(1) 设 x “ 0 是函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

p1 ´ 2xq
1
x , x ă 0,

sin ax

x
, x ą 0

的可去间断点, 则常数 a “ .

(2) 设 fpxq 是三次多项式, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ1

fpxq

x ´ 1
“ lim

xÑ´1

fpxq

x ` 1
“ 1.

则 lim
xÑ0

fpxq

x
“ .

(3) 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

#

sin 2x, x ě 1,

e3x
´ 1, x ă 1,

令 y “ f pfpxqq, 则 @跟锦数学微信公众号

dy

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“π

“ .
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(4) 设曲线 y “ ypxq 由 @跟锦数学微信公众号

#

x ´ 4y “ 3t2 ` 2t,

ey´1
` ty “ cos t

确定, 则该曲线在 t “ 0 处的切线的方程是 .

(5) 设 fpxq “ xe´x ` x2020, 则 f p2020q
pxq “ .

(6) 方程 @跟锦数学微信公众号

1

x ´ 1
`

1

x ´ 2
`

1

x ´ 3
` ¨ ¨ ¨ `

1

x ´ 100
“ 0

的实根共有 个.

(7) 已知 @跟锦数学微信公众号
ż

fpxq dx “ x arctanx ` C,

则 @跟锦数学微信公众号
ż

fpxq

1 ` x2
dx “ .

(8) 设曲线 y “ 2
?
x 与直线 y “ kx 围成的平面图形为 D, 若 D 的面积为

1

3
,

则 D 绕 y 轴旋转一周而成立体的体积 Vy “ .

2. (10 分) 设 fpxq 在 ra, bs 上可导, 且 f 1pxq ‰ 0.

(1) 证明: 至少存在一点 ξ P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

fpxq dx “ fpbqpξ ´ aq ` fpaqpb ´ ξq.

(2) 对 (1) 中的 ξ, 求 lim
bÑa`

ξ ´ a

b ´ a
.

3. (9 分) 判断级数
8
ÿ

n“1

sin
`

nπ ` n
?
n ´ 1

˘

的敛散性, 若收敛, 是绝对收敛还是条件

收敛?

4. (9 分) 设点 Ap2,´1, 1q, 直线 @跟锦数学微信公众号

l1 :

#

x ` 2z ` 7 “ 0

y ´ 1 “ 0
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直线 @跟锦数学微信公众号

l2 :
x ´ 1

2
“
y ` 2

k
“

z

´1
.

是判断是否存在过点 A 的直线 l, 使它与两条已知直线 l1, l2 都相交? 如果存在,

请求出此直线的方程; 如果不存在, 请说明理由.

5. (10 分) 设 z “ fpx, yq 具有二阶连续偏导数, 满足等式 @跟锦数学微信公众号

6z2xx ´ z
2
xy ´ z

2
yy “ 0.

已知变换 u “ x ´ 3y, u “ x ` ay 把上述等式简化为 z2uv “ 0.

(1) 求常数 a 的值;

(2) 写出 z “ fpx, yq 的表达式.

6. (10 分) 计算 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

dx

ż

?
x

0

˜

ex

x
´

ey
2

?
x

¸

dy.

7. (10 分) 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号

ż

L

y dx ´ px ´ y2q dy

x2 ` y2
,

其中 L 是 y “ ´ cosπx 上从点 p´1, 1q 到点 p1, 1q 的一段曲线.

8. (10 分) 求曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

px ´ 1q3 dy dz ` py ` 1q3 dz dx ` z3 dx dy,

其中 Σ 是上半球面 z “
a

1 ´ x2 ´ py ´ 1q2 的上侧.

2020年浙江省高等数学(微积分)竞赛工科类试题

1. 计算题: (每小题 14 分, 满分 70 分).

(1) 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

cos
1

n
`

1

n
sin

1

n

˙n2

.
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(2) 求不定积分 @跟锦数学微信公众号
ż

p1 ` xnq´p1`
1
nq dx,

其中 n 为正整数.

(3) 求定积分 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

x2 ` 6x ` 3

px ` 3q2 ` px2 ` xq2
dx.

(4) 设椭圆
x2

25
`
y2

16
“ 1 的线密度为 ρpx, yq “ |xy|, 求椭圆的质量.

(5) 求级数的和
8
ÿ

n“1

n2 ´ 1

n ¨ 2n
.

2. (满分 20 分) 设 spxq “

ż x

0

| cos t| dt.

(1) 求 lim
xÑ`8

spxq

x
,

(2) 问 y “ spxq 是否有渐近线, 并说明理由.

3. (满分 20 分) 设 a ą 0 是常数, f : R Ñ R 是连续函数. 证明: @跟锦数学微信

公众号
ż a

0

ż z

0

ż y

0

fpxq dx dy dz “
1

2

ż a

0

pa ´ xq2fpxq dx.

4. (满分 20 分) 设 f 在 p0,`8q 上连续, 且 @ a ą 0, b ą 0, 有 @跟锦数学微信公

众号
ż ab

a

fpxq dx “

ż b

1

fpxq dx.

求 fpxq 的表达式.

5. (满分 20 分) 设连续函数 f : R` Ñ R` 满足对 @跟锦数学微信公众号

@ x, y P R`, lim
nÑ8

rfnpxq ´ fnpyqs “ 0,

其中 fnpxq “ f pfn´1pxqq. 试问: 是否存在 x0 P p0,`8q, 使得 @跟锦数学微信

公众号

@ x P p0, x0q, fpxq ą x; @ x P px0,`8q, fpxq ă x.
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2019年浙江省高等数学(微积分)竞赛工科类试题

1. 计算题: (每小题 14 分, 满分 70 分).

(1) 求极限 lim
nÑ8

tann
ˆ

π

4
`

1

n

˙

.

(2) 求不定积分

ż

2x ` sin 2x

pcosx ´ x sinxq2
dx.

(3) 求定积分

ż π

0

cospsin2 xq cosx dx.

(4) 如图, 将一根钢丝折成两部分, 一部分围成一个矩形 ABED 的三条边 AD、

DE、EB, 另一部分围成一个半圆 ACB, 矩形和半圆的面积之为 1, 求钢丝

长度的最小值.

(5) 定义在 r´1, 1s 上的函数 fpxq “

$

&

%

1

2n`1
,

1

2n`1
ă x ď

1

2n

0, ´1 ď x ď 0
, 讨论 fpxq 的

间断点, 并判断其类型.

2. (满分 20 分) 求积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

p5y3
` x2

` y2
´ 2x ` y ` 1q dx dy,

其中 D : 1 ď px ´ 1q2 ` y2
ď 4 且 x2

` y2
ď 1.

3. (满分 20 分) 讨论级数
8
ÿ

n“2

p´1qn

np ` p´1qn
的敛散性, 其中 p ą 0.

4. (满分 20 分) 设由方程 x ` y ` z “ fpx2
` y2

` z2
q (˚) 确定函数 z “ zpx, yq.

(1) 计算 py´ zq
Bz

Bx
` pz´xq

Bz

By
. (2) 如果以 ~n “ pa, b, cq 为法向量的平面与 p˚q

交为圆, 求此法向量.

5. (满分 20 分) 设 fpxq 在 r0, 1s 上有连续的导函数, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

„

f

ˆ

k

n

˙

´ f

ˆ

2k ´ 1

2n

˙

“
1

2
rfp1q ´ fp0qs.
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2018年浙江省高等数学(微积分)竞赛工科类试题

1. 计算题: (每小题 14 分, 满分 70 分).

(1) 求不定积分

ż

dx

p2 ` cosxq sinx
.

(2) 求定积分

ż 1

´1

px ´ cosxq2 cosx

x2 ` cos2 x
dx.

(3) 设 z “ zpx, yq 是由方程 z5
´ xz4

` yz3
“ 1 确定的隐函数, 求 z2xyp0, 0q.

(4) 计算

ĳ

D

px2
` y2

q dx dy, 其中 D 为由不等式

a

2x ´ x2 ď y ď
a

4 ´ x2

所确定的区域.

(5) 求极限 lim
xÑ0

şx

0 re
px´tq2 ´ 1st dt

x4
.

2. (满分 20 分) 求级数
8
ÿ

n“1

r2 ` p´1qnsn

n
xn 的收敛域及级数

8
ÿ

n“1

r2 ` p´1qnsn

n6n
的

和.

3. (满分 20 分) 分析函数 fpx, yq “ px2
` y2

´ 6y ` 10qey 的极值问题.

4. (满分 20 分) 已知质线 L :

#

z “ x2
` y2

x ` y ` z “ 1
的线密度 ρ “ |x2

` x ´ y2
´ y|,

求 L 的质量.

5. (满分 20 分) 已知 an ą 0, a1 ă 1, pn ` 1qa2
n`1 “ na

2
n ` an, n “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ .

证明: tanu 收敛.

2017年浙江省高等数学(微积分)竞赛工科类试题

1. 计算题 (每小题 14 分, 满分 70 分).

(1) 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

ex
2

´
?

cos 2x cosx

x ´ lnp1 ` xq
.

(2) 求曲线 C : y “ x2 与直线 L : y “ x 所围图形绕直线 L 旋转所成旋转体

的体积.
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(3) 计算

ĳ

D

|xy| dx dy, D “

"

px, yq;
x2

a2
`
y2

b2
ď 1

*

.

(4) 求级数
8
ÿ

n“1

xn

npn ` 1q
的和.

(5) 设 fpxq 连续且 fpxq “ 3x `

ż x

0

pt ´ xq2fptq dt, 求 f p2017q
p0q 的值.

2. (满分 20 分) 已知 fpxq 连续且 fpx ` 2q ´ fpxq “ sinx,

ż 2

0

fpxq dx “ 0, 求积

分

ż 3

1

fpxq dx.

3. (满分 20 分) 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

px ´ 1q dy ´ y dx

px ´ 1q2 ` y2
,

其中 L 是从 p´2, 0q 到 p2, 0q 的上半椭圆
x2

4
` y2

“ 1.

4. (满分 20 分) 证明: pcosxqp ď cosppxq, x P

„

0,
π

2



, 0 ă p ă 1.

5. (满分 20 分) 设 f 在 r0, 1s 上连续可导, fp0q “ 0. 证明:

|fpxq| ď

d

ż 1

0

rf 1pxqs2 dx.

2016年浙江省高等数学(微积分)竞赛工科类试题

1. 计算题: (每小题 14 分, 满分 70 分)

(1) 求极限 lim
xÑ0

pcosxq
1`x

sin2 x .

(2) 求不定积分

ż

1 ´ x2 cosx

p1 ` x sinxq2
dx.

(3) 已知函数 fpxq “
1

p1 ` x2q2
, 求 f pnqp0q 的值.

(4) 求函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “
z

1 ` xy
`

y

1 ` xz
`

x

1 ` yz

在 @跟锦数学微信公众号

V “ tpx, y, zq; 0 ď x, y, z ď 1u
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的最大值.

(5) 已知 @跟锦数学微信公众号

cospα ` βq ` sinα ` sinβ “
3

2
,

其中 0 ď α, β ď
π

2
, 求 α, β 的值.

2. (满分 20 分) 记 @跟锦数学微信公众号

ynpxq “ cospn arccosxq, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

(1) 证明当 n ‰ m 时, @跟锦数学微信公众号
ż 1

´1

ynpxqympxq
?

1 ´ x2
dx “ 0.

(2) 求 cn, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ 使 @跟锦数学微信公众号

earccosx
“

8
ÿ

n“0

cnynpxq.

3. (满分 20 分) 设曲面 S 为: @跟锦数学微信公众号

px ´ 1q2

9
`
py ´ 2q2

16
` z2

“ 1, z ě 0.

计算 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy
a

x2 ` y2 ` z2
3 ,

S 方向朝上.

4. (满分 20 分) 如图, 设一个均匀物体是由体积相同的一个半球和一个圆柱拼接而

成, 圆柱的地面与半球的大圆面重合, 底面半径为 R, 求此物体的重心.

5. (满分 20 分) 已知 Pnpxq 为 n 次实系数多项式, 有 n 个不同实根. 证明: Pnpxq`

P 1
npxq 有 n 个不同的实根.
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全国全国硕士研究生招生考试2021年数学一试题

1. 选择题 (1-10 小题, 每小题 5 分, 共 50 分.)

(1) 函数 fpxq “

$

&

%

ex ´ 1

x
, x ‰ 0,

1, x “ 0
在 x “ 0 处 p q.

A. 连续且取得极大值

B. 连续且取得极小值

C. 可导且导数等于零

D. 可导且导数不为零

(2) 设函数 fpx, yq 可微, 且 @跟锦数学微信公众号

fpx ` 1, exq “ xpx ` 1q2, fpx, x2
q “ 2x2 lnx,

则 dfp1, 1q “ p q.

A. dx ` dy

B. dx ´ dy

C. dy

D. ´ dy

(3) 设函数 fpxq “
sinx

1 ` x2
在 x “ 0 处的 3 次泰勒多项式为 ax ` bx2

` c3, 则

p q.

A. a “ 1, b “ 0, c “ ´
7

6

B. a “ 1, b “ 0, c “
7

6

C. a “ ´1, b “ ´1, c “ ´
7

6

D. a “ ´1, b “ ´1, c “
7

6

(4) 设函数 fpxq 在区间 r0, 1s 上连续, 则

ż 1

0

fpxq dx “ p q.

A. lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f

ˆ

2k ´ 1

2n

˙

1

2n

B. lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f

ˆ

2k ´ 1

2n

˙

1

n
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C. lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k ´ 1

2n

˙

1

n

D. lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

2n

˙

2

n

(5) 二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ px1 ` x2q
2
` px2 ` x3q

2
´ px3 ´ x1q

2

的正惯性指数与负惯性指数依次为 p q.

A. 2, 0

B. 1, 1

C. 2, 1

D. 1, 2

(6) 已知 @跟锦数学微信公众号

α1 “

¨

˚

˚

˝

1

0

1

˛

‹

‹

‚

, α2 “

¨

˚

˚

˝

1

2

1

˛

‹

‹

‚

, α3 “

¨

˚

˚

˝

3

1

2

˛

‹

‹

‚

,

记 @跟锦数学微信公众号

β1 “ α1, β2 “ α2 ´ kβ1, β3 “ α3 ´ l1β1 ´ l2β2,

若 β1, β2, β3 两两正交, 则 l1, l2 依次为 p q.

A.
5

2
,
1

2

B. ´
5

2
,
1

2

C.
5

2
,´

1

2

D. ´
5

2
,´

1

2

(7) 设 A,B 为 n 阶实矩阵, 下列不成立的是 p q.

A. rank

˜

A 0

0 ATA

¸

“ 2rank pAq

B. rank

˜

A AB

0 AT

¸

“ 2rank pAq

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 532 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

C. rank

˜

A BA

0 AAT

¸

“ 2rank pAq

D. rank

˜

A 0

BA AT

¸

“ 2rank pAq

(8) 设 A,B 为随机事件, 且 0 ă P pBq ă 1, 下列为假命题的是 p q.

A. 若 P pA | Bq “ P pAq, 则 P pA | B̄q “ P pAq.

B. 若 P pA | Bq ą P pAq, 则 P pĀ | B̄q ą P pĀq.

C. 若 P pA | Bq “ P pA | B̄q, 则 P pA | Bq ą P pAq.

D. 若 P pA | A YBq ą P pĀ | A YBq, 则 P pAq ą P pBq.

(9) 设 @跟锦数学微信公众号

pX1, Y1q, pX2, Y2q, ¨ ¨ ¨ , pXn, Ynq

为来自总体 N pµ1, µ2;σ
2
1, σ

2
2, ρq 的简单随机样本, 令 @跟锦数学微信公众号

θ “ µ1 ´ µ2, X̄ “
1

n

n
ÿ

i“1

Xi, Ȳ “
1

n

n
ÿ

i“1

Yi, θ̂ “ X̄ ´ Ȳ ,

则 p q.

A. θ̂ 是 θ 的无偏估计, Dpθ̂q “
σ2

1 ` σ
2
2

n
.

B. θ̂ 不是 θ 的无偏估计, Dpθ̂q “
σ2

1 ` σ
2
2

n
.

C. θ̂ 是 θ 的无偏估计, Dpθ̂q “
σ2

1 ` σ
2
2 ´ 2ρσ1σ2

n
.

D. θ̂ 不是 θ 的无偏估计, Dpθ̂q “
σ2

1 ` σ
2
2 ´ 2ρσ1σ2

n
.

(10) 设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , X16 是来自样本 N pµ, 4q 的简单随机样本, 考虑假设检验问

题: @跟锦数学微信公众号

H0 : µ ď 10,H1 : µ ą 10,

Φpxq 表示标准正态分布函数, 若该检验问题的拒绝域为 W “
 

X̄ ě 11
(

, 其

中 X̄ “
1

16

16
ÿ

i“1

Xi, 则 µ “ 11.5 时, 该检验犯第二类错误的概率为 p q.

A. 1 ´ Φp0.5q.

B. 1 ´ Φp1q.

C. 1 ´ Φp1.5q.

D. 1 ´ Φp2q.
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2. 填空题 (11 16 小题, 每小题 5 分, 共 30 分.)

(1)

ż `8

0

dx

x2 ` 2x ` 2
“ .

(2) 设函数 y “ ypxq 由参数方程 @跟锦数学微信公众号

#

x “ 2et ` t ` 1,

y “ 4pt ´ 1qet ` t2

确定, 则
d2y

dx2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ .

(3) 欧拉方程 @跟锦数学微信公众号

x2y2 ` xy1 ´ 4y “ 0

满足条件 yp1q “ 1, y1p1q “ 2 的解为 y “ .

(4) 设 Σ 为空间区域 @跟锦数学微信公众号

 

px, y, zq;x2
` 4y2

ď 4, 0 ď z ď 2
(

表面的外侧, 则曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

x2 dy dz ` y2 dz dx ` z dx dy “ .

(5) 设 A “ paijq 为 3 阶矩阵, Aii 为代数余子式, 若 A 的每行元素之和均为 2,

且 |A| “ 3, 则 @跟锦数学微信公众号

A11 `A21 `A31 “ .

(6) 甲、乙两个盒子中有 2 个红球和 2 个白球, 选从甲盒中任取一球, 观察颜色

后放入乙盒, 再从已盒中任取一球, 令 X,Y 分别表示从甲盒和乙盒中取到的

红球的个数, 则 X 与 Y 的相关系数为 .

3. 解答题 (17 22 小题, 共 70 分, 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.)

(1) (本题满分 10 分) 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

˜

1 `
şx

0 et
2

dt

ex ´ 1
´

1

sinx

¸

.
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(2) (本题满分 12 分) 设 @跟锦数学微信公众号

unpxq “ e´nx `
xn`1

npn ` 1q
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ,

求级数
8
ÿ

n“1

unpxq 的收敛域及和函数.

(3) (本题满分 12 分) 已知曲线 @跟锦数学微信公众号

C :

#

x2
` 2y2

´ z “ 6,

4x ` 2y ` z “ 30,

求 C 上的点到 xOy 坐标面距离的最大值.

(4) (本题满分 12 分) 设 D Ă R2 是有界单连通闭区域, @跟锦数学微信公众号

IpDq “

ĳ

D

p4 ´ x2
´ y2

q dx dy

取得最大值的积分区域记为 D1.

(i) 求 IpD1q 的值;

(ii) 计算 @跟锦数学微信公众号

ż

BD1

pxex
2`4y2

` yq dx ` p4yex
2`4y2

´ xq dy

x2 ` 4y2
,

其中 BD1 是 D1 的正向边界.

(5) (本题满分 12 分) 已知 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

a 1 ´1

1 a ´1

´1 ´1 a

˛

‹

‹

‚

.

(i) 求正交矩阵 P , 使得 PTAP 为对角矩阵;

(ii) 求正定矩阵 C, 使得 C2
“ pa ` 3qE ´A.

(6) (本题满分 12 分) 在区间 p0, 2q 上随机取一点, 将该区间分成两段, 较短一段

的长度记为 X, 较长一段段长度记为 Y , 令 Z “
Y

X
.

(i) 求 X 的概率密度;

(ii) 求 Z 的概率密度;

(iii) 求 E

ˆ

X

Y

˙

.
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北京师范大学2021年数学分析考研试题

1. 若 lim
nÑ8

´

n2n sin 1
nan

¯

“ 1, 则级数
8
ÿ

n“1

an 是否收敛? 并给出证明.

2. 设 0 ă a ă b ă 8, 试证: 存在 θ P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

bea ´ aeb “ p1 ´ θqe2
pb ´ aq.

3. 设 fpxq “ arctanx, 且 @跟锦数学微信公众号

B “ lim
nÑ8

«

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

´An

ff

存在. 试求 A,B 的值.

4. (1) 设 fpxq 在 pa, bq 上连续, a, b P R. 试证: fpxq 在 pa, bq 上一致连续的充要

条件是 fpa ` 0q, fpb ´ 0q 都存在.

(2) 若 a P R, b “ `8, 证明上述命题依然成立.

5. 设幂级数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “
8
ÿ

n“1

x2n

np2n ` 1q
,

试求其收敛域, 并求 @跟锦数学微信公众号

S “
8
ÿ

n“1

1

np2n ` 1q2n
.

6. 求曲线 @跟锦数学微信公众号

px2
` y2

q
2
“ 32, px2

` y2
q
2
“ 8xy

在第一象限围成的图形面积.

7. 计算第二型曲线积分 @跟锦数学微信公众号
¿

c

x dy ´ y dx

x2 ` 8y2
,

其中 C 是以 p1, 0q 为圆心, 半径为 Rp‰ 1q 的圆, 取逆时针.

8. 判断积分 @跟锦数学微信公众号

fptq “

ż 1

0

1

xt
sin

1

x
dx

在 0 ă t ă 2 的一致收敛性.
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重庆大学2021年高等代数考研试题

1. 已知 n 阶矩阵 A 的顺序主子式都不为零, 证明: 存在 n 阶下三角矩阵 B, 使得

BA 为上三角矩阵.

2. 已知 fpxq, gpxq 为多项式, 且 hpxq 为首一多项式, 证明: @跟锦数学微信公众号

pfpxqhpxq, gpxq, hpxqq “ pfpxq, gpxqqhpxq.

3. 已知 @跟锦数学微信公众号

A “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq

为 n 阶方阵, 且 A 的前 n ´ 1 个列向量线性无关, 后 n ´ 1 个列向量页线性无

关, 记 @跟锦数学微信公众号

β “ α1 ` α2 ` ¨ ¨ ¨ ` αn.

(1) 证明方程组 AX “ β 有无穷多解;

(2) 求方程组 AX “ β 的通解.

4. 已知矩阵 A 经过过渡矩阵 P 变成相似矩阵 C, 且 C 为对角矩阵, 证明矩阵 P

由 A 的特征向量构成.

5. 已知 A为 n阶矩阵,证明若 A为幂零矩阵, 则对任意的正整数 k, 有 tr pAk
q “ 0;

反之, 若对任意的 1 ď k ď n, 均有 tr pAk
q “ 0, 则 A 为幂零矩阵.

6. 解答如下问题:

(1) 已知 A 为实反对称矩阵, 证明 @跟锦数学微信公众号

Q “ pE ´AqpE `Aq´1

为正交矩阵;

(2) 已知 Q 为正交矩阵, 且 E `Q 可逆, 证明存在实反对称矩阵 A, 使得 @跟锦

数学微信公众号

Q “ pE ´AqpE `Aq´1.

7. 已知 V1 是方程组 @跟锦数学微信公众号

x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 0
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的解空间, V2 是方程组 @跟锦数学微信公众号

x1 “ x2 “ ¨ ¨ ¨ “ xn

的解空间. 证明: Rn “ V1 ‘ V2.

8. 证明: 一个实二次型可以分解为两个实系数的一次齐次多项式的乘积的充分必要

条件是: 它的秩为 2 且符号差为 0, 或它的秩为 1.

9. 已知 A,B 分别为 n ˆm 与 m ˆ n 阶矩阵.

(1) 证明: @跟锦数学微信公众号

|In ´AB| “ |Im ´BA|,

其中 In, Im 分别为 n 阶与 m 阶单位矩阵;

(2) 计算行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ` a1 ` x1 a1 ` x2 ¨ ¨ ¨ a1 ` xn

a2 ` x1 1 ` a2 ` x2 ¨ ¨ ¨ a2 ` xn
...

...
. . .

...

an ` x1 an ` x2 ¨ ¨ ¨ 1 ` an ` xn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

10. 已知 ϕ 为 n 维线性空间 V 上的线性变换, fpλq 是它的特征多项式, 且 fpλq “

f1pλqf2pλq, 其中 pf1pλq, f2plmqq “ 1, 记 @跟锦数学微信公众号

V1 “ im f1pϕq, V2 “ im f2pϕq.

证明:

(1) V1 “ ker f2pϕq, V2 “ ker f1pϕq;

(2) V1, V2 为 ϕ-子空间, 且 V 是 V1 与 V2 的直和.

东南大学2021年高等代数考研试题

1. 已知方程组 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a 1 1 1 1

1 a 1 1 1

1 1 a 1 1

1 1 1 a 1

1 1 1 1 a

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

x5

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0

1

1

b

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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问此方程组何时有唯一解, 何时有无穷多组解, 并写出基础解系.

2. 定义复数域线性空间 V “ C2ˆ2 上的变换 @跟锦数学微信公众号

T pXq “ X `XT, @ X P V.

(1) 证明 T 为线性变换;

(2) 写出 T 在基 E11, E12, E21, E22 下的矩阵 T ;

(3) 求出 T 的特征值, 并写出对应特征子空间的基;

(4) T 是否可以对角化;

(5) 计算 T 的中心化子空间 @跟锦数学微信公众号

tX P V ; TX “ XT u

的维数.

3. 已知复数域上的两个三阶矩阵 @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˝

1 2 5

0 a 7

0 0 1

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

1 3 7

0 b c

0 0 2

˛

‹

‹

‚

.

(1) 写出第一个矩阵的若尔当标准形;

(2) 若两矩阵相似, 求出 a, b, c.

4. 已知复数域上的多项式 hpxq “ fpxqgpxq, A 是复数域上线性空间 V 上的线性

变换, 定义 @跟锦数学微信公众号

W “ ker phpA qq ,W1 “ ker pfpA qq ,W“ker pgpA qq .

求证:

(1) W1,W2 ĂW ;

(2) W “W1 ‘W2.

5. 已知两实对称矩阵 A,B 相似, 求证其在实数域上合同.

6. 已知 s ˆ n 矩阵 A 列满秩, n ˆm 矩阵 B. 求证: @跟锦数学微信公众号

rank pABq “ rank pBq.
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7. 在复空间 V 上有变换 f , α P V , W 是 f 的不变子空间将. 若有多项式 ppfq,

使得 ppfqα P W , 则称此多项式为 α 到 W 的导向多项式. 将 α 的首一最高次

数最低的多项式 mpxq 称为极小 α 型多项式.

(1) 求证: 对于任意导向多项式 ppxq, 都有 mpxq | ppxq;

(2) 求证: 导向多项式存在且唯一;

(3) 若 W 是真不变子空间, 则存在 α RW , 多项式 qpxq 使得 @跟锦数学微信公

众号

qpfqα ´ cα PW,

其中 c 为一常数.

8. 已知线性变换 A 有 s 个互不相同的特征值 λ1, ¨ ¨ ¨ , λs, 且 η1, ¨ ¨ ¨ , ηs 为其对应

的特征向量, W 为 A 的不变子空间. 记 @跟锦数学微信公众号

η “ η1 ` ¨ ¨ ¨ ` ηs PW.

求证: dimW ě s.

9. 在欧氏空间中有两线性变换, 满足 @跟锦数学微信公众号

pfpαq, βq “ pα, gpβqq .

若 f 为正交变换, 求证 g 也为正交变换.

10. 已知矩阵 A,B 均为半正定矩阵, 求证存在可逆矩阵 C, 使得 A,B 同时合同对角

化.

东南大学2021年数学分析考研试题

1. 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

1
?
n2 ` k

.

2. 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

ex ` cos
?
x ´ 3

x2
.

3. 微分方程 y ` xey “ 1 在何处有解, 若有则求出它的解.
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4. 求三元函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “
x

y
`
y

z
`
z

x
, x, y, z ą 0

的极值.

5. 计算机累次积分 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

dy

ż 1

y

˜

ex
2

x
´ ey

2

¸

dx.

6. 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号
¿

l

x

x2 ` y2 ´ 2
dy `

y

x2 ` y2 ´ 2
dx,

其中 l : x2
` y2

“ 4, 取逆时针方向.

7. 计算三重积分 @跟锦数学微信公众号
¡

V

y
a

1 ´ x2 dx dy dz,

其中 @跟锦数学微信公众号

V : x2
` z2

“ 1, 0 ď y ď 1; y “ ´
a

1 ´ x2 ´ z2.

8. 求幂级数
8
ÿ

n“1

xn´1

n ¨ 2n
的收敛域与和函数.

9. 函数项级数
8
ÿ

n“1

p´1qnp1 ´ xqxn 是否在 r0, 1s 上一致收敛?

10. 已知函数 fpxq 在 ra, bs 上单调递增, 且值域为 rfpaq, fpbqs. 证明: 此函数一致

连续.

11. 已知 a1 ą 0, 且 @跟锦数学微信公众号

an`1 “
1

2

ˆ

an `
4

an

˙

pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

求证:

(1) 数列 tanu 有极限;
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(2) 考查级数
8
ÿ

n“1

ˆ

an

an`1

´ 1

˙

的敛散性.

12. 已知二阶连续混合偏导数 fxypx, yq, fyxpx, yq 在 px0, y0q 连续, 求证: @跟锦数

学微信公众号

fxypx0, y0q “ fyxpx0, y0q.

13. 已知连续函数 fpxq ě 0 满足

ż 8

0

fpxq dx 收敛. 求证:

(1) 存在数列 txnu, lim
xÑ8

xn “ `8 使得 lim
nÑ8

fpxnq “ 0;

(2) 在基础上, lim
xÑ`8

fpxq “ 0 是否成立?

14. 已知连续函数 fpxq 满足 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

fpxq dx “

ż 1

0

xfpxq dx “ 0.

求证: 此函数在 r0, 1s 上至少有两个零点.

15. 用有限覆盖定理证明闭区间上的连续函数有最大值与最小值.

复旦大学2021年数学分析考研试题

1. 填空题.

(1) lim
xÑ0

„

tanx

lnp1 ` xq


1
x

“ .

(2) 已知 fpxq P Cr0, 1s1 满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ 1, fp1q “ 2,

ż 1

0

fpxq dx “ 9.

则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

fpxq cosn 4x dx “ .

(3) 已知级数
8
ÿ

n“0

xαp1 ´ x2
q
n 在 r0, 1s 上一致收敛. 求 α 的取值范围为 .

(4) 定积分

ż `8

0

dx

x3 ` 4
“ .
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(5) 已知 x0 是超越数, 并且数列 txnu 满足 @跟锦数学微信公众号

xn`1 “
3 ´ xn

x2
n ` 3xn ´ 2

.

则 lim
nÑ8

xn “ .

2. 证明: 闭区间不能写成两个无交闭集的并.

3. 求 a 的取值范围, 使得不等式 @跟锦数学微信公众号

lnp1 ` xq ă ax ` p1 ´ aq
x

1 ` x

恒成立.

4. 已知函数 f 存在二阶连续偏导数, ∆f ď 0, @跟锦数学微信公众号

F prq “
1

r2

ĳ

x2`y2`z2“r2

fpx, y, zq dS,

求证: F prq 单调递增.

5. 复变函数题目.

6. 复变函数题目.

7. 复变函数题目.

8. 复变函数题目.

9. 实变函数题目.

10. 实变函数题目.

11. 常微分方程题目.

12. 常微分方程题目.

河北工业大学2021年数学分析考研试题

1. 填空题.

(1) 极限 lim
xÑ1

arcsinpx ´ 1q

lnx
“ .

(2) 曲面 z “ 2x2
´ xy 在点 p1, 2, 0q 处的切平面方程为 .

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 543 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(3) 函数 fpx, y, zq “ x2yz 在点 p1, 1, 1q 处沿方向 t1,´1, 1u 的方向导数为

.

(4) 隐函数 y “ x ` arctan y 的导数
dy

dx
“ .

(5) 数列 @跟锦数学微信公众号

an “ p´1qn `
sinn

n
,

其中 rxs 表示不超过 x 的最大整数, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

an “ , lim
nÑ8

an “ .

(6) 级数
8
ÿ

n“1

p´1qnn

ˆ

1 ´ cos
1

n

˙

的收敛性是 .

2. 解答题.

(1) 求 y “ x lnx 的 n 阶导数
dny

dxn
.

(2) 设 p ą 1, 求函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ xp ` p1 ´ xqp p0 ď x ď 1q

的极值, 单调区间和凹凸性.

(3) 求不定积分 @跟锦数学微信公众号

ż

1 ´ r2

1 ´ 2r cosx ` r2
dx,

其中 0 ă r ă 1,´π ă x ă π.

(4) 求星形线 x
2
3 ` y

2
3 “ 1 的弧长.

(5) 设函数 z “ zpx, yq 存在二阶连续偏导数, 试利用 @跟锦数学微信公众号

x “ ξ ´ 2η, y “ 2ξ ` η

将 @跟锦数学微信公众号

B2z

Bx2
`
B2z

By2
“ 1

变换为 z 关于 ξ, η 的微分方程.
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(6) 计算三重积分 @跟锦数学微信公众号

I “

¡

V

yz dx dy dz,

其中 @跟锦数学微信公众号

V : x2
` y2

`
z2

4
ď 1, x ě 0, y ě 0, z ě 0.

(7) 计算第一类曲线积分 @跟锦数学微信公众号

I “

¿

L

arctan y ds,

其中 L 是以 Op0, 0q, Ap1, 1q, Bp´1, 1q 为顶点的三角形.

(8) 计算第二类曲线积分 @跟锦数学微信公众号

I “

¿

L

x dy ´ y2 dx,

其中 L 是以 Op0, 0q, Ap1, 1q, Bp´1, 1q 为顶点的三角形, 方向取逆时针.

(9) 求金属抛物面壳 @跟锦数学微信公众号

z “ x2
` y2

p0 ď z ď 1q

的质量, 其中密度函数 ρpx, y, zq “ z.

(10) 计算第二类曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

xyz dx dy,

其中 Σ 是四分之一单位球面 @跟锦数学微信公众号

x2
` y2

` z2
“ 1 px ě 0, y ě 0q

的内侧.

(11) 证明反常积分

ż `8

0

x cospx4
q dx 收敛.

(12) 已知 tfnpxqu 为 ra, bs 上可导的函数列, c P ra, bs. 如果 tfnpcqu 收敛, 且

tfnpxqu 的导数列
 

f 1npxq
(

在 ra, bs 上一致收敛于 gpxq, 证明:

(i) tfnpxqu 在 ra, bs 上一致收敛于某函数, 设为 fpxq;

(ii) fpxq 在 ra, bs 上可导, 且 f 1pxq “ gpxq.
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河北工业大学2021年高等代数考研试题

1. 设 A “ paijq 为 n 阶矩阵, A˚ 为 A 的伴随矩阵, 证明 A˚ 的前 n´ 1 行前 n´ 1

列构成的子式 (即 A˚ 的 n ´ 1 阶顺序主子式) 的值为 |A|n´2ann.

2. 设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵, 且 AC “ CA. 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A B

C D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |AD ´ CB|.

3. 在 R3 中, 求由基 @跟锦数学微信公众号

α1 “ p1, 2, 1q
T, α2 “ p2, 3, 3q

T, α3 “ p3, 7, 1q
T

到基 @跟锦数学微信公众号

β1 “ p´3,´6,´2qT, β2 “ p´2,´3,´3qT, β3 “ p5, 10, 4qT

的过渡矩阵, 并求 R3 中在这两组基下坐标相同的所有向量.

4. 设 A 为 n 阶实矩阵, A2 为正定矩阵, B 为 n 阶实对称矩阵, 证明: A2
´ B 正

定的充要条件为 A´1BA´1 的特征值均小于 1.

5. 设 σ1, σ2, ¨ ¨ ¨ , σs 是线性空间 V 中两两不同的线性变换, 证明 V 中必存在向量

α, 使得 @跟锦数学微信公众号

σ1pαq, σ2pαq, ¨ ¨ ¨ , σspαq

也两两不同.

6. 已知 A 为 3 阶正交矩阵, 且 |A| “ 1. 证明存在正交矩阵 T , 使得 @跟锦数学微

信公众号

T´1AT “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 cosϕ sinϕ

0 ´ sinϕ cosϕ

˛

‹

‹

‚

.

7. 解答如下问题:

(1) 判断多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ x3
` 2x2

´ x ` 1

在有理数域上是否可约;
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(2) 设 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 为两两互异的整数, 证明: @跟锦数学微信公众号

fpxq “ px ´ a1q
2
px ´ a2q

2
¨ ¨ ¨ px ´ anq

2
` 1

在有理数域上不可约.

8. 设 σ 是数域 P 上 n 维线性空间 V 上的线性变换, σV 的维数称为 σ 的秩,

σ´1
p0q 的维数称为 σ 的零度. 证明: σ 的秩 `σ 的零度 “ n.

9. 已知实矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

2 2 ´2

2 5 ´4

´2 ´4 5

˛

‹

‹

‚

.

(1) 求正交矩阵 P , 使得 PAP´1 为对角矩阵;

(2) 记 V 是与所有与 A 可交换的实矩阵全体, 证明 V 是实数域上的一个线性空

间, 并求 V 的维数.

湖南大学2021年数学分析考研试题

1. (15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

x0 P

ˆ

´
π

2
,
π

2

˙

, xn “
π

2
sinxn´1 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

试证: txnu 收敛, 并求 lim
nÑ8

xn.

2. (15 分) 证明: fpxq “ cos
?
x 在 r0,`8q 上一致收敛.

3. (20 分) 设 fpxq 在点 a 处二阶可导, 且 f 2paq ‰ 0. 证明: 当 h 充分小时成立

@跟锦数学微信公众号

fpa ` hq ´ fpaq “ f 1pa ` θhqh,

其中 0 ă θ ă 1 具有性质 lim
hÑ0

θphq “
1

2
.

4. (17 分) 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, 且在 ra, bs 上满足 @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ě m ą 0.

证明:
1

fpxq
在 ra, bs 上也可积.
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5. (18 分) 设连续函数列 tfnpxqu 在 ra, bs 上一致收敛于 fpxq. 若 @跟锦数学微信

公众号

xn P ra, bs, lim
nÑ8

xn “ x0.

证明: lim
nÑ8

fnpxnq “ fpx0q.

6. (19 分) 证明: 在点 p1, 1q 的某一邻域内存在唯一的连续可微函数 y “ fpxq 满足

fp1q “ 1 及 @跟锦数学微信公众号

xfpxq ` 2 lnx ` 3 ln fpxq ´ 1 “ 0,

并求 f 1pxq.

7. (15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

F pxq “
1

h2

ż h

0

dξ

ż h

0

fpx ` ξ ` ηq dη ph ą 0q ,

其中 fpxq 为连续函数. 求 F 2pxq.

8. (15 分) 求区域 @跟锦数学微信公众号

0 ď x ď 1, 0 ď y ď x, x ` y ď z ď ex`y

所围立体的体积.

9. (15 分) 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号
¿

L`

px ´ 1q dy ´ py ` 1q dx ` z dz

其中 L` 为上半球面 x2
` y2

` z2
“ 1, z ě 0 与柱面 x2

` y2
“ x 的交线, 沿 z

轴从上往下看为逆时针方向.

湖南大学2021年高等代数考研试题

1. (15 分) 求多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “
2

3
x5
´ x4

` 2x3
´

8

3
x2
` 1

在复数域中的标准分解式.
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2. (15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

Dnptq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ` t t ¨ ¨ ¨ t

t 2 ` t ¨ ¨ ¨ t

...
...

. . .
...

t ¨ ¨ ¨ t n ` t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

计算 Dnptq 的一阶导数
dDn

dt
ptq.

3. (30 分) 对于数域 K 上的线性方程组 @跟锦数学微信公众号
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x1 ` x2 ` 5x4 “ 1

x1 ´ x2 ´ 6x3 ´ x4 “ ´2

4x1 ` x2 ´ λx3 ` 6x4 “ ´3

2x1 ` x2 ´ 6x3 ` 4x3 “ µ

.

(1) 当 λ, µ 满足什么条件时, 方程组无解;

(2) 当 λ, µ 满足什么条件时, 方程组有解, 并求出方程组的通解.

4. (15 分) 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵 pn ě 2q. 求 A 的伴随矩阵 A˚ 的秩

rank pA˚
q.

5. (30 分) 设 A,B 为 n 阶实矩阵, 即 A,B PMnpRq, 试证:

(1) 若 A 是正定矩阵, 则 A´1, A˚ 均为正定矩阵;

(2) 若 A,B 均为正定矩阵, 则 A `B 也是正定矩阵;

(3) 若 A,B 均为正定矩阵, 且 AB “ BA, 则存在正交矩阵 P , 使得 @跟锦数学

微信公众号

P´1AP,P´1BP

均为对角阵;

(4) 若 A,B 均为正定矩阵, 则 AB 是正定矩阵的充要条件是 AB “ BA.

6. (30 分) 设 V 是数域 K 上的 n 维向量空间, V 分解成 k 维子空间 P 与 n ´ k

维子空间 Q 的直和 p1 ď k ď n´ 1q, 即 V “ P ‘Q. 记 P 到 Q 的全体线性映

射为 Hom pP,Qq. 定义 T P Hom pP,Qq 在 V 中的图像为 @跟锦数学微信公

众号

Γ pT q “ tp ` Tp; p P P u .
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证明:

(1) 对任意 T P Hom pP,Qq, Γ pT q 均为 V 的 k 维子空间;

(2) V 的 k 维子空间 S 是某个 T P Hom pP,Qq 的图像, 即 S “ Γ pT q 的充要

条件是 S XQ “ t0u.

7. (15 分) 设 V 是复数域上的 n 维向量空间, End pV q 表示 V 上的全体线性变换.

证明:

(1) 若 A ,B P End pV q, A B “ BA , 则 ker A , im A ,A 的特征子空间均为

B 的不变子空间;

(2) 若 fpxq P Crxs, A P End pV q, 则 ker fpA q, im fpA q, fpA q 的特征子空间

均为 A 的不变子空间;

(3) 设 fpxq, f1pxq, f2pxq P Crxs满足 fpxq “ f1pxqf2pxq, 且 pf1pxq, f2pxqq “ 1,

则 @跟锦数学微信公众号

ker fpA q “ ker f1pA q ‘ ker f2pA q.

注: 对于 A P End pV q, 有 @跟锦数学微信公众号

ker A “ tv P V ; A v “ 0u ,

im A “ tA v; v P V u .

华东师范大学2021年高等代数考研试题

1. (15 分) 设 F 为数域, A PMmˆn
pFq, β PMmˆ1

pFq . 记 rank pAq “ r , 则线性

方程组 Ax “ β 有多少个线性无关的解, 并说明理由.

2. (15 分) 设 2n 阶方阵 @跟锦数学微信公众号

S “

˜

0 En

´En 0

¸

.

给出复线性空间 @跟锦数学微信公众号

SPn “
 

X PM2nˆ2n
pCq;SX “ ´XTS

(

的一组基, 并计算其维数.
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3. (15 分) 设 n 阶矩阵 Aptq “ paijptqqnˆn 中元素 aijptq 是实变量 t 的可微函数.

记 @跟锦数学微信公众号

A1
ptq “

ˆ

d

dt
aijptq

˙

nˆn

.

证明: 若对 @ t P R, |Aptq| ą 0 , 则 @跟锦数学微信公众号

|Aptq|
d

dt
ln |Aptq| “ tr

`

A´1
ptqA1

ptq
˘

.

4. (15 分) n 阶复矩阵 A,B 满足 AB “ BA , 且 B 有 n 个不同的特征值, 证明:

A 可对对角化.

5. (15 分) 设 c1, c2, c3 是多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ 2x3
´ 4x2

` 6x ´ 1

的三个复根. 求 @跟锦数学微信公众号

pc1c2 ` c
2
3qpc2c3 ` c

2
1qpc1c3 ` c

2
2q.

6. (20 分) 在 R2 上, @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “ a11x
2
` 2a12xy ` a22y

2
` 2b1x ` 2b2y ` c.

令 @跟锦数学微信公众号

Af “

˜

a11 a12

a12 a22

¸

, Bf “

¨

˚

˚

˝

a11 a12 b1

a12 a22 b2

b1 b2 c

˛

‹

‹

‚

.

证明: 函数 f 在坐标变换 @跟锦数学微信公众号

˜

x1

y1

¸

“ Q

˜

x

y

¸

`

˜

d1

d2

¸

下, @跟锦数学微信公众号

tr pAfq, det pAfq, det pBfq

保持不变, 其中 A 是二阶正交矩阵.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 551 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

7. (20 分) 设实矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

˜

a b

c d

¸

, a, b, c, d ą 0.

证明: 一定存在 A 的特征向量

˜

x

y

¸

P R2 , 其中 x, y ą 0 .

8. (15 分) 设 6 阶复矩阵 A,B 是幂零矩阵, 且有相同的秩和最小多项式, 证明:

A,B 相似.

9. (20 分) 设 A 是 n 阶实矩阵, B 是 n 阶实对称正定矩阵.

(1) 证明存在唯一 n 阶实矩阵 C 满足 BC ` CB “ A .

(2) 证明对 (1) 中实矩阵 C , 有 BC “ CB 当且仅当 AB “ BA .

华东师范大学2021年数学分析考研试题

1. 判断题 (每小题 6 分, 共 30 分).

(1) 数列 tanu 收敛的充要条件是 @跟锦数学微信公众号

@ ε ą 0, D N ą 0, s.t. @ n ą N, |an ´ a2n| ă ε.

(2) 若函数 fpxq 在闭区间 r0, 2s 上连续, 且有 fp0q “ fp2q, 则方程 @跟锦数学

微信公众号

fpxq ´ fpx ` 1q “ 0

在 r0, 1s 上有解.

(3) 若函数 fpxq 在 ra, bs 上存在原函数, 则 fpxq 在 ra, bs 上黎曼可积.

(4) 若无穷积分

ż 8

1

fpxq dx收敛,且 fpxq在 r1,`8q上连续,则 lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

(5) 若函数 fpxq 在 p´1, 1q 上有定义, 在 p´1, 0q Y p0, 1q 上可导, 且 lim
xÑ0

f 1pxq

存在, 则 f 1p0q 也存在.

2. 计算题 (每小题 9 分, 共 45 分).

(1) 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
a

npn ` 1qpn ` 2q ¨ ¨ ¨ p2n ´ 1q

n
.
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(2) 假设二元函数 u “ fpx, yq 满足 @跟锦数学微信公众号

uxx ` uyy “ 0.

令 @跟锦数学微信公众号

v “ f

ˆ

x

x2 ` y2
,

y

x2 ` y2

˙

, x2
` y2

‰ 0.

试证: vxx ` vyy “ 0.

(3) 计算第二类曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L

dy ´ dx

x ´ y ` 1
,

其中 L 为下半圆周 x2
` y2

“ 2x , 方向沿 x 增加的方向.

(4) 将函数 fpxq “ px ´ 1q2 在 p0, 1q 展开成余弦级数, 并证明: @跟锦数学微信

公众号
8
ÿ

n“1

1

n2
“
π2

6
.

(5) 设 fpx, yq 在 @跟锦数学微信公众号

D “
 

px, yq;x2
` y2

ď 1
(

上连续, 计算 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

»

–

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

fi

fl

1
n

.

3. 证明题 (每小题 15 分, 共 75 分).

(1) 若数项级数
8
ÿ

n“0

an 收敛, 且 tanu 单调, 则 lim
nÑ8

nan “ 0.

(2) 证明: @跟锦数学微信公众号
ż 8

0

e´t sinptxq

t
dt “ arctanx.

(3) 设函数 fpuq 在闭区间 I 上连续, tgnu 在 ra, bs 上一致收敛, 且 @跟锦数学

微信公众号

D N, s.t. @ n ą N,x P ra, bs, gnpxq P I.

试证: tf pgnpxqqu 一致收敛.
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(4) 若函数 fpxq 在 ra, bs 上连续, 且存在常数 r P p0, 1q, 使得 @跟锦数学微信

公众号

@ x P ra, bs, D y P ra, bs, s.t. |fpyq| ď r|fpxq|.

试证: 存在 ξ P ra, bs, 使得 fpξq “ 0.

(5) 设 fpxq 在 ra,`8q 上连续可微, 且 @跟锦数学微信公众号

fpx ` 1q ´ fpxq “ f 1pxq, @ x P ra,`8q; lim
xÑ`8

f 1pxq “ A.

试证: f 1pxq ” A, @ x P ra,`8q.

华中科技大学2021年数学分析考研试题

1. 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ8

x

„

1 ` x ln

ˆ

1 ´
1

x

˙

.

2. 设 F pu, vq 具有一阶偏导数, 且 z “ zpx, yq 由 @跟锦数学微信公众号

F pcx ´ az, cy ´ bzq “ 0

决定. 试求 a
Bz

Bx
` b

Bz

By
.

3. 设曲线 x2
` y2

“ 1 (x ą 0, y ą 0). 求该曲线上的一点 px, yq, 使得过该点的切

线与 x 轴, y 轴所围成的三角形面积最小.

4. 求 @跟锦数学微信公众号
ż

L

px ` yq2 dx ´ px2
` y2

q dy,

其中 L 是由 Ap1, 1q, Bp2, 5q, Cp3, 2q 围成的三角形区域, 方向为逆时针.

5. 将 fpxq “ xpπ ´ xq 在 r0, πs 上展开成余弦级数.

6. 设 fpxq 在 r0, πs 上可积, 证明: @跟锦数学微信公众号
ż π

0

fpxq dx “
1

2

ż π

0

rfpxq ` fpπ ´ xqs dx.

并计算

ż π

0

x sinx

1 ` cos2 x
dx.
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7. 证明: 函数项级数 @跟锦数学微信公众号
8
ÿ

n“3

ln

ˆ

1 `
x

n ln2 n

˙

在 r´1, 1s 上一致收敛.

8. 证明: 反常积分

ż `8

1

esinx sin 2x

x
dx 收敛.

9. 设 fpxq 在 ra, bs 上递增连续. 试证: @跟锦数学微信公众号
ż b

a

fpxq dx ď
b ´ a

2
rfpaq ` fpbqs.

10. 设 fpxq 在 r0, 1s 上可导, 且 @跟锦数学微信公众号

D 0 ă k ă 1, s.t. @ x P r0, 1s, |f 1pxq| ď k.

数列 txnu 定义为 @跟锦数学微信公众号

x0 “ 0, xn`1 “ fpxnq pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

试证: 数列 txnu 收敛.

华中科技大学2021年高等代数考研试题

1. 若矩阵 A 的每个元素均为整数, 试证:
1

2
不是 A 的特征值.

2. 讨论方程组 @跟锦数学微信公众号
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x1 ` x2 ` x3 ` 2x4 “ 3

x1 ` x2 ` pa ` 1qx3 ` 5x4 “ 2

x2 ` ax3 ` 2x4 “ 3

x1 ´ x2 ` x3 ` pa ´ 1qx4 “ b ´ 1

解的情况.

3. 设 A,B 是同阶矩阵, 且 AB “ BA, 试证: @跟锦数学微信公众号

rank pABq ` rank pA `Bq ď rank pAq ` rank pBq.

4. 设 n 维线性空间 V 的一组基为 α1, ¨ ¨ ¨ , αn, 而 W1,W2, ¨ ¨ ¨ ,Wn 是 V 的非平

凡子空间. 证明: @跟锦数学微信公众号

αi RWj pi, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq .
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5. 设正交变换 σ 的特征值都是实数, 试证: @跟锦数学微信公众号

pα, σpβqq “ pσpαq, βq .

6. 设 n 阶矩阵 A 满足 tr pAq “ 0. 证明: A 和一个主对角线上全为 0 的矩阵相似.

7. 对于正定矩阵 A, 及反对称矩阵 S. 试证: @跟锦数学微信公众号

det pA ` Sq ě det pAq,

并等号成立的条件.

8. 设 A 是 n 阶正定矩阵, x P Rn 是非零向量. 试证:

(1) A ` xxT 可逆;

(2) 0 ă xT
pA ` xxT

q
´1x ă 1.

华中农业大学2021年数学分析考研试题

1. 计算题.

(1) 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

şsinx

0 arctan t2 dt
şx

0 p2t
2 ` t3 cos tq dt

.

(2) 计算 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

px ` yq sinpx ´ yq dx dy,

其中 D 是由 0 ď x ˘ y ď π 所围成的区域.

2. 若 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且有 @跟锦数学微信公众号

Iphq “

ż 1

0

h

h2 ` x2
rfpxq ´ fp0qs dx, h ą 0.

试证:

(1) lim
hÑ0

Iphq “ 0;

(2) lim
hÑ0

ż 1

0

h

h2 ` x2
fpxq dx “

π

2
fp0q.
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3. 若函数 fpxq 在 ra, bs 上二次可微, 且存在常数 m,M , 使得 m ď fpxq ďM . 试

证: @跟锦数学微信公众号

pb ´ aq2

24
m ď

1

b ´ a

ż b

a

fpxq dx ´ f

ˆ

a ` b

2

˙

ď
pb ´ aq2

24
M.

4. 设函数 unpxq “ ne´nx, n ě 1.

(1) 证明:
8
ÿ

n“1

unpxq 在 rln 2, ln 3s 上一致收敛;

(2) 计算

ż ln 3

ln 2

8
ÿ

n“1

unpxq dx.

5. 证明: @跟锦数学微信公众号

x ´
x2

2
ă lnp1 ` xq ă x, x ą ´1.

并由此计算:

(1) lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

ln

ˆ

1 `
k

n2

˙

;

(2) lim
nÑ8

n
ź

k“1

ln

ˆ

1 `
k

n2

˙

.

6. 若两曲面 @跟锦数学微信公众号
#

3x2
` 2y2

“ 2z ` 1

x2
` y2

` z2
´ 4y ´ 2z ` 2 “ 0

.

试求它们在点 p1, 1, 2q 处的法线夹角, 并求交线在该点处的切线方程.

7. 若有以可求弧长的曲线 l, 且弧长为 L.

(1) 设函数 P px, yq, Qpx, yq 在曲线 l 上连续, 试证: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

l

P px, yq dx `Qpx, yq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďML,

其中 @跟锦数学微信公众号

M “ max
px,yqPl

a

P 2px, yq `Q2px, yq.

(2) 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
RÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¿

C

y dx ´ x dy

px2 ` xy ` y2q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0,

其中 C 为 x2
` y2

“ R2, 取正向.
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南开大学2021年数学分析考研试题

1. (20 分) 已知数列 @跟锦数学微信公众号

a1 “ ´
1

2
, an`1 “ ´

1

2
`
a2
n

2
pn ě 1q .

证明数列 tanu 收敛, 并求其极限.

2. (20 分) 设函数 fpxq 在 ra,`8q 上连续, @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

fpxq “ `8,

c P pa,`8q 为 fpxq 的最小值点, a ď fpcq ă c ă fpaq. 试证; f pfpxqq 至少在

两个点处取得最小值.

3. (30 分) 假设函数 z “ zpx, yq, w “ wpx, yq 具有二阶连续偏导数, 在变换 @跟

锦数学微信公众号

x “ uy, v “ x,w “ xz ´ y

下, 将 @跟锦数学微信公众号

x3 B
2z

Bx2
` 2x2y

B2z

BxBy
` xy2B

2z

By2
“ 2pxz ´ yq

变为 w “ wpu, vq 的方程.

4. (20 分) 求第二型曲线积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż

L

y dx ` 2z dy ` 3x dz,

其中 L 为球面 x2
` y2

` z2
“ 4 与平面 x ` y ` z “ 0 的交线, x 正向看去, 是

顺时针方向.

5. (30 分) 已知不定积分 @跟锦数学微信公众号

ż

dx

1 ` b cosx
“

2
?

1 ´ b2
arctan

¨

˝

d

1 ´ b

1 ` b
tan

x

2

˛

‚` C, |b| ă 1,

以及广义积分 @跟锦数学微信公众号
ż π

2

0

ln sinx dx “ ´
π

2
ln 2.
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计算含参量积分 @跟锦数学微信公众号

Ipaq “

ż π

0

ln
`

1 ´ 2a cosx ` a2
˘

dx,

其中 a 为实数.

6. (15 分) 已知 n 为正整数, 讨论广义积分 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

xne´x
12 sin2 x dx

的敛散性.

7. (15 分) 已知 r P p0, 1q, 函数 fpxq 在 p0, as 可导, 且 lim
xÑ0`

xrf 1pxq 存在, 证明

fpxq 在 p0, as 上一致连续.

南开大学2021年高等代数考研试题

1. (20 分) 计算行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a ´a ´1 0

a ´a 0 ´1

1 0 a ´a

0 1 a ´a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

2. (20 分) 设 A 为 n 阶方阵, 其中 n ě 3, 且 A 第 i 行第 j 列元素为 pi´ jq2, 求

A 的秩.

3. (20 分) 设 A 为三阶实对称矩阵, 其特征值为 ´1, 1 (二重), 且 @跟锦数学微信

公众号

α1 “ p´1, 2, 2qT, α2 “ p1, 1, 4q
T

是属于特征值 1 的特征向量.

(1) 求属于特征值 ´1 的特征向量;

(2) 求矩阵 A.

4. (10 分) 设 A,B 为 n 阶实可逆方阵, 且 A`B 也可逆. 如果 @跟锦数学微信公

众号

pA `Bq´1
“ A´1

`B´1,

郑密性: |A| “ |B|.
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5. (20 分) 在 R4 中, 线性方程组 @跟锦数学微信公众号

#

x1 ´ 7x3 ´ 8x4 “ 0

x2 ` 5x3 ` 6x4 “ 0
和

#

x1 ` 2x2 ` 3x3 “ 0

x4 “ 0

的解空间分别为 V 和W .

(1) 证明 V `W 是 R4 的三维子空间;

(2) 求线性函数 l, 使得 V `W “
 

x P R4; lpxq “ 0
(

.

6. (20 分) 给定 A P Cmˆm, B P Cnˆn, 在线性空间 V “ Cnˆn 上定义线性变换 ϕ

如下: @跟锦数学微信公众号

ϕpXq “ AX ´XB, @ X P Cmˆn.

如果 A,B 没有公共特征值, 证明: ϕ 是可逆的.

7. (15 分) 在实线性空间 V “ Rnˆn 上定义二次型 @跟锦数学微信公众号

qpAq “ tr pA2
q, @ A P V.

试计算 q 的正惯性指数和负惯性指数.

8. (15 分) 设 T 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, U 和 W 分别是 T n 的值域

和核. 证明: V 是 U 与 W 的直和.

9. (10 分) 如果 n 阶方阵 A1, ¨ ¨ ¨ , A ´m 满足 @跟锦数学微信公众号

A2
i “ 0, 1 ď i ď m;AiAj “ 0, 1 ď i ‰ j ď m.

求证: m ď n.

四川大学2021年数学分析考研试题

1. 计算题.

(1) 求积分

ż π
2

0

sin 2021x

sinx
dx.

(2) 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

e´
?
x

ˆ

1 `
1
?
x

˙x

.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 560 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(3) 求 y “ e´x
2

绕 x 轴旋转一周所成立体的体积.

(4) 求 @跟锦数学微信公众号

#

x ` y ` z “ 1

x2
` y2

` z2
“ 9

在点 p2, 1,´2q 的切线方程.

(5) 计算第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

x3 dy dz ` y3 dz dx ` z3 dx dy,

其中 Σ : z “
a

1 ´ x2 ´ y2 ě 0, 方向指向外侧.

2. 判断 fpxq “ x cos
1

x
在 p0,`8q 上是否一致收敛, 并给出其证明.

3. 若 fpxq, gpxq 都是黎曼可积函数, 且 0 ď fpxq ď 1, 试问: 复合函数 g pfpxqq 在

r0, 1s 上是否黎曼可积.

4. 若
8
ÿ

n“1

xn “
8
ÿ

n“1

p´1qn

n
, 试将

8
ÿ

n“1

xn 重排成
8
ÿ

n1“1

x1n, 使得
8
ÿ

n1“1

x1n “ `8.

5. 将一米的绳子分成三段, 分别围成圆, 正方形与等边三角形, 问三者面积之和何时

最小?

6. 讨论二重积分 @跟锦数学微信公众号

ĳ

R2

sinpx2 ` y2q

px2 ` y2qp
dx dy

的敛散性.

7. 若 x1 P R, xn`1 “ xn ´ x
3
n. 讨论 txnu 的敛散性.

8. 若 fpxq 在 r0, 1s 上二阶可导, 且满足 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ fp1q “ 0, |f 2pxq| ď 1.

试证: @跟锦数学微信公众号

|fpxq| ď
1

8
, |f 1pxq| ď

1

2
.
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9. 求函数项级数 @跟锦数学微信公众号

Spxq “
8
ÿ

n“1

sinnx

n ` 1

的收敛域 D, 并讨论和函数 Spxq 在 D 上的连续性.

10. 若 fprq是 p0,`8q上的连续函数, L是一条不经过原点的简单闭曲线,试问: @跟

锦数学微信公众号
¿

L

fpx2
` y2

qpx dy ` y dxq “ 0

是否一定成立? 并说明理由.

四川大学2021年高等代数考研试题

1. 若多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ x6
´ 2x4

` 2x2
´ 1,

且 α1, α2, α3, α4, α5, α6 为其全部复数根, 试问:

(1) 将 fpxq 化为 Q 上的不可约多项式的乘积;

(2) 计算
6
ÿ

i“1

α2021
i ;

(3) 设 @跟锦数学微信公众号

gpxq “
6
ź

i“1

px ´ α12
i q

为方阵 A 的特征多项式, 求 |A2
`A ` E6|, 其中 E6 为六阶单位阵;

(4) 设 K 为包含 α1, α2, α3, α4, α5, α6 的最小数域, 求 K 作为 Q 上线性空间的
维数.

2. 设 K 为数域, MnˆnpKq 为 K 上所有 m ˆ n 阶矩阵组成的集合, 试问:

(1) 设 n 元非齐次线性方程组 AX “ β 有解, A 的秩为 r, 证明: AX “ β 的解

集秩为 n ´ r ` 1;

(2) 设非齐次线性方程组 AX “ β 有无穷多解, 且任意解都可以表示为 @跟锦数

学微信公众号

p1, 0, 1,´1qT, p1, 1,´1,´1qT, p3, 2,´1,´3qT

的线性组合, 求 A 的秩的取值范围;
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(3) 设 A P MmˆnpKq, B P MnˆtpKq, 证明: 矩阵方程 AX “ B 有解当且仅当

A 的秩与分块矩阵 pA | Bq 的秩相等;

(4) 设 A,B PMnpKq, 且 A,B 的秩都为 1, 设 A 的一个行向量与 B 的一个行

向量线性无关, 且 A 的一个列向量与 B 的一个列向量线性无关, 求 A ` B

的秩.

3. 设 V 为内疚空间.

(1) 若 U 为 V 的有限维子空间, UK 为 U 的正交补, 证明: V “ U ‘ UK;

(2) 设 U 为 V 的无限维子空间, 则 V “ U ‘UK 是否仍然成立? 并给出其证明.

4. 设实二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ ax
2
1 ` 3x2

2 ´ 3x2
3 ` 2bx1x3

的矩阵的全部特征值之和为 1, 乘积为 ´48. 试求 a, b, 并用非退化线性变换将 f

化为标准形.

5. 设任意数域 F 上的线性空间 V1, V2, 且 Hom pV1, V2q 表示 V1 到 V2 的所有线性

映射组成的线性空间. 若 U, V,W 为 F 上有限维线性空间, 维数分别为 l,m, n,

且 @跟锦数学微信公众号

f P Hom pU, V q, g P Hom pU,W q, ker f Ă ker g.

(1) 试证: 存在 h P Hom pV,W q, 使得 g “ h ˝ f , h 唯一当且仅当 f 是满射;

(2) 设 f 的像空间维数为 t, @跟锦数学微信公众号

S “ th P Hom pV,W q; g “ h ˝ fu ,

T “ tρ P Hom pV,W q; D h1, h2 P S, s.t. ρ “ h1 ´ h2u .

证明: T 为 Hom pV,W q 的子空间, 并求其维数.

6. 设 V 为实数域 R 上 n (n ą 1) 维线性空间.

(1) 举出有无穷多个 V 的不变子空间的线性变换的例子;

(2) 若 A 为 V 上线性变换, 且 A 有 n 个实特征值 (重根按重根计), A 有有限

多个不变子空间, 写出 A 所有可能的 Jordan 标准形并说明;

(3) 若 B 为 V 上线性变换, 且 B 有 n 个实特征值 (重根按重数计), B 有有限

多个不变子空间, 用 B 的初等因子给哦出 B “ C 2 成立的充要条件, 其中 C

为 V 上线性变换.
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7. 设 V 为数域 F 上的 n 维线性空间, V ˚ 为 V 的对偶空间, A 为 V 上线性变换,

对任意的 g P V ˚, 定义 @跟锦数学微信公众号

Bpgq “ g ˝ A .

(1) 试证: B 为 V ˚ 上线性变换;

(2) 证明: A 为线性同构当且仅当 B 为线性同构;

(3) 设 f P V ˚. 证明: @跟锦数学微信公众号

f,Bpfq,B2
pfq, ¨ ¨ ¨ ,Bn´1

pfq

为 V ˚ 的基当且仅当 A 的任意非零不变子空间.

天津大学2021年数学分析考研试题

1. (8 分) 设 0 ă x1 ă 1, @跟锦数学微信公众号

xn`1 “ sinxn pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

证明: lim
nÑ8

xn 存在, 并求该极限.

2. (10 分) 计算极限 lim
xÑ0

xx ´ psinxqx

x2 lnp1 ` xq
.

3. (12 分) 把函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

#

x2, 0 ď x ă π,

0, ´π ă x ă 0

展开成 r´π, πs 上的傅里叶级数, 并求出该傅里叶级数在 r´π, πs 上的和函数.

4. (12 分) 在曲面 x2
` y2

` 4z2
“ 4 上求一点, 使得其到平面 x ` 2y ` 2z “ 10

的距离最短, 并求出该最短距离.

5. (12 分) 设 Σ 是单位球面 x2
` y2

` z2
“ 1 限制在 @跟锦数学微信公众号

tpx, y, zq;x ě 0, y ě 0, z ě 0u

的部分, 求曲面积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Σ

“

x2
` py2z2

` z2x2
` x2y2

qxyz
‰

dS.
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6. (12 分) 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内二阶可导, 证明: 存在 ξ P pa, bq,

使得 @跟锦数学微信公众号

fpbq ´ 2f

ˆ

a ` b

2

˙

` fpaq “
pb ´ aq2

4
f 2pξq.

7. (12 分) 设 0 ă a ă b ă `8, 函数 fpxq 在 ra, bs 上非负连续, 记 @跟锦数学微

信公众号

M “ sup
xPra,bs

fpxq.

证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

„
ż b

a

|fpxq|n dx



1
n

“M.

8. (12 分) 设一元函数 fpxq 在 r0,`8q 上连续可导, 并设 @跟锦数学微信公众号

upx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ fpx
2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
nq.

若存在常数 c ‰ 0 使得 lim
tÑ`8

f 1ptq “ c. 证明: u 在 Rn 上不一致连续.

9. (15 分) 解答如下问题:

(1) 求幂级数
8
ÿ

n“1

x4n`1

np4n ` 1q
的收敛域;

(2) 计算级数
8
ÿ

n“1

1

np4n ` 1q
的值.

10. (15 分) 解答如下问题:

(1) 证明广义积分 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

e´x
2

sinprxq dx

关于 r P r0,`8q 一致收敛;

(2) 计算极限 lim
rÑ`8

r

ż `8

0

e´x
2

sinprxq dx.

11. (30 分) 证明如下结论.

(1) 设 Ω Ă R3 为边界分段光滑的有界闭区域, 函数 u, v 在 Ω̄ 上具有二阶连续

偏导数, 证明: @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

pu∆v ´ v∆uq dx dy dz “

ĳ

BΩ

ˆ

u
Bu

Bn
´ v

Bu

Bn

˙

dS,
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其中 n 为 BΩ 的单位外法向量, @跟锦数学微信公众号

∆ “
B2

Bx2
`
B2

By2
`
B2

Bz2
.

(2) 设 Ω 及 u 满足第 1 问的条件, 证明: @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

∆u dx dy dz “

ĳ

BΩ

Bu

Bn
dS.

(3) 证明: 对任意非零的 x P R3, 有 @跟锦数学微信公众号

∆
`

|x|´1
˘

“ 0;

对任意非零的 x P R2, 有 @跟锦数学微信公众号

∆ pln |x|q “ 0.

(4) 记单位球 @跟锦数学微信公众号

B “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď 1

(

,

设 u 在 B 上具有二阶连续偏导数, 且 ∆u “ 0. 证明: @跟锦数学微信公众

号

up0q “
1

4π

ĳ

BB

u dS.

天津大学2021年高等代数考研试题

1. (15 分) 设 α, β, γ 为多项式 x3
´ x ` 1 的三个根, 求首一三次多项式 fpxq, 使

得其三个根分别为 @跟锦数学微信公众号

1 ` α2, 1 ` β2, 1 ` γ2.

2. (10 分) 计算行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1 ` x1 a2 ¨ ¨ ¨ an

a1 a2 ` x2 ¨ ¨ ¨ an
...

...
. . .

...

a1 a2 ¨ ¨ ¨ an ` xn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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3. (20 分) 设 A,B 分别为 s ˆ n 与 n ˆm 阶矩阵. 解答如下问题:

(1) 证明: rank pABq “ rank pBq 当且仅当 ABX “ 0 的解都是 BX “ 0 的

解;

(2) 设 C 为 m ˆ r 矩阵, 证明: 若 rank pABq “ rank pBq, 则 @跟锦数学微信

公众号

rank pABCq “ rank pBCq;

(3) 设 D 为 n 阶实方阵, DT 表示 D 的转置, 证明: @跟锦数学微信公众号

rank pDDT
q “ rank pDTDq “ rank pDq,

并举例说明当 D 为 n 阶复方阵时, 结论不成立.

4. (20 分) 设三维线性空间 V 上的线性变换 T 在基 e1, e2, e3 下的矩阵为 @跟锦

数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 ´1 0

1 2 3

´1 4 5

˛

‹

‹

‚

.

(1) 求 T 在基 e2, e3, e1 下的矩阵;

(2) 求 T 在基 e1 ´ e2, 2e2, e3 下的矩阵.

5. (15 分) 设 α1, ¨ ¨ ¨ , α2021 为方程组 AX “ 0 的基础解系, 证明: @跟锦数学微信

公众号

β1 “ α1 ` α2 ` ¨ ¨ ¨ ` α2021,

β2 “ 2α1 ` 22α2 ` ¨ ¨ ¨ ` 22021α2021,

¨ “ ¨ ¨ ¨ ,

β2021 “ 2021α1 ` 20212α2 ` ¨ ¨ ¨ ` 20212021α2021

也是 AX “ 0 的基础解系.

6. (20 分) 设 A 为 n 阶实方阵, 满足 @跟锦数学微信公众号

A2
` 4A ` 2021I “ 0,

其中 I 表示 n 阶单位矩阵.

(1) 证明: 对任意的实数 a, A ` aI 可逆;
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(2) 求 A ` 2I 的逆和 pA ` 2Iq2024.

7. (15 分) 设 A 为 n 阶实方阵, 并且满足 A2
“ A.

(1) 求 A 的特征值;

(2) 证明 A 与对角矩阵相似.

8. (15 分) 设 I 表示 n 阶单位矩阵.

(1) 求矩阵

˜

0 I

I 0

¸

对应二次型的正负惯性指数;

(2) 设 A 为 n 阶实可逆矩阵, 求矩阵

˜

0 A

AT 0

¸

对应二次型的正负惯性指数.

9. (10 分) 设 α1, ¨ ¨ ¨ , αm 与 β1, ¨ ¨ ¨ , βm 为欧氏空间 Rn 的两组向量, 并且对任意

的 1 ď i, j ď m, 有 pαi, αjq “ pβi, βjq. 证明:

(1) 向量组 α1, ¨ ¨ ¨ , αm 与 β1, ¨ ¨ ¨ , βm 的秩相同;

(2) 存在 Rn 上的正交变换 O, 使得对任意的 i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m, 都有 Opαiq “ βi.

10. (10 分) 设 V1, ¨ ¨ ¨ , Vs 是实数域上线性空间 V 的是 s 个真子空间, 证明: V 中

至少有一个向量 v 不属于 V1, ¨ ¨ ¨ , Vs 中的任何一个.

同济大学2021年数学分析考研试题

1. 设 fpxq 在 ra,`8q 上一致连续, gpxq 在 ra,`8q 上连续, @跟锦数学微信公众

号

lim
xÑ`8

rfpxq ´ gpxqs “ 0.

证明: gpxq 在 ra,`8q 一致连续.

2. 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

αsgnx|x|α´1 sin
1

x
´ |x|α´2 cos

1

x
, x ‰ 0,

0, x “ 0.

分别确定 α 的范围使得 fpxq

(1) 在 R 上有原函数;

(2) 在 r´1, 1s 上黎曼可积;
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(3) 在 R 上连续.

3. 设 ρ ą 0, fpxq 在 U ˝
px0; ρq 上单增, 证明: fpxq 在 x0 的左右极限存在, 且 @跟

锦数学微信公众号

fpx0 ´ 0q “ sup
xPpx0´ρ,x0q

fpxq, fpx0 ` 0q “ inf
xPpx0,x0`ρq

fpxq.

4. 证明: 开区间上的凸函数是连续的.

5. 设 fpxq 在 R 上二阶可导, 记 @跟锦数学微信公众号

Mk “ sup
xPR

|f pkqpxq|, k “ 0, 1, 2.

证明: 若 M0,M2 ă 8, 则 @跟锦数学微信公众号

M2
1 ď 2M0M2 ă 8.

6. 设 fpxq 在 p0,`8q 上连续, 0 ă fpxq ă 1. 证明: 若

ż 8

0

xfpxq dx 收敛, 则
ż 8

0

fpxq dx 收敛, 且 @跟锦数学微信公众号

1

2

ˆ
ż 8

0

fpxq dx

˙2

ă

ż 8

0

xfpxq dx.

7. 计算 lim
nÑ8

n2

ˆ

sin
π

n
´ sin

π

n ` 1

˙

.

8. 设 fpxq 在 r´1, 1s 上有连续的二阶导数, lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0. 证明: 级数

8
ÿ

n“1

f

ˆ

1

n

˙

绝对收敛.

9. 设 fpxq “
8
ÿ

n“1

xn

n2 lnp1 ` nq
. 证明: fpxq 在 r´1, 1s 上连续, 在 ´1 处可导, 但在

1 处不可导, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ1´

f 1pxq “ `8.

10. 设 fpxq 在 R 上连续,

ż 8

0

tλfptq dt 在 λ “ a 和 λ “ b 时都收敛. 证明:
ż 8

0

tλfptq dt 在 ra, bs 上一致收敛.
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武汉大学2021年数学分析考研试题

1. 计算极限 lim
xÑ0

pcosxq
1

sin2 x .

2. 求 lim
nÑ8

1
n
?
n!

.

3. 设 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

1 ´ expx
2`y2q

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q,

0, px, yq “ p0, 0q.

试证: fpx, yq 在 p0, 0q 处的连续性与可微性.

4. 用条件极值方法证明: @跟锦数学微信公众号

ab2c3
ď 108

ˆ

a ` b ` c

6

˙6

, @ a, b, c ą 0.

5. 讨论函数项级数
8
ÿ

n“1

e´nx

n
的收敛区间与一致收敛区间, 并证明.

6. 计算二重积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

x2 ´ y2

?
x ` y ` 4

dx dy,

其中 D : |x| ` |y| ď 1.

7. 计算第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号
£

Σ

x dy dz ` y dz dx ` z dx dy

px2 ` y2 ` z2q
3
2

,

其中 Σ 是 @跟锦数学微信公众号

V “ tpx, y, zq; |x| ď 2, |y| ď 2, |z| ď 2u

的边界, 取外侧.

8. 设 fpxq 在 r0, 2s 上连续可微, 且 @跟锦数学微信公众号

fp0q “ fp2q “ 1, |f 1pxq| ď 1.

试证: @跟锦数学微信公众号
ż 2

0

fpxq dx ą 1.
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9. 设 @跟锦数学微信公众号

An “
1

n ` 1
`

1

n ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n ` n
.

试证: lim
nÑ8

n pln 2 ´Anq “
1

4
.

10. 当 p ą 1 时, 证明:
8
ÿ

n“1

1

pn ` 1q p
?
n
ă p.

11. 设 fpxq 在 ra, bs 上是凸函数, 试证: fpxq 在 pa, bq 内的左右导数都存在.

武汉大学2021年高等代数考研试题

1. 若 α1, α2 为三维向量, 且夹角为
π

4
, 试证: α1, α2 线性无挂.

2. 若 α1, α2, α ´ 3 为三维向量, 且 @跟锦数学微信公众号

A “ pαT
i αjq1ďi,jď3.

试证: α1, α2, α3 线性无关的充要条件是 A 可逆.

3. 若 A “

˜

0 ´1

1 0

¸

, 求 @跟锦数学微信公众号

A2021
`A2019

`A.

4. 设 B “ 2A, 其中矩阵 A 的特征值为 ´
1

2
, 2, 且 @跟锦数学微信公众号

M “

˜

B A

A B

¸

.

求 det pM q.

5. 设 α 为 n 维列向量, 且 |α| “ 3, A “ ααT . 求 A 的所有特征值.

6. 若 T : Rn Ñ Rn 为线性映射. 试证: T 是单射的充要条件是 T 是满射.

7. 若 C 为对称矩阵, I 为恒等矩阵, 且满足 @跟锦数学微信公众号

A “ C2
` C ` I,B “ C4

` C ` I.

试证: @跟锦数学微信公众号

det pA `Bq ą detA ` detB.
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8. 若 fpxq “ αTAα, 其中 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

1 0 2

0 1 ´2

´1 1 1

˛

‹

‹

‚

.

试问: 是否存在 ra, bs, 使得 ra, bs 为 fpxq 的值域.

西南大学2021年数学分析考研试题

1. 计算题 (3 个小题, 每小题 10 分).

(1) 求极限 lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n2

˙n

;

(2) 求极限 lim
xÑ0

x ´ arcsinx

sin3 x
.

(3) 设 z “ fpx2y, xyq, 且 f 具有二阶连续偏导数, 求
B2z

BxBy
.

2. 完成下列各题 (3 个小题, 每小题 10 分).

(1) 求定积分 @跟锦数学微信公众号

ż π
2

0

cosx

sinx ` cosx
dx.

(2) 求重积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

D

e
x
x`y dx dy,

其中 @跟锦数学微信公众号

D “ tpx, yq;x ` y ď 1, x ě 0, y ě 0u .

(3) 求曲线积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż

L

z ds,

其中 L 为圆锥螺线 @跟锦数学微信公众号

x “ t cos t, y “ t sin t, z “ t, t P r0, πs.

3. (15 分) 证明 fpxq “ x3e´x
2

在 p´8,`8q 上是有界函数.
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4. (15 分) 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且

ż 1

0

f2
pxq dx “ 0. 证明: 在 r0, 1s 上,

fpxq ” 0.

5. (15 分) 证明 fpxq “ sin
1

x
在 p0, 1q 上不一致连续.

6. (15 分) 证明

ż `8

1

y2 ´ x2

px2 ` y2q2
在 p´8,`8q 上一致收敛.

7. (15 分) 设 tanu 为非负单调递减数列, 证明
8
ÿ

n“1

an 收敛的充要条件是
8
ÿ

k“0

2ka2k

收敛.

8. (15 分) 设 fpxq 在 r0,`8q 上可微, 且 0 ď f 1pxq ď fpxq, fp0q “ 0. 证明: 在

r0,`8q 上, fpxq ” 0.

西南大学2021年高等代数考研试题

1. (20 分) 计算 npn ě 3q 阶行列式 @跟锦数学微信公众号

Dn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 1 1 ¨ ¨ ¨ 1 1

1 0 x ¨ ¨ ¨ x x

1 x 0 ¨ ¨ ¨ x x

...
...
...
. . .

...
...

1 x x ¨ ¨ ¨ 0 x

1 x x ¨ ¨ ¨ x 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

2. (20 分) 用正交线性替换把二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ x
2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 ´ 4x1x2 ´ 4x1x3 ´ 4x2x3

化为标准形, 并写出所作的正交替换.

3. (20 分) 设 C 为复数域, a, b P C, 令 @跟锦数学微信公众号

Va “ tfpxq P Crxs; fpaq “ 0u ,

Vb “ tfpxq P Crxs; fpbq “ 0u .

证明:

(1) Va, Vb 为 Crxs 的线性子空间;
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(2) Va 与 Vb 同构.

4. (20 分) 设 fpxq “ x2
´ 6x ` 8 P Qrxs, V 为 Q 上的 n pn ě 2q 维线性空间, σ

为 V 上的一个非数乘的线性变换, 且 fpσq “ O. 证明:

(1) σ 只有两个互不相同的特征值 λ1, λ2 (不考虑重数);

(2) V “ Vλ1
‘ Vλ2

, 其中 Vλ 表示特征子空间.

5. (20 分) 设 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 1

2

3 2

3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

(1) 求 An;

(2) 求 A´1;

(3) 求 A 的最小多项式.

6. (20 分) 设 @跟锦数学微信公众号

V “ tA;A “ diag pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq;λi P Pu

为数域 P 上所有对角矩阵构成的集合, i1, i2, ¨ ¨ ¨ , in 是 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 的一个排列.

证明:

(1) V 是数域 P 上的线性空间, 并求其维数;

(2) @跟锦数学微信公众号

diag pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq

与 @跟锦数学微信公众号

diag pλi1, λi2, ¨ ¨ ¨ , λinq

合同;

(3) @跟锦数学微信公众号

diag pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq

与 @跟锦数学微信公众号

diag pλi1, λi2, ¨ ¨ ¨ , λinq

相似.
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7. (15 分) 设 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2
` a3x

3

为复数域上的多项式, P,A 为复数域上的 4 阶矩阵, 其中 @跟锦数学微信公众号

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1

1

1

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0 a1 a2 a3

a3 a0 a1 a2

a2 a3 a0 a1

a1 a2 a3 a0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

证明:

(1) A “ fpP q;

(2) A 可逆的充要条件是 @跟锦数学微信公众号

`

fpxq, x4
´ 1

˘

“ 1.

8. (15 分) 设多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ a1x
p1 ` a2x

p2 ` ¨ ¨ ¨ ` anx
pn

不可能有非零且重数大于 n ´ 1 的根, 其中 ai ‰ 0 pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq, 且

p1, p2, ¨ ¨ ¨ , pn 互不相同.

云南大学2021年数学分析考研试题

1. 填空题.

(1) 若 fpxq “
x

?
1 ` x2

, 且 @跟锦数学微信公众号

fnpxq “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f
looooomooooon

n个

pxq,

则 fnpxq “ .

(2) 计算不定积分 @跟锦数学微信公众号

ż

cosx sin3 x

1 ` cos2 x
dx.

(3) 若 z3
´ 3xyz “ 1,

B2z

BxBy
“ .

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 575 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(4) 若曲面 D 为 x2
` y2

“ 2x 内部满足 x ě 1 的部分, 则 @跟锦数学微信公众

号
ĳ

D

1

px2 ` y2q2
dx dy “ .

(5) 过曲面 z “ x2
` y2

´ 1 上点 p2, 1, 4q 的切平面方程为 .

(6) 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

«

ˆ

1 `
1

n

˙´n

` 3p´1qn

ff

“ .

2. 设 @跟锦数学微信公众号

fnpxq “ x ` x
2
` ¨ ¨ ¨ ` xn pn “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q .

(1) 证明: fnpxq “ 1 在 r0,`8q 内存在唯一实根 xn;

(2) 证明: txnu 收敛, 并求 lim
nÑ8

xn.

3. 已知 fpxq 在 p´8,`8q 上有二阶连续导数, 且 @跟锦数学微信公众号

gpxq “

$

&

%

fpxq ´ fp0q

x
, x ‰ 0,

f 1p0q, x “ 0.

试证: gpxq 在 p´8,`8q 上连续可微.

4. 若 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内可导, 且 @跟锦数学微信公众号

b ą a ą 0, fpaq ‰ fpbq.

试证: 存在 ξ, η P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1pξq “
a ` b

2η
f 1pηq.

5. 计算 @跟锦数学微信公众号
ż `8

0

e´ax ´ e´bx

x
dx pb ą a ą 0q .

6. 已知正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 且 rn “
8
ÿ

k“n`1

ak, 试证: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

an
?
rn´1 `

?
rn

收敛.
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7. 设 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

px ` yqp sin
1

a

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q,

0, px, yq “ p0, 0q.

(1) 当 p 为何值, fpx, yq 在原点处连续;

(2) 当 p 为何值, f 1xp0, 0q 与 f 1yp0, 0q 存在;

(3) 当 p 为何值, fpx, yq 在原点处具有一阶连续偏导数.

8. 未有. 是一道补面后利用高斯公式的第二型曲面积分.

9. 若 a ą 0, 试证: @跟锦数学微信公众号
c

π

4
p1 ´ e´a2

q ă

ż a

0

e´x
2

dx ă

c

π

4
p1 ´ e´

4
π
a2
q.

浙江大学2021年数学分析考研试题参考解答

1. 计算题.

(1) 计算极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ`8

„

p2nq!!

p2n ´ 1q!!

2 1

2n ` 1
.

(2) 计算含参量积分 @跟锦数学微信公众号

Ipaq “

ż π
2

0

1

cosx
ln

1 ` a cosx

1 ´ a cosx
dx, |a| ă 1.

(3) 计算第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

ypx ´ zq dy dz ` x2 dz dx ` py2
` xzq dx dy,

其中 S 为 z “ 5 ´ x2
´ y2, z ě 1 的外侧.

(4) 求 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ arctan
1 ´ 2x

1 ` 2x

在 x “ 0 处的幂级数展开, 并求
8
ÿ

n“0

p´1qn

2n ` 1
.
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2. (1) 叙述 @跟锦数学微信公众号

lim
px,yqÑp0,8q

fpx, yq ‰ A

的精确定义.

(2) 按定义证明 @跟锦数学微信公众号

lim
px,yqÑp0,0q

x2 ` y2

|x| ` |y|
“ 0.

3. 设 fpxq 在 ra, bs 上单调递增, 且 fpaq ą a, fpbq ă b. 试证: 存在 c P pa, bq, 使

得 fpcq “ c.

4. 若 fpxq 在 r1,`8q 上一致连续, 且

ż 8

1

fpxq dx 收敛, 试证: lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

5. 若 fpxq 在 p´8,`8q 上连续, 且 @跟锦数学微信公众号

gpxq “ fpxq

ż x

0

fptq dt

在 p´8,`8q 上单调递减. 试证: fpxq ” 0.

6. 设 @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

i“1

pi “ 1, 0 ă pi ă 1.

对任何实数 x1, ¨ ¨ ¨ , xn, 试证: @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

i“1

pipxi ´ ln piq ď ln

˜

n
ÿ

i“1

exi

¸

.

7. 若
8
ÿ

n“0

an 绝对收敛, 和为 A,
8
ÿ

n“1

bn 收敛于 B. 设 @跟锦数学微信公众号

Cn “
n
ÿ

k“0

akbn´k,

求证:
8
ÿ

n“0

Cn “ AB.

8. 设 fpxq 在 ra, bs 上黎曼可积, 且 fpxq P rm,M s, gpxq 在 rm,M s 上连续. 试

证: g pfpxqq 在 ra, bs 上黎曼可积.
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9. 设 f 是 n 元函数, 在 x0 的某个邻域 U px0; δ0q 内二阶可微, ∇fpx0q “ 0, 且对

于任意的单位列向量 a P Rn 有 @跟锦数学微信公众号

pa ¨∇q2fpx0q ą 0.

试证明:

(1) 存在 δ P p0, δ0q 使得 @跟锦数学微信公众号

ppx ´ x0q ¨∇q fpxq ą 0

对一切 x P U px0; δq z tx0u 都成立;

(2) x0 是 f 的极小值点.

浙江大学2021年高等代数考研试题参考解答

1. 试求 t 的值, 使得多项式 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ x3
` 6x2

` tx ` 8

具有重根, 并求出相应重根.

2. 已知可逆方阵 A 的逆为 @跟锦数学微信公众号

A´1
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1

´1 2 1 ´2

1 4 1 4

´1 8 1 ´8

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

以 Aij 表示 A 中的元素 aij 的代数余子式, 求 @跟锦数学微信公众号

4
ÿ

i“1

4
ÿ

j“1

iAij.

3. 设 α1, ¨ ¨ ¨ , αs 为线性方程组 Ax “ 0 的一组基础解系, 另有一组向量 @跟锦数

学微信公众号

βi “ αi ` αi`1, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , s ´ 1, βs “ αs ` α1.

问何时 β1, ¨ ¨ ¨ , βs 也是 Ax “ 0 的基础解系? 若 β1, ¨ ¨ ¨ , βs 不是 Ax “ 0 的基

础解系, 试求出其极大线性无关组, 并将其扩充为基础解系.
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4. 已知 A 为 3 行 2 列的实矩阵, B 为 2 行 3 列的实矩阵, @跟锦数学微信公众号

AB “

¨

˚

˚

˝

8 2 ´2

2 5 4

´2 4 5

˛

‹

‹

‚

.

试求

(1) pABq2;

(2) BA 的极小多项式;

(3) BA.

5. n 阶实方阵 A “ paijq, 其中 @跟锦数学微信公众号

aii “ 0, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n; aij ` aji “ 1, 1 ď i ă j ď n.

证明: rank pAq ě n ´ 1.

6. 设 A 为 m ˆ n 矩阵, b 为 m 维列向量. 证明: Ax “ b 有解的充要条件是满足

ATz “ 0 的 m 维列向量 z 也一定满足 bTz “ 0.

7. 4 阶实对称方阵 A 的行列式等于 2, A 有两个特征值 1,´1, 相应的特征子空间

为 @跟锦数学微信公众号

L1 “ Lpα1, α2q, L2 “ Lpα3q,

其中 @跟锦数学微信公众号

α1 “ p1, 1,´1,´1qT, α2 “ p1,´1, 1, 1qT, α3 “ p0, 1, 1, 0q
T.

求 A 的伴随矩阵 A˚, 并用正交阵对角化 A.

8. 线性空间 V 上线性变换 ϕ 的特征多项式为 @跟锦数学微信公众号

pλ ´ 2q6pλ ` 2q4.

试将 V 分解成里两个非平凡的 ϕ-不变子空间的直和.

9. 对于实矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 x 4 2

0 1 3 3

0 0 2 y

0 0 0 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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(1) 当 x 和 y 为何值时, 方阵 A 可对角化?

(2) 当 x “ 0, y “ 1 时, 求 A 的初等因子、不变因子和 Jordan 标准形.

10. 设 V 和 W 都是有限维线性空间, ϕ : V ÑW 是线性映射. 证明:

(1) ϕ 为满映射的充分必要条件是存在映射 ψ : W Ñ V , 使得 ϕψ 是 W 上的

恒等映射;

(2) ϕ 为单映射的充分必要条件是存在映射 τ : W Ñ V , 使得 τϕ 是 V 上的恒

等映射;

(3) ϕ 为同构的充分必要条件是存在映射 ψ : W Ñ V 和 τ : W Ñ V , 使得 ϕψ

是 W 上的恒等映射, τϕ 是 V 上的恒等映射.

中国科学技术大学2021年数学分析考研试题

1. 计算题 (每小题 10 分, 共 50 分).

(1) lim
xÑ0

p1 ` x2q2 ´ cosx

sin2 x
.

(2)

ż π

0

sinp2n ` 1qx

sinx
dx, n P N.

(3) 若 @跟锦数学微信公众号

z “
1

x2
fpx2yq ` xygpx ` yq,

其中 f, g 具有二阶连续偏导数. 求
B2z

Bx2
,
B2z

BxBy
.

(4) 设 fpxq “

ż 4x

x

sin
`

px ´ tq2
˘

dt, 求 f 1pxq.

(5) 已知 γ 由 @跟锦数学微信公众号

y2
“

1

3
x2
p1 ´ 4xq, y ě 0, x P

„

0,
1

4



.

确定. 求 γ 的弧长.

2. (15 分) 计算第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号

ĳ

S

x4 dy dz ` z dx dy

x2 ` y2 ` z2
,
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其中 S 是由 @跟锦数学微信公众号

x2
` y2

“ 1, z “ 1, z “ ´1

所围成的立体外侧.

3. (15 分) 考虑
8
ÿ

n“1

p1 ´ xqxn

1 ´ x2n
cosnx, 试证:

(1) 该函数项级数在

„

0,
1

2



上一致收敛;

(2) 该函数项级数在

ˆ

1

2
, 1

˙

上一致收敛.

4. (20 分) 试求 cosαx 的 Fourier 级数展开式, 其中 α 不是整数, 并由此证明:

(1)
1

α
` 2α

8
ÿ

n“1

p´1qn

α2 ´ n2
“

π

sinpαπq
,

(2)
8
ÿ

n“0

1

p4n2 ´ 1q2
“

8 ` π2

16
.

5. (10 分) 若 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 试证: 存在 c P p0, 1q, 使得 @跟锦数学微信公

众号
ż c

0

fpxq dx “ p1 ´ cqfpcq.

6. (15 分) 求实系数二次多项式 ppxq, 使得 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ppxq ´
1

x ´ 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 0.02, @ x P r´1, 1s

成立.

7. (15 分) 若 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且满足 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

fpxq dx “ 1,

ż 1

0

xfpxq dx “
27

2
.

试证: @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

f2
pxq dx ą 2021.

8. (20 分) 若 fpxq 在 R 上有界连续, 且 @跟锦数学微信公众号

lim
hÑ0

sup
xPR

|fpx ` hq ´ 2fpxq ` fpx ´ hq| “ 0.

试证: fpxq 在 R 上一致连续.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 582 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

中国科学院大学2021年数学分析考研试题

1. 计算极限.

(1) lim
nÑ8

`

1 ` 1
n

˘n2

en
.

(2) lim
xÑ0

p1 ` xq
1
x ´ p1 ` 2xq

1
2x

sinx
.

2. 设 fpxq 在 R 上连续可微, 且 fp0q “ 0, fp1q “ 1. 试证明: @跟锦数学微信公众

号
ż 1

0

|fpxq ´ f 1pxq| dx ě
1

e
.

3. 设 @跟锦数学微信公众号

fnpxq “ x ` x
2
` ¨ ¨ ¨ ` xn pn “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q .

证明: fnpxq “ 1 在 r0,`8q 内有唯一的解, 并求 lim
nÑ8

xn.

4. 计算积分

(1) I “

ż `8

0

ż `8

0

e´px
2`y2q dx dy.

(2) J “

ż `8

0

e´x
2

dx.

5. 设 fpxq 在 ra,`8q 内有界可微, 且 lim
xÑ8

f 1pxq 存在, 求证: lim
xÑ8

f 1pxq “ 0.

6. 判断
8
ÿ

n“1

ˆ

1 ´
xn

xn`1

˙

的敛散性, 其中 txnu
8

n“1 是有界递增的正数列.

7. 设 u 关于 x, y 的偏导数存在, 且 u “ x ` y sinu, 证明: @跟锦数学微信公众号

Bu

By
“ sinu

Bu

Bx
.

8. 计算重积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

D

x2 ` y2 ´ 2

px2 ` y2q
5
2

dx dy,

其中 D : x2
` y2

ě 2, x ď 1.

9. 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż a`1

a

sin t2 dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

a
pa ą 0q .
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中国科学院大学2021年高等代数考研试题

1. (15 分) 确定满足下面五个条件的多项式: @跟锦数学微信公众号

fp0q “ 3, f 1p0q “ ´1, fp1q “ 2, f 1p1q “ 3, f 2p1q “ ´1.

2. (20 分) 计算行列式 pn ě 2q @跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2 ` a1c1 ` b1d1 a2c1 ` b2d1 ¨ ¨ ¨ anc1 ` bnd1

a1c2 ` b1d2 2 ` a2c2 ` b2d2 ¨ ¨ ¨ anc2 ` bnd2

...
...

. . .
...

a1cn ` b1dn a2c2 ` b2d2 ¨ ¨ ¨ 2 ` ancn ` bndn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

3. (20 分) 用正交线性变换将下面二次型化为标准形 @跟锦数学微信公众号

fpx1, x2, x3q “ x
2
1 ` 2x2

2 ` 3x2
3 ´ 4x1x2 ´ 4x2x3.

4. (15 分) 已知 A 是 n 阶实对称半正定矩阵, 证明 A 的伴随矩阵 A˚ 也是半正定

的.

5. (20 分) 设 A “ paijq 是一个 n ˆ n 秩为 r 的复矩阵, 且 A 的第 r 个顺序主子

式不为零, 即 @跟锦数学微信公众号

A

˜

1, 2, ¨ ¨ ¨ , r

1, 2, ¨ ¨ ¨ , r

¸

‰ 0.

证明: 如果 r ă n, 则对于每个 r ă i ď n, 都存在复数 xi1, ¨ ¨ ¨ , xir, 使得对任意

1 ď j ď n, @跟锦数学微信公众号

aij “ xi1a1j ` xi2a2j ` ¨ ¨ ¨ ` xirxrj.

6. (15 分) 已知 v1, ¨ ¨ ¨ , vm 为一组向量, A 为可逆复线性变换, 且对任意 i “

1, ¨ ¨ ¨ ,m, 有 @跟锦数学微信公众号

A vi P tv1, ¨ ¨ ¨ , viu .

证明: A 可对角化, 且特征值为单位根.
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7. (20 分) 设 MnpCq 是复数域上所有 n 阶方阵组成的线性空间, T : MnpCq Ñ C
是线性变换, 满足 @跟锦数学微信公众号

T pABq “ T pBAq.

求证: @跟锦数学微信公众号

D λ P C, s.t. @ A PMnpCq,T pAq “ λtr pAq.

8. (15 分) 已知 A,B 为 n 阶实对称矩阵且 AB “ BA. 证明: 存在正交矩阵 Q,

使得 QTAQ 与 QTBQ 均为对角矩阵.

9. 已知 E 为元素全为 1 的 n 阶复方阵, A,B 均为 n 阶复可逆方阵, σpW q 表示

W 的所有元素之和, m 是不为 1 的复数.

(1) 若 A `B “ mE, 证明: @跟锦数学微信公众号

r1 ´mσpA´1
qsr1 ´mσpB´1

qs “ 1.

(2) (1) 的逆命题是否成立? 若成立, 请给出证明; 若不成立, 请举出反例.

中国人民大学2021年数学分析考研试题

1. (10 分) 设 @跟锦数学微信公众号

0 ă x1 ă 1, xn`1 “ xnp1 ´ xnq, @ n ě 1.

试证: lim
nÑ8

nxn “ 1.

2. (10 分) 利用闭区间套定理证明实数集是不可数的.

3. (10 分) 证明在 pa, bq 上的一致连续函数 fpxq 可以延拓为 ra, bs 上的连续函数.

4. (10 分) 举出一个在一点处可导但是这个点外的任何实数不连续的函数, 并给出其

证明.

5. 计算题 (共 6 个小题, 每小题 7 分).

(1) 计算 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n

˜

1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk

nk`1
´

1

k ` 1

¸

.
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(2) 设 C 为椭圆周
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 (a ą 0, b ą 0) 在第一象限的部分, 求 @跟锦数

学微信公众号
ż

C

xy ds.

(3) 设曲面 @跟锦数学微信公众号

Ω : x ě 0, y ě 0, x ` y ď 1.

求

ĳ

A

e
x´y
x`y dx dy.

(4) 设曲面 Σ : 0 ď z “ 2 ´ x2
´ y2, 在 Σ 上的密度函数为 ρpx, yq “ x2

` y2,

求曲面 Σ 的质量.

(5) 求不定积分 @跟锦数学微信公众号
ż

1

3 sinx ` 4 cosx ` 5
dx.

(6) 求极限 lim
xÑ0

ln cosx

tan2 x
.

6. (10 分) 若 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内可导, 且 b ą a ą 0. 试证: 存在

ξ, η P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1pξq “
a ` b

2η
f 1pηq.

7. (14 分) 讨论
8
ÿ

n“1

sinnx
?
n
的绝对收敛性和条件收敛性.

8. (14 分)

(1) 将 fpxq “
xp2π ´ xq

4
在 r0, 2πs 上展开为余弦级数, 并求和

8
ÿ

n“1

1

n2
.

(2) 利用逐项积分求和
8
ÿ

n“1

1

n4
.

9. (10 分) 证明 Tauber 定理: 设幂级数
8
ÿ

n“1

anx
n 的收敛半径为 1, 且 @跟锦数学

微信公众号

lim
xÑ1´

8
ÿ

n“1

anx
n
“ A

存在, an “ o

ˆ

1

n

˙

. 证明
8
ÿ

n“1

an “ A.
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10. (10 分) 设 Ω 是 R3 中的一个闭区域, 向量 n 是 BΩ 的单位外法向量, 点

pa, b, cq R Ω. 令 @跟锦数学微信公众号

ρ “ tx ´ a, y ´ b, z ´ cu , p “ |ρ|.

证明: @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

dx dy dz

p
“

1

2

ĳ

BΩ

cospρ, nq dS.

11. (10 分) 求 @跟锦数学微信公众号

lim
RÑ`8

¿

x2`y2“R2

y dx ´ x dy

px2 ` xy ` y2q
3
2

.

中南大学2021年数学分析考研试题

1. 计算题 (每小题 10 分, 共 40 分).

(1) lim
nÑ8

sin2
´

π
a

n2 ` n
¯

.

(2) lim
xÑ0

şsin2 x

0 lnp1 ` tq dt
?

1 ` x4 ´ 1
.

(3)

ĳ

D

px2
` yq dx dy, 其中 D : x2

` 2y2
ď 1.

(4) 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

x3 dy dz ` y3 dz dx ` z3 dx dy,

其中 Σ : x2
` y2

` z2
“ a2, 方向指向外侧.

2. (15 分) 若 fpxq P C2
ra, bs, 且 f 2pxq ă 0, 试证: @跟锦数学微信公众号

fpaq ` fpbq

2
ă

1

b ´ a

ż b

a

fpxq dx.

3. (15 分) 若函数列 tfnpxqu Ă Cra, bs, 且关于 n 单调递增, 当 n Ñ 8 时, fnpxq

在 ra, bs 上逐点收敛于连续函数 fpxq. 试证: tfnpxqu 一致收敛于 fpxq.

4. (20 分)
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(1) 求幂级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙

xn

的收敛域;

(2) 设 fpxq 在 r0, 2πs 上单调递增, 且 an, bn 为 fpxq 的 Fourier 系数. 利用积

分第二中值定理证明: tnanu , tnbnu 有界.

5. (20 分) 设 n ě 1, @跟锦数学微信公众号

x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rn,

U Ă R, 且 U 为凸集, 即 @跟锦数学微信公众号

@ x, y P U, @ λ P r0, 1s, p1 ´ λqx ` λy P U.

再设 fpxq 为定义在 U 上的凸函数, 即 @跟锦数学微信公众号

@ x, y P U, @ λ P r0, 1s, f pp1 ´ λqx ` λyq ď p1 ´ λqfpxq ` λfpyq.

定义 @跟锦数学微信公众号

φptq “ φpt;x, yq “ f pp1 ´ tqx ` tyq .

试证:

(1) fpxq 为 U 上的凸函数的重要条件是 φptq 为 r0, 1s 上的凸函数;

(2) 若 fpxq 在 U 的某个内点处取得最大值, 则 fpxq 在 U 上为常值函数.

6. (15 分) 若函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

#

xp1 ´ yq, x ď y,

yp1 ´ xq, x ą y.

求 fpx, yq 在 D : r0, 1s ˆ r0, 1s 上的最大值和最小值.

7. (15 分) 设函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

|x|a|y|a

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q,

0, px, yq “ p0, 0q.

证明:
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(1) 当且仅当 a ą 1 时, fpx, yq 在原点连续;

(2) 当且仅当 a ą
3

2
时, fpx, yq 在原点可微.

8. (10 分) 若函数 y “ ypxq 由方程 @跟锦数学微信公众号

x3
` y3

` xy ´ 1 “ 0

所确定. 求 lim
xÑ0

3y ` x ´ 3

x3
.

中南大学2021年高等代数考研试题

1. (16 分) 设 M 是数域 P 上的一元多项式环 Prxs 的一个子集, 且满足

(1) @跟锦数学微信公众号

@ fpxq, gpxq PM,fpxq ` gpxq PM ;

(2) @跟锦数学微信公众号

@ fpxq PM, qpxq P Prxs, qpxqfpxq PM.

证明: 存在 dpxq PM 使得 @跟锦数学微信公众号

M “ tdpxqqpxq; qpxq P Prxsu .

2. (16 分) 设 A “ paijq 为 n 阶方阵, 定义 A 的行列式 @跟锦数学微信公众号

|A| “
ÿ

j1¨¨¨jn

p´1qτ pj1¨¨¨jnqa1j1 ¨ ¨ ¨ anjn,

其中 τ pj1 ¨ ¨ ¨ jnq 表示数字 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 的全排列 j1, ¨ ¨ ¨ , jn 的逆序数. 证明:

(1) @跟锦数学微信公众号

|A| “
ÿ

i1¨¨¨in

p´1qτ pi1¨¨¨inqai11 ¨ ¨ ¨ ainn.

(2) 对 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 的任一全排列 l1, ¨ ¨ ¨ , ln, 都有 @跟锦数学微信公众号

|A| “
ÿ

k1¨¨¨kn

p´1qτ pl1¨¨¨lnq`τ pk1¨¨¨knqal1k1al2k2 ¨ ¨ ¨ alnkn.
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3. (16 分) 设 A 为一个三阶实矩阵, 第一行为 pa, b, cq, @跟锦数学微信公众号

B “

¨

˚

˚

˝

1 2 3

2 4 6

3 6 t

˛

‹

‹

‚

,

且 AB “ 0. 求方程组 Ax “ 0 的通解.

4. (16 分) 设 A,B 分别为 m ˆ n, n ˆ p 矩阵, 且 rank pABq “ rank pAq. 试证:

存在 p ˆ n 矩阵 W 使得 A “ ABW .

5. (16 分) 设 A “ paijq 为 n 阶实方阵, 且满足

(1) @跟锦数学微信公众号

a11 “ ¨ ¨ ¨ “ ann “ a ą 0;

(2) @跟锦数学微信公众号

@ i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu ,
n
ÿ

j“1

|aij| `
n
ÿ

j“1

|aji| ă 4a.

求 @跟锦数学微信公众号

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnqA

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

的规范形.

6. (16 分) 设 ε1, ¨ ¨ ¨ , εn 是 n 维实线性空间 V 的一组基, 且 @跟锦数学微信公众

号

εn`1 “ ´ε1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ εn.

试证:

(1) 对 @ i P t1, ¨ ¨ ¨ , n ` 1u, @跟锦数学微信公众号

ε1, ¨ ¨ ¨ , εi´1, εi`1, ¨ ¨ ¨ , εn`1

是 V 的一组基;
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(2) 对任意 α P V , 在 (1) 中的 n ` 1 组基中, 存在一组基使得 α 在这组基下的

坐标都非负.

7. (22 分) 若 n 阶实矩阵 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 b1 0 ¨ ¨ ¨ 0

˚ a2 b2

. . .
...

˚ ˚ a3

. . . 0

...
...
. . .

. . . bn´1

˚ ˚ ˚ ¨ ¨ ¨ an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

有 n 个线性无关的特征向量, 且 b1, ¨ ¨ ¨ , bn´1 都非零. 试证:

(1) A 有 n 个互异特征值;

(2) @跟锦数学微信公众号

W “
 

X P Rnˆn;XA “ AX
(

是 R 上的线性空间;

(3) 若 @跟锦数学微信公众号

V “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˝

d1

. . .

dn

˛

‹

‹

‹

‚

; d1, ¨ ¨ ¨ , dn P R

,

/

/

/

.

/

/

/

-

,

则 W,V 同构.

8. (16 分) 若 σ 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, E 是 V 上的恒等变换. 证明:

σ3
“ E 的充要条件是 @跟锦数学微信公众号

im pσ ´ E q ‘ im pσ2
` σ ` E q “ V.

9. (16 分) 设 MnpRq 为实数域 R 上 n 阶方阵全体构成的线性空间, @跟锦数学微

信公众号

ϕ : MnpRq Ñ R

为非零线性映射, 满足 @跟锦数学微信公众号

@ X,Y PMnpRq, ϕpXY q “ ϕpY Xq.
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子啊 MnpRq 上定义 @跟锦数学微信公众号

p¨, ¨q : pX,Y q “ ϕpXY q.

(1) p¨, ¨q 是 MnpRq 上的内积吗? 若是, 请给出证明; 若不是, 请说明理由;

(2) 证明: p¨, ¨q 是非退化的, 即若 @跟锦数学微信公众号

pX,Y q “ 0, @ Y PMnpRq,

则 X “ 0.
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赣南师范大学2020年数学分析考研试题参考解答

1. (每小题 9 分, 共 63 分) 计算题.

(1) 计算极限 lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

22

˙ˆ

1 ´
1

32

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 ´
1

n2

˙

.

张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式 “ lim
nÑ8

n
ź

k“2

ˆ

1 ´
1

k2

˙

“ lim
nÑ8

n
ź

k“2

k2 ´ 1

k2

“ lim
nÑ8

n
ź

k“2

ˆ

k ´ 1

k
¨
k ` 1

k

˙

k`1“j
ùùùùùù lim

nÑ8

n
ź

k“2

k ´ 1

k
¨

n`1
ź

j“3

j

j ´ 1

“ lim
nÑ8

1

2
¨
n ` 1

n
“

1

2
.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(2) 计算极限 lim
xÑ`8

xp x
?
x ´ 1q

lnx
.

张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式 “ lim
xÑ`8

x
´

e
lnx
x ´ 1

¯

lnx

et´1„t
ùùùùùùù
tÑ0

lim
xÑ`8

x ¨ lnx
x

lnx
“ 1.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(3) 设函数 fpxq 在实数集 R 上连续且 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ 3x `

ż x

0

pt ´ xqfptq dt,

求 f p2019q
p0q 的值.

张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

fpxq “ 3x `

ż x

0

tfptq dt ´ x

ż x

0

fptq dt.
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右端可导, 而左端可导; 进而右端二阶可导, 左端又二阶可导; ¨ ¨ ¨ . 如此, f 可

无限次求导. 不断求导得到 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

f 1pxq “ 3 ` xfpxq ´

„
ż x

0

fptq dt ` xfpxq



“ 3 ´

ż x

0

fptq dt pñ f 1p0q “ 3q ,

f 2pxq “ ´fpxq.

这就得到常微分方程 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号
#

f 2pxq “ ´fpxq,

fp0q “ 0, f 1p0q “ 3.

求解得 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

fpxq “ 3 sinx ñ f p2019q
pxq “ ´3 cosx ñ f p2019

p0q “ ´3.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(4) 计算不定积分

ż

tanx

1 ` tanx ` tan2 x
dx.

张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式
tanx“t
ùùùùùùù

ż

t

1 ` t ` t2
¨

dt

1 ` t2

“

ż
ˆ

1

1 ` t2
´

1

1 ` t ` t2

˙

dt

“ arctan t ´

ż

1
`

t ` 1
2

˘2
`

3
4

dt

“ arctan t ´
2
?

3

ż

1

1 `
”

2?
3

`

t ` 1
2

˘

ı2 d

„

2
?

3

ˆ

t `
1

2

˙

“ arctan t ´
2
?

3
arctan

2t ` 1
?

3
` C

“ x ´
2
?

3
arctan

2 tanx ` 1
?

3
` C.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(5) 计算反常积分

ż `8

0

dx

px2 ` a2q3
.
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张祖锦解. 不妨设 a ą 0. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式
x“a tan θ
ùùùùùùùù

ż π
2

0

a sec2 θ dθ

a6 sec6 θ
“

1

a5

ż π
2

0

cos4 θ dθ

“
1

a5

ż π
2

0

cos2 θp1 ´ sin2 θq dθ

“
1

a5

ż π
2

0

ˆ

1 ` cos 2θ

2
´

1

4
sin2 θ

˙

dθ

“
1

a5

«

π

4
´

1

8

ż π
2

0

p1 ´ cos 4θq dθ

ff

“
1

a5

ˆ

π

4
´
π

16

˙

“
3π

16a5
.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(6) 求由方程 xyz3
` x2

` y3
´ z “ 0 所确定的隐函数 z “ zpx, yq 的偏导数

Bz

Bx
,
Bz

By
.

张祖锦解. 设 F “ xyz2
` x2

` 3y2
´ z, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

zx “ ´
Fx

Fz
“

2x ` yz3

1 ´ 3xyz2
,

zy “ ´
Fy

Fz
“

3y2 ` xz3

1 ´ 3xyz2
.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(7) 设 fpx, yq “
y2

x2 ` y2
.

(i) 计算 lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq, lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq.

(ii) 讨论 lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq 是否存在?

张祖锦解. (i) @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

lim
yÑ0

fpx, yq “ 0 ñ lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq “ 0,

lim
xÑ0

fpx, yq “ 1 ñ lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq “ 1.

(ii) 由 fpx, kxq “
k2

1 ` k2
即知重极限不存在.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.
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2. (本题 12 分) 设 ai ą 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,m, 其中 m 为正整数. 证明: @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

n
a

an1 ` a
n
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

n
m “ max ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , amu .

张祖锦解. 设 A “ max ta1, ¨, amu, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

A “
n
?
An ď lim

nÑ8

n
a

an1 ` a
n
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

n
m ď

n
?
mAn “ n

?
mA.

由夹逼原理即知结论成立. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学),

版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.

3. (本题 12 分) 设函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续且对任意 x P r0, 1s 都有 fpxq P r0, 1s,

求证存在 x0 P r0, 1s 使得 fpx0q “ x0.

张祖锦解. 设 gpxq “ fpxq ´ x, 则 gp0q “ fp0q ě 0, gp1q “ fp1q ´ 1 ď 0. 据连

续函数介值定理, @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

D x0 P r0, 1s, s.t. gpx0q “ 0 ñ fpx0q “ x0.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

4. (本题 12 分) 设 fnpxq “
nx

1 ` n2x2
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 讨论 tfnpxqu 在区间 r0, 1s 和

r1, 2s 上是否一致收敛? 说明理由.

张祖锦解. (1) 当 x “ 0 时, fnpxq “ 0; 当 x ą 0 时, 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

0 ă fnpxq ă
nx

n2x2
“

1

nx

知 lim
nÑ8

fnpxq “ 0. 故 tfnu 的极限函数为 fpxq “ 0.

(2) 由 fn

ˆ

1

n

˙

“
1

2
即知 tfnu 在 r0, 1s 上不一致收敛 (于 fpxq “ 0).

(3) 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

0 ă fnpxq ă
nx

n2x2
“

1

nx
ď

1

n
p@ x P r1, 2sq

及 M-判别法即知 tfnu 在 r1, 2s 上一致收敛 (于 fpxq “ 0).

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.
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5. (本题 12 分) 设 f 在 ra, bs 上可导, 且 f 1 在 ra, bs 上可积, fpaq “ 0, 证明: @跟

锦数学微信公众号

2

ż b

a

rfpxqs2 dx ď pb ´ aq2
ż b

a

rf 1pxqs2 dx.

张祖锦解. 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

fpxq “ fpxq ´ fpaq “

ż x

a

f 1ptq dt

知 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

|fpxq|2 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

f 1ptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

ż x

a

12 dt ¨

ż x

a

|f 1ptq|2 dt pCauchy-Schwarz 不等式q

“ px ´ aq

ż b

a

|f 1ptq|2 dt.

进而 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

2

ż b

a

|fpxq|2 dx ď 2

ż b

a

px ´ aq dx ¨

ż b

a

|f 1ptq|2 dt

“ pb ´ aq2
ż b

a

|f 1ptq|2 dt.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

6. (本题 10 分) 确定实数 a, b 的值使积分 @跟锦数学微信公众号

F pa, bq “

ż 1

0

ˆ

ax ` b ´
1

1 ` x2

˙2

dx

达到最小值.

张祖锦解. 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

Fa “

ż 1

0

2

ˆ

ax ` b ´
1

1 ` x2

˙

¨ x dx

“
2a

3
` b ´ ln 2 “ 0,

Fb “

ż 1

0

2

ˆ

ax ` b ´
1

1 ` x2

˙

dx

“ a ` 2b ´
π

2
“ 0
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知 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

a “ 6 ln 2 ´
3π

2
, b “ π ´ 3 ln 2.

又由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

Faa “

ż 1

0

2x2 dx “
2

3
, Fab “

ż 1

0

2x dx “ 1, Fbb “ 2

知 Hessf 正定, F 确在 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

a “ 6 ln 2 ´
3π

2
, b “ π ´ 3 ln 2.

处取得最小值. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有,

不得复制/拍照/扫描/传播.

7. (本题 10 分) 确定幂级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙

xn

的收敛域.

张祖锦解. 设 an “
n
ÿ

k“1

1

k
, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

an ă 1 `
n
ÿ

k“1

ż k

k´1

1

x
dx “ 1 `

ż n

1

1

x
dx “ 1 ` lnn,

an ą
n
ÿ

k“1

ż k`1

k

1

x
dx “

ż n`1

1

1

x
dx “ lnpn ` 1q.

故 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

lnpn ` 1q ă an ă 1 ` lnn ñ
lnpn ` 2q

1 ` lnn
ă
an`1

an
ă

1 ` lnpn ` 1q

lnpn ` 1q

ñ lim
nÑ8

an`1

an
“ 1.

故原幂级数的收敛半径为 1. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数

学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.

8. (本题 9 分) 选取 a, b, 使表达式 @跟锦数学微信公众号

rpx ` y ` 1qex ` aeys dx ` rbex ´ px ` y ` 1qeys dy

为某一函数的全微分, 并求出这个函数.
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张祖锦解. 设 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

P “ px ` y ` 1qex ` aey, Q “ bex ´ px ` y ` 1qey,

则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

bex ´ ey “ Qx “ Py “ ex ` aey

ñpb ´ 1qex ´ pa ` 1qey “ 0

ña “ ´1, b “ 1.

设 f 为满足题意的函数, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

fx “ P “ px ` y ` 1qex ´ ey

ñf “ xex ` yex ´ eyx ` φpyq

ñex ´ eyx ` φ1pyq “ fy “ Q “ ex ´ px ` y ` 1qey

ñφ1pyq “ ´py ` 1qey ñ φpyq “ ´yey ` C

ñf “ px ` yqpex ´ eyq ` C.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

9. (本题 10 分) 计算曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

e
?
y

?
x2 ` z2

dx dz,

其中 S 是由曲面 y “ x2
` z2 与平面 y “ 1, y “ 2 所围立体表面的外侧.

张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式 “ ´

ĳ

S

e
?
y

?
x2 ` z2

dz dx

Gauss
ùùùùùù ´

¡

1ďyď2

x2`z2ďy

e
?
y 1

2
?
y

?
x2 ` z2

dx dy dz

“ ´

ż 2

1

e
?
y 1

2
?
y

dy

ĳ

x2`z2ďy

1
?
x2 ` z2

dx dz

“ ´

ż 2

1

e
?
y 1

2
?
y

dy

ż

?
y

0

1

r
¨ 2πr dr

“ ´π

ż 2

1

e
?
y dy

?
y“s

ùùùùùù ´π

ż

?
2

1

es ¨ 2s ds

“ ´2p
?

2 ´ 1qe
?

2π.
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张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

赣南师范大学2020年高等代数考研试题参考解答

1. (15 分) 求 a, b, 使得多项式 x4
´ 4ax ` b 有重因式.

张祖锦解. 设 fpxq “ x4
´ 4ax ` b, 则 f 1pxq “ 4x3

´ 4a. 注意到 f 没有重因式

ô pf, f 1q “ 1. 所以我们去算 pf, f 1q. 据带余除法, @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

fpxq “
x

4
f 1pxq ` r1pxq, r1pxq “ ´3ax ` b.

(1) 若 a “ b “ 0, 则 pf, f 1q “ x3, f 有重根.

(2) 若 a ‰ 0, 则可设 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

f 1pxq “ qpxqr1pxq ` r2pxq, r2 “ c.

令 x “
b

3a
, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

r2pxq “ c “ ´4a `
4b3

27a3
.

(i) 若 r2pxq “ 0, 则 pf, f 1q “ x ´
b

3a
, f 有重根. 此时, 27a4

“ b3.

(ii) 若r2pxq ‰ 0, 则 pf, f 1q “ 1, f 无重根.

(3) 若 a “ 0, b ‰ 0, 则 pf, f 1q “ 1, f 无重根.

综上, f 有重根 ô 27a4
“ b3. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数

学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.

2. (10 分) 计算 n 级行列式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 3 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 n

´2 2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

´3 0 3 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...
...
. . .

...
...

´n ` 1 0 0 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 0

´n 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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张祖锦解. 第 i 列加到第 1 列, 2 ď i ď n, 得 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

2 3 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 n

0 2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 0 3 ¨ ¨ ¨ 0 0

...
...
...
. . .

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ n ´ 1 0

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
npn ` 1q

2
¨ n! “

npn ` 1q!

2
.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

3. (20 分) 问 a, b 取何值时, 线性方程组 @跟锦数学微信公众号

$

’

’

&

’

’

%

x1 ` 2x2 ` x3 “ 2

2x1 ` x2 ` 3x3 “ 5

3x1 ` ax2 ` 4x3 “ b

有解? 有唯一解? 有无穷解? 当有解时, 求出全部解.

张祖锦解. 增广矩阵 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

pA, bq “

¨

˚

˚

˝

1 2 1 2

2 1 3 5

3 a 4 b

˛

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˝

1 2 1 2

0 ´3 1 1

0 a ´ 6 1 b ´ 6

˛

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˝

1 0
5

3

8

3
0 ´3 1 1

0 0
a

3
´ 1

a

3
` b ´ 8

˛

‹

‹

‹

‚

.

(1) 若 a ‰ 3, 则 rank pAq “ rank pA, bq “ 3. 方程组有唯一解, 依次解出
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x3, x2, x1, 得 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

¨

˚

˚

˝

x1

x2

x3

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a ´ 5b ` 32

a ´ 3
b ´ 7

a ´ 3
a ` 3b ´ 24

a ´ 3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

(2) 若 a “ 3,
a

3
` b ´ 8 “ 0, 即 a “ 3, b “ 7, 即 rank pAq “ rank pA, bq “ 2,

方程组有无穷解, 且通解为 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号
¨

˚

˚

˚

˚

˝

8

3

´
1

3
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

` k

¨

˚

˚

˝

´5

1

3

˛

‹

‹

‚

, @ k.

(3) 若 a “ 3,
a

3
` b ´ 8 ‰ 0, 即 a “ 3, b ‰ 7 时, 方程组无解.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

4. (15 分) 令 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1

0 1

. . .
. . .

0 1

1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

是一个 n 级矩阵, 计算 A2, A3, ¨ ¨ ¨ , An´1.

张祖锦解. 设在某组基 ε1, ¨ ¨ ¨ , εn 下, 线性变换 A 的矩阵为 A, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微

信信信公公公众众众号号号

A pε1, ¨ ¨ ¨ , εnq “ pε1, ¨ ¨ ¨ , εnqA

ôA ε1 “ εn,A ε2 “ ε1, ¨ ¨ ¨ ,A εn “ εn´1

ñA 2ε1 “ εn´1,A
2ε2 “ εn,A

2ε3 “ ε1, ¨ ¨ ¨ ,A εn “ εn´2

ñA 2
pε1, ¨ ¨ ¨ , εnq “ pε1, ¨ ¨ ¨ , εnqA

2, A2
“

˜

En´2

E2

¸

.
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一直做下去得 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

A3
“

˜

En´3

E3

¸

, ¨ ¨ ¨ , An´1
“

˜

1

En´1

¸

.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

5. (15 分) 设 A,B 都是 n 级矩阵, 证明: @跟锦数学微信公众号

rank

˜

0 A

B 0

¸

“ rank pAq ` rank pBq.

张祖锦解.设 rank pAq “ r, rank pBq “ s,则存在可逆矩阵 P,Q,R, S 使得 @跟跟跟

锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

PAQ “

˜

Er 0

0 0

¸

, RBS “

˜

Es 0

0 0

¸

.

取 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

T “

˜

0 R

P 0

¸

, U “

˜

S 0

0 Q

¸

,

则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

T

˜

0 A

B 0

¸

U “

˜

RBS 0

0 PAQ

¸

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Es

0

Er

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

故 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

rank

˜

0 A

B 0

¸

“ r ` s “ rank pAq ` rank pBq.
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6. (15 分) 设 A 是 n 级正定实矩阵, 证明: 当 n ą 1 时, 伴随矩阵 A˚ 是正定矩阵.
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张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

A 是 n 级正定实矩阵

ñ存在正交阵 P , 使得 P´1AP “ diag pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq, λi ą 0

ñ

$

’

&

’

%

P´1A´1P “ diag

ˆ

1

λ1

, ¨ ¨ ¨ ,
1

λn

˙

|A| “ λ1 ¨ ¨ ¨λn ą 0

ñP´1A˚P “ P´1
|A|A´1P “ diag

ˆ

|A|

λ1

, ¨ ¨ ¨ ,
|A|

λn

˙

ñA˚ 是 n 级正定实矩阵 .

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

7. (20 分) 设 V 是定义域为实数集 R 的一元实函数组成的集合, 对 f, g P V, α P R,

分别用下列式子定义 f ` g, αf : @跟锦数学微信公众号

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq,

pαfqpxq “ αfpxq.

(1) 证明 V 是数域上的线性空间.

(2) 设 @跟锦数学微信公众号

f0pxq “ 1, f1pxq “ cosx, f2pxq “ cos 2x, f3pxq “ cos 3x.

判断 f0, f1, f2, f3 是否线性相关.

(3) 用 Lpf, gq 表示由 f, g 生成的子空间, 判断 Lpf0, f1q ` Lpf2, f3q 是否为直

和.

张祖锦解. (1) V 满足线性空间定义的那 8 条.

(2) 设
3
ÿ

i“0

kifi “ 0,则两边乘以 fi后在 r´π, πs上积分得 ki “ 0. 故 f0, f1, f2, f3

线性无关.

(3) 由第 2 步即知 Lpf0, f1q ` Lpf2, f3q 是直和.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.
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8. (20 分) 设 V 是数域 P 上 3 维线性空间, V 的线性变换 σ 在基 α1, α2, α3 下

的矩阵为 @跟锦数学微信公众号

A “

¨

˚

˚

˝

0 0 1

0 1 0

1 0 0

˛

‹

‹

‚

.

求 σ 的特征值和特征向量. 又问: σ 可否对角化? 若可对角化, 求 C 使得

C´1AC 成对角形.

张祖锦解. 由 |λE ´A| “ pλ` 1qpλ´ 1q2 知 A (σ) 的特征值为 λ1 “ ´1 (单重),

λ2 “ 1 (二重). 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

λ1E ´A Ñ

¨

˚

˚

˝

1 0 1

0 1 0

0 0 0

˛

‹

‹

‚

知 A 的对应于特征值 λ1 “ ´1 的特征向量为 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

ξ1 “

¨

˚

˚

˝

´1

0

1

˛

‹

‹

‚

,

σ 的对应于特征值 λ1 “ ´1 的特征向量为 ´α1 ` α3. 又由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众

号号号

λ2E ´A Ñ

¨

˚

˚

˝

1 0 ´1

0 0 0

0 0 0

˛

‹

‹

‚

知 A 的对应于特征值 λ2 “ 1 的特征向量为 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

ξ2 “

¨

˚

˚

˝

0

1

0

˛

‹

‹

‚

, ξ3 “

¨

˚

˚

˝

1

0

1

˛

‹

‹

‚

,

σ 的对应于特征值 λ2 “ 1 的特征向量为 α2, α1`α3. 令 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

C “ pξ1, ξ2, ξ3q “

¨

˚

˚

˝

´1 0 1

0 1 0

1 0 1

˛

‹

‹

‚

,

则 P´1AP “ diag p´1, 1, 1q, 为对角形. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众

号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.
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9. (20 分) 设 V 是一个欧氏空间, α P V 是一个非零向量. 对于 ξ P V , 规定 @跟

锦数学微信公众号

τ pξq “ ξ ´
2pξ, αq

pα,αq
α,

其中 p¨, ¨q 表示内积. 证明:

(1) τ 是 V 的一个正交变换, 且 τ 2
“ E , 其中 E 是单位变换.

(2) 当 V 是一个 n 维欧氏空间时, 证明: 存在 V 的一个标准正交基, 使得 τ 关

于这组基的矩阵有形状: @跟锦数学微信公众号
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 1 ¨ ¨ ¨ 0

...
...
. . .

...

0 0 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

(3) 在 3 维欧氏空间里说明线性变换 τ 的几何意义.

张祖锦解. (1) τ 是线性变换. 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

|τ pξq|2 “ pτ pξq, τ pξqq

“

ˆ

ξ ´
2pξ, αq

pα,αq
α, ξ ´

2pξ, αq

pα,αq
α

˙

“ pξ, ξq ´ 4
pξ, αq

pα,αq
pξ, αq `

4pξ, αq2

pα,αq2
pα,αq

“ pξ, ξq “ |ξ|2, @ ξ P V

即知 τ 是正交变换. 进一步由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

τ 2
pξq “ τ

ˆ

ξ ´
2pξ, αq

pα,αq
α

˙

“ ξ ´
2pξ, αq

pα,αq
α ´ 2

´

ξ ´ 2pξ,αq
pα,αq

α,α
¯

pα,αq
α

“ ξ, @ ξ P V

知 τ 2
“ E .

(2) 设 ξ1 “
α

|α|
, 将 ξ1 扩充为 V 的一组标准正交基 ξ1, ¨ ¨ ¨ , ξn, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学
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微微微信信信公公公众众众号号号

τ pξq “ ξ ´ 2pξ, ξ1qξ1

ñτ pξ1q “ ´ξ1, τ pξ2q “ ξ2, ¨ ¨ ¨ , τ pξnq “ ξn

ñτ pξ1, ¨ ¨ ¨ , ξnq “ pξ1, ¨ ¨ ¨ , ξnq

˜

´1

En´1

¸

.

(3) 在 3 维欧氏空间中, τ 是关于以 α 为法向量的平面的镜面反射. 比如取 α “

p0, 0, 1q, 则 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

τ pξq “ ξ ´ 2ξ3

¨

˚

˚

˝

0

0

1

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

ξ1

ξ2

´ξ3

˛

‹

‹

‚

, @ ξ “

¨

˚

˚

˝

ξ1

ξ2

ξ3

˛

‹

‹

‚

P R3.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

河北师范大学2020年数学分析考研试题参考解答

1. 计算 (本题共 60 分, 每小题 15 分)

(1) 求极限 lim
nÑ8

„

1 ¨ 3 ¨ 5 ¨ ¨ ¨ p2n ´ 1q

2 ¨ 4 ¨ 6 ¨ ¨ ¨ p2nq



1
n

.

张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式 “ exp

«

lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

k“1

ln

ˆ

1 ´
1

2k

˙

ff

Stolz
ùùùùùù exp

„

lim
nÑ8

ln

ˆ

1 ´
1

2n

˙

“ 1.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(2) 计算

ĳ

D

e
x´y
x`y dx dy, 其中 D 是 x “ 0, y “ 0, x ` y “ 1 所围成的区域.

张祖锦解. 设 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

x ´ y “ u

x ` y “ v

+

ô

#

2x “ u ` v

2y “ v ´ u
,
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则

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bpu, vq

Bpx, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 2,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bpx, yq

Bpu, vq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2
. 于是 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

原式 “

ż 1

0

dv

ż v

´v

e
u
v
1

2
du

“
1

2

ż 1

0

”

ve
u
v

ˇ

ˇ

ˇ

u“v

u“´v

ı

du “
e ´ e´1

4
.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:跟锦数学),版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(3) 计算

£

S

yz dy dz`zx dz dx`xy dx dy,其中 S 是单位圆周 x2
`y2

`z2
“ 1

的外侧.

张祖锦解. 由 Gauss 公式即知原式 “

¡

x2`y2`z2ă1

p0 ` 0 ` 0q dx dy dz “ 0. 张

祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

(4) 设 fpx, yq 是在 D “ r0, 1s ˆ r0, 1s 上的连续函数, 令 @跟锦数学微信公众号

M “ max
xPD

|fpx, yq|, m “ min
xPD

|fpx, yq|.

试求 lim
nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

.

张祖锦解. @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号
¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

ď

¨

˝

ĳ

D

Mn dx dy

˛

‚

1
n

“M.

另一方面, 不妨设 f 在 D 上的最大值 M 在 D 内某点 P 处达到, 则对

@ ε ą 0, @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

D 0 ă δ ! 1, s.t. U pP ; δq Ă D;Q P U pP ; δq ñ fpQq ąM ´ ε.

于是 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

ě

¨

˚

˝

ĳ

UpP ;δq

|fpx, yq|n dx

˛

‹

‚

1
n

ě pM ´ εqpπδ2
q

1
n .
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张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

因此, @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

pM ´ εqpπδq
1
n ď lim

nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

ď lim
nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

ďM.

令 n Ñ 8 得 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

M ´ ε ď lim
nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

ď lim
nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

ďM.

再令 ε Ñ 0` 即得 lim
nÑ8

¨

˝

ĳ

D

|fpx, yq|n dx dy

˛

‚

1
n

“ M . 张祖锦 (微信:

zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传

播.

2. (本题 15 分) 设 an “

ż 1

0

xn
a

1 ´ x2 dx, 证明以下结论:

(1) an “
n ´ 1

n ` 2
an´2;

(2) an ď an´1 ď an´2;

(3) lim
nÑ8

an

an´1

“ 1.

张祖锦解. (1) 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

an “

ż 1

0

xn´2
r1 ´ p1 ´ x2

qs
a

1 ´ x2 dx

“ an´2 ´

ż 1

0

xn´2
p1 ´ x2

q
3
2 dx

“ an´2 ´
1

n ´ 1
p1 ´ x2

q
3
2 dpxn´1

q

“ an´2 `
1

n ´ 1

ż 1

0

3

2
p1 ´ x2

q
1
2 p´2xq ¨ xn´1 dx

“ an´2 ´
3

n ´ 1
an

知 an “
n ´ 1

n ` 2
an´2.
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(2) 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

0 ď x ď 1 ñ xn ď xn´1
ď xn´2

即知 an ď an´1 ď an´2.

(3) 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

n ´ 1

n ` 2
“

an

an´2

ď
an

an´2

an´2

an´1

“
an

an´1

ď 1

即知 lim
nÑ8

an

an´1

“ 1.

张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

3. (本题 15 分) 研究函数 fpxq “
8
ÿ

n“0

1

2n ` x
在 r0,`8q 上的连续性, 一致连续性

与可微性.

张祖锦解. (1) 由
1

2n ` x
ď

1

2n
及Weierstrass判别法即知

8
ÿ

n“0

1

2n ` x
在 r0,`8q

上一致收敛, 而和函数 fpxq 在 r0,`8q 上连续.

(2) 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

|fpxq ´ fpyq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“0

ˆ

1

2n ` x
´

1

2n ` y

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |x ´ y|
8
ÿ

n“0

1

p2n ` xqp2n ` yq

ď |x ´ y|
8
ÿ

n“0

1

22n
“

4

3
|x ´ y|

即知 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

@ ε ą 0, D δ “
3ε

4
ą 0, s.t. @ x, y ě 0, |x ´ y| ă δ, |fpxq ´ fpyq| ă ε.

故 f 在 r0,`8q 上一致连续.

(3) 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

1

2n ` x

˙1ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

“
1

p2n ` xq2
ď

1

4n

知
8
ÿ

n“0

ˆ

1

2n ` x

˙1

在 r0,`8q 上一致收敛, 而 f 在 r0,`8q 上可微, 且可逐

项求导.
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张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍

照/扫描/传播.

4. (本题 15 分) 证明 fpxq “ x lnx 在 p0,`8q 上不一致连续.

张祖锦解. 由 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

lim
xÑ`8

|f 1pxq| “ lim
xÑ`8

| lnx ` 1| “ `8

知 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

@ n P Z`, D xn沿 Õ `8, s.t. @ x ě xn, |f
1
pxq| ě n.

于是 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

xn `
1

n

˙

´ xn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

n
Ñ 0,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

xn `
1

n

˙

´ fpxnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |f 1pξnq|
1

n
ě 1.

这表明 f 在 p0,`8q 上不一致连续. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号:

跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.

5. (本题 15 分) 设 tanu 有界并满足 lim
nÑ8

pa2n ` 2anq “ 0, 证明: lim
nÑ8

an “ 0.

张祖锦解. 由 tanu 有界知 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

D M ą 0, s.t. @ n ě 1, |an| ďM.

又由 lim
nÑ8

pa2n ` 2anq “ 0 知 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

@ ε ą 0, D N, s.t. @ n ě N, |a2n ` 2an| ă ε.

于是当 n ě N 时, @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

´
ε

2
´
a2n

2
ă an ă

ε

2
´
a2n

2
;
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@跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

an ă
ε

2
´

1

2

ˆ

´
ε

2
´
a2¨2n

2

˙

“
ε

2
`
ε

22
`
a22n

22
,

an ă
ε

2
`
ε

22
`

1

22

ˆ

ε

2
`
ε

22
`
a22¨22n

22

˙

“
ε

2
`
ε

22
`
ε

23
`
ε

24
`
a24n

24

ă ¨ ¨ ¨

ă

m
ÿ

k“1

ε

2k
`
a2mn

2mn

ă ε `
M

2n
;

@跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

an ą ´
ε

2
´

1

2

ˆ

ε

2
´
a2¨2n

2

˙

“ ´
ε

2
´
ε

22
`
a22n

22
;

an ą ´
ε

2
´
ε

22
`

1

22

ˆ

´
ε

2
´
ε

22
`
a22¨22n

22

˙

“ ´
ε

2
´
ε

22
´
ε

23
´
ε

24
`
a24n

24

ą ¨ ¨ ¨

ą ´

m
ÿ

k“1

ε

2k
`
a2mn

2mn

ą ´ε ´
M

2mn
.

令 m Ñ 8 得 ´ε ď an ď ε ñ |an| ď ε. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众

号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.

6. (本题 15 分) 求曲线

#

x2
` y2

` zez “ 2

x2
` xy ` y2

“ 1
在 p1,´1, 0q 处的切线方程.

张祖锦解. 记曲线为 C, 方程为

#

F px, y, zq “ 0,

Gpx, y, zq “ 0.
则 C 上点 p1,´1, 0q 处的切

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 613 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

向量为 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

tFx, Fy, Fzu ˆ tGx, Gy, Gzu |p1,´1,0q

“ t2,´2, 1u ˆ t1,´1, 0u

“ t1, 1, 0u .

故所求为
x ´ 1

1
“
y ` 1

1
“
z

0
. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公众号: 跟锦

数学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.

7. (本题 15 分) 证明: 不存在从闭区间 r0, 1s 到单位圆周上的一对一的连续对应.

张祖锦解. 用反证法. 若存在从闭区间 r0, 1s 到单位圆周 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

S1
“ tpcos θ, sin θq; 0 ď θ ă 2πu

上的一对一的连续对应 f . 则可设 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

fp0q “ pcos θ0, sin θ0q, fp1q “ pcos θ1, sin θ1q.

不妨设 θ0 ă θ1. 考虑 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

A “ tpcos θ, sin θq; θ0 ă θ ă θ1u ,

B “ tpcos θ, sin θq; θ1 ă θ ă θ0 ` 2πu .

则 A,B 是 S1 中互不相交的开集, 进而 f´1
pAq, f´1

pBq 是 r0, 1s 中互不相交的

开集. 注意到 @跟跟跟锦锦锦数数数学学学微微微信信信公公公众众众号号号

“

f´1
pAq Y f´1

pBq
‰c
“

“

f´1
pA YBq

‰c

“ f´1
ppA YBqcq

“ f´1
ptfp0q, fp1quq

“ t0, 1u ,

我们知 f´1
pAq Y f´1

pBq “ p0, 1q. 据 p0, 1q 的连通性即知 f´1
pAq “ ∅ 或

f´1
pBq “ ∅. 这与 f 映上矛盾. 故有结论. 张祖锦 (微信: zhangzujin361, 微信公

众号: 跟锦数学), 版权所有, 不得复制/拍照/扫描/传播.
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第八章 裴礼文数学分析中的典型问题与方

法练习题汇总

网络版参考答案请点击[裴免]裴礼文数学分析练习题免费参考解答-迅速定位版.

如需纸质版, 请加张祖锦微信: zhangzujin361, 60 元. 如今还有裴/谢上/谢下三本纸

质资料. 一次性同一收货地址 @跟锦数学微信公众号

购买 1 本, 无优惠;

购买 2 本, 每本优惠 5 元;

购买 3 本, 每本优惠 10 元;

购买 6 本, 每本优惠 20 元;

购买 10 本及以上, 每本优惠 30 元.
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1.1 函数

练习 1.1.1 求复合函数表达式:

(1) 已知 fpxq “
x

?
1 ` x2

, 设 fnpxq “ f tf r¨ ¨ ¨ pfpxqq ¨ ¨ ¨ su (n 个 f). 求 fnpxq.

(南京邮电大学等)

(2) 设 fpxq “
x

x ´ 1
, 试证明 f rfpxqs “ x, 并求 f

„

1

fpxq



.

练习 1.1.2 是否存在这样的函数, 它在区间 r0, 1s 上每点取有限值, 在此区间的

任何点的任意邻域内无界. (上海师范大学)

练习 1.1.3 试说明能有无穷多个函数, 其中每个函数 f , 皆使得 f ˝ f 为 R 上的
恒等函数.

练习 1.1.4 设 f 为 R 上的奇函数, fp1q “ a, fpx` 2q ´ fpxq “ fp2q, @ x P R.

(1) 试用 a 表达 fp2q 和 fp5q;

(2) a 为何值时, fpxq 是以 2 为周期的周期函数. (清华大学)

练习 1.1.5 设 fpxq “ x ´ rxs (即 x 的小数部分), gpxq “ tanx, 说明这时

fpxq ´ gpxq 为何不是周期函数. 类似地 fpxq ` gpxq 也如此. 从而周期函数的和与差

未必是周期函数.

练习 1.1.6 (双镜效应) 设 f 是 R 上的实函数, f 的图像以直线 x “ b 和

x “ c pb ‰ cq 分别作为其对称轴. 试证 f 必为周期函数, 且周期为 2|b ´ c|.

练习 1.1.7 设 f 是 R 上的奇函数, 并且以直线 x “ a pa ‰ 0q 作为对称轴, 试

证 f 必为周期函数并求其周期.

练习 1.1.8 设 fpxq 是 R 上以 T 为周期的周期函数 (T ą 0q, 且 f 在 r0, T s 上

严格单调, 试证 fpx2
q 不可能是周期函数.

练习 1.1.9 证明确界的关系式: (1) 叙述数集 A 的上确界定义, 并证明: 对于任

意有界数列 txnu, tynu, 总有 sup txn ` ynu ď sup txnu ` sup tynu; (北京科技大学)

(2) 设 A,B 是两个由非负数组成的任何数集, 试证 sup
xPA

x ¨ sup
yPB

y “ sup
xPA
yPB

xy.

练习 1.1.10 试证: 若 xn Ñ `8 pn Ñ 8q, 则 txnu 必达到下确界 (即存在

m P N, 使得 xm “ inf txnu). (武汉大学)

练习 1.1.11 设 f, g 是 R 上的实函数, 且 @跟锦数学微信公众号

fpx ` yq ` fpx ´ yq “ 2fpxqgpyq, @ x, y P R.

在 R 上 fpxq 不恒等于零, 但有界. 试证: |gpyq| ď 1 p@ y P Rq.
练习 1.1.12 设 f 是闭区间 ra, bs 上的增函数 (指 @ x1 ă x2 : a ď x1 ă x2 ď b,
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有 fpx1q ď fpx2q) (但不一定连续), 如果 fpaq ě a, fpbq ď b, 试证: @跟锦数学微信

公众号

D x0 P ra, bs, s.t. fpx0q “ x0. p山东大学q

练习 1.1.13 设 fpxq 在 r0, 1s 上 Õ, fp0q ą 0, fp1q ă 1. 试证: D x0 P p0, 1q,

使得 fpx0q “ x
2
0. (福建师范大学)

1.2 用定义证明极限的存在性

练习 1.2.1 (1) 已知 lim
nÑ8

xn “ a, 求证: lim
nÑ8

3
?
xn “

3
?
a; (武汉大学, 哈尔滨工

业大大学) (2) 用 ε ´ δ 语言证明 lim
xÑ1

1

x
“ 1. (清华大学)

练习 1.2.2 用 ε ´N 方法证明: 1) lim
nÑ8

n
?
n “ 1; 2) lim

nÑ8
n3qn “ 0 (|q| ă 1);

3) lim
nÑ8

lnn

n2
“ 0.

练习 1.2.3 设 lim
nÑ8

an “ a,试用 ε´N 方法证明: 若 xn “
a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` n
,

则 lim
nÑ8

xn “ a.

练习 1.2.4 设 xn “
n
ÿ

k“2

cos k

kpk ´ 1q
, 试证 txnu 收敛.

练习 1.2.5 设 tanu是一个数列. 试证: 若 lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ a p为有限数q ,

则 lim
nÑ8

an

n
“ 0. (首都师范大学)

练习 1.2.6 设 an ą 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 且 D C ą 0,m ă n 时, an ď Cam. 已知

tanu 中存在子序列 tanku Ñ 0. 试证: lim
nÑ8

an “ 0. (武汉大学)

练习 1.2.7 设 xn “ 1 `
1
?

2
`

1
?

3
` ¨ ¨ ¨ `

1
?
n

, 求证 txnu 发散.

练习 1.2.8 判断题: 设 tanu 是一个数列, 若在任一子序列 tanku 中均存在收敛的

子列
 

ankr
(

, 则 tanu 必为收敛数列. (北京大学)

练习 1.2.9 设 tanu 为单调递增数列, tanku Ă tanu 为其一个子列, 若 lim
kÑ8

ank “

a, 试证 lim
nÑ8

an “ a. (华中师范大学)

练习 1.2.10 设 txnu 是一个无界数列, 但非无穷大量, 证明: 存在两个子列, 一个

是无穷大量, 另一个是收敛子列. (哈尔滨工业大学)

练习 1.2.11 设函数 fpxq, gpxq 在 0 的某个邻域里有定义 gpxq ą 0, lim
xÑ0

fpxq

gpxq
“

1; 且当 n Ñ 8 时, αmn Ñ 0 pm “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq, 亦即 @ ε ą 0, D N pεq ą 0, 当

n ą N pεq 时, 一切 m “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 都有 |αmn| ă ε; 另设 αmn ‰ 0. 试证 @跟锦
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数学微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

m“1

fpαmnq “ lim
nÑ8

n
ÿ

m“1

gpαmnq, (1)

当右端极限存在时成立.

练习 1.2.12 证明 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

˜

3

c

1 `
i

n2
´ 1

¸

“ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

i

3n2
“

1

6
.

并求 lim
nÑ8

n
ź

i“1

a
3
b

1` i

n2
´1
pa ą 0q.

1.3 求极限值的若干方法

练习 1.3.1 求极限 lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

22

˙ˆ

1 ´
1

32

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 ´
1

n2

˙

. (北京航空航天大学,

中国科学技术大学)

练习 1.3.2 证明 Vieta 公式: @跟锦数学微信公众号

2

π
“

c

1

2
¨

d

1

2
`

1

2

c

1

2
¨

g

f

f

e

1

2
`

1

2

d

1

2
`

1

2

c

1

2
¨ ¨ ¨ . (2)

练习 1.3.3 求 lim
nÑ8

˜

n
?
a ` n

?
b ` n

?
c

3

¸n

(a, b, c ą 0). (东北师范大学)

练习 1.3.4 求 lim
nÑ8

ˆ

cos
x

n
` λ sin

x

n

˙n

(x ‰ 0).

练习 1.3.5 求 lim
xÑ0`

x

b

cos
?
x.

练习 1.3.6 求 lim
nÑ8

ˆ

1

n2 ` n ` 1
`

2

n2 ` n ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

n

n2 ` n ` n

˙

. (华中师

范大学)

练习 1.3.7 求 lim
nÑ8

ˆ

1
?
n2 ´ 1

´
1

?
n2 ´ 2

´ ¨ ¨ ¨ ´
1

?
n2 ´ n

˙

. (湖北大学)

练习 1.3.8 设 fpxq 在 r´1, 1s 上连续. 求 lim
xÑ0

3
a

1 ` fpxq sinx ´ 1

3x ´ 1
. (华中师范

大学)

练习 1.3.9 设极限 lim
nÑ8

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anq 存在, 试求

1) lim
nÑ8

1

n
pa1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nanq; 2) lim

nÑ8
pn!a1 ¨ a2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ anq

1
n .
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练习 1.3.10 设 A “ max ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , amu , ak ą 0 pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,mq, 求 @跟

锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
a

an1 ` a
n
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

n
m.

(陕西师范大学)

练习 1.3.11 求 lim
nÑ8

n
a

1 ` 2n sinn x. (内蒙古大学)

练习 1.3.12 求 lim
xÑ0

x ´
şx

0 et
2

dt

x2 sin 2x
. (中国科学院)

练习 1.3.13 计算 lim
xÑ`8

ˆ

1

x
¨
ax ´ 1

a ´ 1

˙
1
x

(a ą 0, a ‰ 1). (中国科学院)

练习 1.3.14 若 fpxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 ´ cosx

x2
, x ă 0

5, x “ 0
şx

0 cos t2 dt

x
, x ą 0

. 求 lim
xÑ0

fpxq. (上海工业大学)

练习 1.3.15 求 lim
xÑ`8

´

6
a

x6 ` x5 ´
6
a

x6 ´ x5
¯

. (华中师范大学)

练习 1.3.16 证明: 当 0 ă k ă 1 时, lim
nÑ8

rpn ` 1qk ´ nks “ 0.

练习 1.3.17 lim
xÑ1

p2 ´ xqtan πx
2 . (浙江大学)

练习 1.3.18 已知 lim
xÑ2

x2 ` ax ` b

x2 ´ x ´ 2
“ 2, 求 a, b. (国防科技大学)

练习 1.3.19 lim
xÑ`8

x
7
4

`

4
?
x ` 1 ` 4

?
x ´ 1 ´ 2 4

?
x
˘

. (华中师范大学)

练习 1.3.20 求 lim
xÑ`8

psin
?
x ` 1 ´ sin

?
xq. (武汉大学)

练习 1.3.21 设 f 是 R 上的可微函数, lim
xÑ`8

f 1pxq “ A ą 0, 试证: lim
xÑ`8

fpxq “

`8.

练习 1.3.22 设 f 是 R 上的可微函数, lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0, 试证: lim
xÑ`8

fpxq

x
“ 0.

练习 1.3.23 xn ą 0, lim
nÑ8

xn “ 0, 试证:

1) lim
nÑ8

˜

n
ź

k“1

xk

¸
1
n

“ 0; 2) lim
nÑ8

sup
kě1

˜

n
ź

i“1

xi`k

¸
1
n

“ 0.

练习 1.3.24 对 a1 ě a2 ě ¨ ¨ ¨ ě an ą 0, p1 ą p2 ą ¨ ¨ ¨ ą pn, p1`p2`¨ ¨ ¨`pn “

1, 令 F pxq “
`

p1a
x
1 ` p2a

x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` pna

x
n

˘
1
x , 试先证明: 1) an ď F pxq ď a1; 2)

lim
xÑ0`

F pxq “ ap11 a
p2
2 ¨ ¨ ¨ a

pn
n . 然后求 lim

xÑ˘8
F pxq.

1.4 O. Stolz 公式

练习 1.4.1 求 lim
nÑ8

xn, 其中 1) 设 xn “
n
?
n; 2) 设 xn “

1
n
?
n!

.
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练习 1.4.2 求 lim
nÑ8

1 `
?

2 ` 3
?

3 ` ¨ ¨ ¨ ` n
?
n

n
. (华中师范大学)

练习 1.4.3 已知数列 txnu满足条件 lim
nÑ8

pxn´xn´2q “ 0,证明: lim
nÑ8

xn ´ xn´1

n
“

0. (四川大学, 国防科技大学)

练习 1.4.4 设 lim
nÑ8

xn “ a. 1)若 a为有限数,证明: lim
nÑ8

x1 ` 2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` nxn

npn ` 1q
“

a

2
; 2) 若 a 为 `8, 证明: lim

nÑ8

x1 ` 2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` nxn

npn ` 1q
“ `8. (南京大学)

练习 1.4.5 证明: 若数列 tanu 收敛于 a, 且 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

pk “ 8, pk ě 0 pk “

1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 则 lim
nÑ8

řn
k“1 pkak
řn
k“1 pk

“ a. p东北师范大学q

练习 1.4.6 已知 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

ak 存在, tpku 为单调增加的正数列, 且 lim
nÑ8

pn “ `8,

pn`1 ‰ pn pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 求证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

p1a1 ` p2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` pnan

pn
“ 0. p北京师范大学q

练习 1.4.7 若 0 ă λ ă 1, an ą 0, 且 lim
nÑ8

an “ a, 试证: @跟锦数学微信公众

号

lim
nÑ8

pan ` λan´1 ` λ
2an´2 ` ¨ ¨ ¨ ` λ

na0q “
a

1 ´ λ
.

练习 1.4.8 求极限 1) lim
nÑ8

1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk

nk`1
; 2) lim

nÑ8

˜

1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk

nk
´

n

k ` 1

¸

.

1.5 递推形式的极限

练习 1.5.1 已知 a1 “
?

6, an “
a

6 ` an´1 pn “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q. 试证: lim
nÑ8

an 存

在, 并求其值. (中国科技大学, 北京大学, 哈尔滨工业大学, 北京邮电大学等)

练习 1.5.2 设 x1 “ 1, xn`1 “
1 ` 2xn

1 ` xn
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 证明: txnu 收敛, 并

求 lim
nÑ8

xn. (哈尔滨工业大学, 华中理工大学等)

练习 1.5.3 设 0 ă c ă 1, a1 “
c

2
, an`1 “

c

2
`
a2
n

2
. 证明: tanu 收敛, 并求

其极限. (武汉大学, 华中师范大学)

练习 1.5.4 设 a ą 0, 0 ă x1 ă a, xn`1 “ xn

ˆ

2 ´
xn

a

˙

pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 证明

txnu 收敛, 并求其极限. (华东师范大学)

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 621 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

练习 1.5.5 设 x1 “ a ą 0, xn`1 “
1

2

ˆ

xn `
a

xn

˙

. 试证 txnu 收敛, 并求其极

限. (华中理工大学, 厦门大学, 工程兵学院)

练习 1.5.6 yn`1 “ ynp2 ´ ynq, 0 ă y0 ă 1. 求证: lim
nÑ8

yn “ 1. (武汉大学)

练习 1.5.7 证明: 1) 存在唯一的 c P p0, 1q 使得 c “ e´c; 2) 任给 x1 P p0, 1q,

定义 xn`1 “ e´xn, 则有 lim
nÑ8

xn “ c. (中国人民大学)

练习 1.5.8 设 xn`1 “ 1 `
x2
n

1 ` x2
n

, x1 “ 2. 证明数列 txnu 收敛. (北京师范大

学)

练习 1.5.9 设 x0 ą 0, xn`1 “ 2 `
1
?
xn
. 求 lim

nÑ8
xn. (武汉大学)

练习 1.5.10 设 fpxq “
x ` 2

x ` 1
, 数列 txnu 由如下递推公式定义: @跟锦数学微信

公众号

x0 “ 1, xn`1 “ fpxnq pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

求极限 lim
nÑ8

xn. (浙江大学)

练习 1.5.11 设 u1 “ 3, u2 “ 3 `
4

3
, u3 “ 3 `

4

3 ` 4
3

, ¨ ¨ ¨ . 如果数列 tunu

收敛, 计算其极限, 并证明数列 tunu 收敛于上述极限. (武汉大学)

练习 1.5.12 设 x0 “ m, x1 “ m ` ε sinx0, xn “ m ` ε sinxn´1 pn “

2, 3, ¨ ¨ ¨ q, 其中 0 ă ε ă 1. 试证: lim
nÑ8

xn “ ξ 存在且为克普勒方程 x ´ ε sinx “ m

的唯一唯一根.

练习 1.5.13 设 |xn`2 ´ xn`1| ď k|xn ´ xn´1| p0 ă k ă 1q, 试证: txnu 收敛.

练习 1.5.14 设 a1, b1 是二正数, 令 @跟锦数学微信公众号

an`1 “
a

anbn, bn`1 “
an ` bn

2
.

试证: tanu 和 tbnu 均收敛, 且 lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

bn. (大连理工大学)

练习 1.5.15 设 a1 和 b1 是任意两个正数, 并且 a1 ď b1, 还设 @跟锦数学微信

公众号

an “
2an´1bn´1

an´1 ` bn´1

, bn “
a

an´1bn´1 pn “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q.

求证: tanu , tbnu 均收敛, 且极限相同. (中国科学院, 安徽大学)

练习 1.5.16 讨论由 x1 “ a, xn “ pxn´1 ` q (p ą 0) 所定义的数列的收敛性.

(南京大学)

练习 1.5.17 设 R 中数列 tanu , tbnu 满足 an`1 “ bn ´ qan pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 其

中 0 ă q ă 1. 证明: 当 tbnu 有界时, tanu 有界. (清华大学)
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练习 1.5.18 设 x0 “ 1, x1 “ e, xn`1 “
?
xnxn´1 pn ě 1q, 求极限 lim

nÑ8
xn.

练习 1.5.19 设 an`1 “ an ` a
´1
n pn ą 1q, a1 “ 1, 则

1) lim
nÑ8

an “ `8; 2)
8
ÿ

n“1

a´1
n “ `8. (中国科学院)

练习 1.5.20 设连续函数 fpxq 在 r1,8q 上是正的, 单调递减的, 且 @跟锦数学

微信公众号

dn “
n
ÿ

k“1

fpkq ´

ż n

1

fpxq dx.

试证: 数列 d1, d2, ¨ ¨ ¨ 收敛. (清华大学)

练习 1.5.21 已知 a1 “ α, b1 “ β pα ą β), @跟锦数学微信公众号

an`1 “
an ` bn

2
, bn`1 “

an`1 ` bn

2
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

证明: lim
nÑ8

an 及 lim
nÑ8

bn 存在且相等, 并求出极限值. (内蒙古大学)

练习 1.5.22 证明: 数列 x0 ą 0, xn`1 “
xnpx

2
n ` 3aq

3x2
n ` a

pa ě 0q 的极限存在, 并

求其极限. (国外赛题)

练习 1.5.23 设 txnu是如此数列: x0 “ 25, xn “ arctanxn´1 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

证明 txnu 收敛, 并求其极限. (国外赛题)

练习 1.5.24 设 S1 “ ln a pa ą 1q; Sn “
n´1
ÿ

k“1

lnpa ´ Skq pn “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q. 求

lim
nÑ8

Sn.

练习 1.5.25 设 x1 ą 0, xn`1 “ lnp1 ` xnq. 证明 xn Ñ 0 且 xn „
2

n
(当

n Ñ 8 时).

练习 1.5.26 设 a1 “ 1, ak “ kpak´1`1q. 试计算: lim
nÑ8

n
ź

k“1

ˆ

1 `
1

ak

˙

. p国外赛题q

练习 1.5.27 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 数列 tynu 由下式确定: @跟锦数学微信公

众号

y1 “ 1, 2yn`1 “ yn `
b

y2
n ` an pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

证明 tynu 是递增的收敛数列. (福建师范大学)

1.6 序列的上、下极限

练习 1.6.1 用不同的方法证明以下不等式:
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1) @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

xn ` lim
nÑ8

yn ď lim
nÑ8

pxn ` ynq ď lim
nÑ8

xn ` lim
nÑ8

yn

ď lim
nÑ8

pxn ` ynq ď lim
nÑ8

xn ` lim
nÑ8

yn

在不出现 p˘8q ` p¯8q 的情况下成立.

2) 设 xn ą 0, yn ą 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

xn ¨ lim
nÑ8

yn ď lim
nÑ8

pxn ¨ ynq ď lim
nÑ8

xn ¨ lim
nÑ8

yn

ď lim
nÑ8

pxn ¨ ynq ď lim
nÑ8

xn ¨ lim
nÑ8

yn

在不出现 0 ¨ p`8q 的情况下成立.

练习 1.6.2 证明: 1) lim
nÑ8

xn ´ lim
nÑ8

yn ď lim
nÑ8

pxn ´ ynq ď lim
nÑ8

xn ´ lim
nÑ8

yn;

2) 若 xn ą 0, yn ą 0 且 lim
nÑ8

yn ą 0, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

xn{ lim
nÑ8

yn ď lim
nÑ8

pxn{ynq ď lim
nÑ8

xn{ lim
nÑ8

yn.

练习 1.6.3 证明: 若 xn ą 0 (n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 及 lim
nÑ8

xn ¨ lim
nÑ8

1

xn
“ 1. 则序列

txnu 收敛.

练习 1.6.4 设 xn ą 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

xn`1

xn
ď lim

nÑ8

n
?
xn ď lim

nÑ8

n
?
xn ď lim

nÑ8

xn`1

xn
.

并由此推出, 当 lim
nÑ8

xn`1

xn
“ l 时, 则 lim

nÑ8

n
?
xn “ l.

练习 1.6.5 试证: 若 lim
nÑ8

n
a

|an| “ A, 则对任意固定的整数 n0 都有 @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

n
a

|an0`n| “ a. p北京理工大学q

练习 1.6.6 证明: 若 lim
nÑ8

cn ď c, 则 lim
nÑ8

cn

1 ` |cn|
ď

c

1 ` |c|
.

练习 1.6.7 给定正数列 tanu, 证明 lim
nÑ8

ˆ

a1 ` an`1

an

˙n

ě e. p国外赛题q

练习 1.6.8 证明: 集合 M “

"

1

2
˘

n

2n ` 1
; n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

*

只有聚点 0, 1. (国

外赛题)

练习 1.6.9 序列 txnu 定义如下: x1 “ x 是闭区间 r0, 1s 中的某一点, 如果

n ě 2, 那么序列 xn “

$

’

&

’

%

1

2
xn´1, n 是偶数

1 ` xn´1

2
, n 是奇数

可能有多少个聚点? (国外赛题)
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练习 1.6.10 证明: 若序列 txnu 有界且 lim
nÑ8

pxn`1 ´ xnq “ 0. 则此序列的聚点

之集合是区间 rl, Ls, 其中 l “ lim
nÑ8

xn, L “ lim
nÑ8

xn.

1.7 函数的上、下极限

练习 1.7.1 试将 § 1.6 中关于序列上、下极限的例题与练习改变成函数上、下极

限的命题, 并加以讨论.

1.8 实数及其基本定理

练习 1.8.1 设函数 fpxq 在有限区间 I 上有定义, 满足: @ x P I, 存在 x 的某个

开邻域 px´ δ, x` δq, 使得 fpxq 在 px´ δ, x` δq X I 上有界. 1) 证明: 当 I “ ra, bs

(0 ă b´ a ă `8) 时, fpxq 在 I 上有界; 2) 当 I “ pa, bq 时, fpxq 在 I 上一定有界

么? (厦门大学)

练习 1.8.2 设 fpxq 在 ra, bs 上有定义且在每一点处函数的极限存在, 求证: fpxq

在 ra, bs 上有界. (哈尔滨工业大学)

练习 1.8.3 设 fpxq 在 pa, bq 内有定义, @ ξ P pa, bq, D δ ą 0, 当 x P pξ ´ δ, ξ `

δq X pa, bq 时, 有 fpxq ă fpξq p当 x ă ξ 时q; fpxq ą fpξq p当 x ą ξ 时q. 求证:

fpxq 在 pa, bq 内严格递增.

练习 1.8.4 用有限覆盖定理证明: 任何有界数列必有收敛子列. (西北大学)

练习 1.8.5 试用区间套定理重新证明 §1.1 练习 1.1.13: “设 fpxq 在 r0, 1s 上

Õ, fp0q ą 0, fp1q ă 1. 试证: D x0 P p0, 1q, 使得 fpx0q “ x
2
0. (福建师范大学)”

2.1 连续性的证明与应用

练习 2.1.1 研究函数 fpxq “ lim
nÑ8

xn ´ 1

xn ` 1
的连续性.

练习 2.1.2 设 fpxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

lnp1 ` xq

x
, x ą 0

0, x “ 0
?

1 ` x ´
?

1 ´ x

x
, ´1 ď x ă 0

. 试研究 fpxq 在

x “ 0 点的连续性. (东北重型机械学院)

练习 2.1.3 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且 fpxq ą 0, 置 @跟锦数学微信公众号

Rpxq “ sup
0ďyďx

fpyq, Gpxq “ lim
nÑ8

„

fpxq

Rpxq

n

, @ 0 ď x ď 1.
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试证: 当且仅当 fpxq 在 r0, 1s 上单增时, G 是连续的. (吉林工业大学)

练习 2.1.4 设函数 fpxq 在 ra, bs 上连续且恒大于零, 按 ε ´ δ 定义证明:
1

fpxq
在 ra, bs 上连续. (长沙铁道学院)

练习 2.1.5 设 fpxq 在 r0, 1s 上非负连续, 且 fp0q “ fp1q “ 0, 则任意一个实数

l p0 ă l ă 1q, 必有实数 x0 p0 ď x0 ď 1q, 使 fpx0q “ fpx0 ` lq. (上海交通大学)

练习 2.1.6 函数 fpxq 在 pa, bq 内连续, a ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ ă xn ă b, 证明: 在

pa, bq 内存在点 ξ 使 @跟锦数学微信公众号

fpξq “
fpx1q ` fpx2q ` ¨ ¨ ¨ ` fpxnq

n
. p华中理工大学, 长春理工大学q

练习 2.1.7 设 fpxq 在 ra, a` 2αs 上连续, 证明: 存在 x P ra, a`αs, 使得 @跟

锦数学微信公众号

fpx ` αq ´ fpxq “
1

2
rfpa ` 2αq ´ fpaqs. p北京大学q

练习 2.1.8 设 fpxq 在 p´8,`8q 上连续, 若 lim
xÑ˘8

fpxq “ `8, 且 fpxq 在

x “ a 处达最小值, 若 fpaq ă a, 证明: F pxq “ fpfpxqq 至少在两点达到最小值. (哈

尔滨工业大学)

练习 2.1.9 若函数 fpxq 在 r0, 1s 上连续, fp0q “ fp1q, 则对任何自然数 n ě 2,

存在 ξn P r0, 1s, 使得 f

ˆ

ξn `
1

n

˙

“ fpξnq. p湖北大学q

练习 2.1.10 设 fnpxq “ x ` x2
` ¨ ¨ ¨ ` xn pn “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q. 证明: (1) 方程

fnpxq “ 1 在 r0,`8q 有唯一的实根 xn; (2) 数列 txnu 有极限, 并求出 lim
nÑ8

xn. (北

京师范大学, 吉林大学)

练习 2.1.11 讨论函数 fpxq “

#

xp1 ´ xq, x 为有理数,

xp1 ` xq, x 为无理数
的连续性与可微性.

(内蒙古大学)

练习 2.1.12 用 ε ´ δ 语言证明:如果 y “ fpµq 在点 µ0 连续, µ “ ϕpxq 在点

x0 连续, 且 µ0 “ ϕpx0q, 则 f rϕpxqs 在点 x0 连续. (北京科技大学)

练习 2.1.13 设 fpxq “

#

1, x ě 0

´1, x ă 0
, gpxq “ sinx, 讨论 f rgpxqs 的连续性.

(南京大学)

练习 2.1.14 证明: 若函数 fpxq 在区间 I 上处处连续且为一一映射, 则 fpxq 必

为严格单调. (华东师范大学)

练习 2.1.15 如果 y “ fpxq 在 ra,`8q 上连续, 且 lim
xÑ`8

fpxq “ A (A 为有限

数), 则 y “ fpxq 在 ra,`8q 上有界. (复旦大学)
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练习 2.1.16 设函数 fpxq 在 pa, bq 上连续, 且 lim
xÑa`

fpxq “ ´8, lim
xÑb´

fpxq “

´8, 试证: fpxq 在 pa, bq 上有最大值. (西北大学)

练习 2.1.17 若函数 fpxq 在 D 上有界, 令 @跟锦数学微信公众号

Mfpx0, δq “ sup tfpxq; x P D, |x ´ x0| ă δu ,

mfpx0, δq “ inf tfpxq; x P D, |x ´ x0| ă δu ,

证明: (1) 当 δ Ñ 0` 时 Mfpx0, δq ´mfpx0, δq 的极限存在; (2) 函数 fpxq 在 x0 处

连续的充要条件是: lim
δÑ0`

rMfpx0, δq ´mfpx0, δqs “ 0. p西北大学q

练习 2.1.18 设函数 y “ fpxq 在区间 ra, bs 上有界, 试证函数 @跟锦数学微信

公众号

mpxq “ inf
aďtăx

fptq,Mpxq “ sup
aďtăx

fptq

在 ra, bs 上左连续, 并举例说明它们可以不右连续.

练习 2.1.19 已知 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

#

x, x ď x ă 1

k ` 1, k ď x ă k ` 1
pk “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ q.

求函数 gpyq “ sup
fpxqďy

x 在 y ě 0 时的具体表达式, 并指出 gpyq 在各点处的左右连续

性. (北京航空航天大学)

练习 2.1.20 设 fpxq 在 r0, 1s 上定义, 并且有界, a, b ą 1 为二常数, 0 ď x ď
1

a
时, 有 fpaxq “ bfpxq, 试证 f 在 x “ 0 处右连续.

练习 2.1.21 设 y “ fpxq 为 X Ñ Y 的连续函数, F 为 Y 轴上的闭集, 试证

f´1
pF q 为 X 轴上的闭集.

练习 2.1.22 函数 f, g 在 ra, bs 上连续, f 单调, x0 P ra, bs 使得 gpxnq “

fpxn“1q pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 证明: D x0 P ra, bs, 使得 fpx0q “ gpx0q.

练习 2.1.23 设 fpxq 在 ra,`8q 内连续, 有界. 试证: @ T, D xn Ñ `8 使得

@跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

rfpxn ` T q ´ fpxnqs “ 0.

练习 2.1.24 f 在 r0, ns 上连续 (n 为自然数), fp0q “ fpnq. 试证: 至少存在 n

组不同的解 px, yq 使得 fpxq “ fpyq, 且 y ´ x ą 0 为整数.

练习 2.1.25 用确界存在原理 (非空有上 (下) 界数集必有上 (下) 界) 证明: 若

fpxq 在 ra, bs 上连续, fpaq ¨ fpbq ă 0, 则存在一点 c P pa, bq, 使 fpcq “ 0. (西北大

学)
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练习 2.1.26 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, fpaq ¨ fpbq ă 0, 应用闭区间套原理证明:

至少存在一点 ξ P pa, bq, 使得 fpξq “ 0. (北京科技大学)

练习 2.1.27 用有限覆盖定理证明连续函数的零点定理: 若 fpxq 在 ra, bs 上连

续, fpaq ¨ fpbq ă 0, 则存在 ξ P ra, bs, 使得 fpξq “ 0. (四川大学)

练习 2.1.28 用闭区间套定理证明连续函数有界性定理, 即若 fpxq 在闭区间

ra, bs 上连续, 则存在 M ą 0, 对一切 x P ra, bs, |fpxq| ďM . (华中师范大学)

2.2 一致连续性

练习 2.2.1 设 f 是区间 I 上的实函数, 试证如下三条件有逻辑关系: 1) ñ 2) ñ

3). 1) f 在 I 上可导且导函数有界,即: DM ą 0使得 |f 1pxq| ďM p@ x P Iq. 2) f 在

I 上满足 Lipschitz条件,即: D L ą 0使得 |fpx1q´fpx2q| ď L|x1´x2| p@ x1, x2 P Iq.

3) f 一致连续.

练习 2.2.2 设 fpxq 在区间 I 上有定义. 为了检验 f 在 I 上是否一直连续, 今

设计如下的实验: 取一根内空直径为 ε 的圆形直管 pε ą 0q, 截取长度为 δ 的一段

(δ ą 0), 将直管中轴与 x 轴平行放好. 然后让 y “ fpxq 的曲线平移从管内穿过. 若不

论 ε ą 0 怎么笑, 只要事先将直管长度 δ ą 0 取定足够短, 曲线就能平移穿过此管, 整

个穿越过程, δ 无需改变, 那么 f 就在 I 上一直连续, 否则就是非一致连续. 问这种理

解正确么? (注: 一致性主要体现在整个穿越过程, δ 无需改变上!)

练习 2.2.3 函数 fpxq 在 ra, bs 上一致连续, 又在 rb, cs 上一致连续, a ă b ă c.

用定义证明: fpxq 在 ra, cs 上一致连续. (北京大学)

练习 2.2.4 设 fpxq 在 r0,`8q 内满足 Lipschitz 条件. 证明 fpxαq (0 ă α ă 1

为常数) 在 r0,`8q 上一致连续. (武汉大学)

练习 2.2.5 证明: y “ sin
?
x 在 p0,`8q 上一致连续. (武汉大学)

练习 2.2.6 用不等式叙述 fpxq 在 pa, bq 不一致连续. (内蒙古大学)

练习 2.2.7 证明: gpxq “ sin
1

x
在 p0, 1q 上不一致连续. (中国科学院)

练习 2.2.8 证明: 函数 fpxq “
| sinx|

x
在每个区间 @跟锦数学微信公众号

J1 “ tx;´1 ă x ă 0u , J2 “ tx; 0 ă x ă 1u

内一致连续. 但在 J1 Y J2 “ tx; 0 ă |x| ă 1u 非一致连续. (北京航空航天大学)

练习 2.2.9 证明: 周期函数只要连续必定一致连续.

练习 2.2.10 证明: 在区间 I 上一致连续的二函数的和与差仍在 I 上一致连续.
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练习 2.2.11 证明: 若 p´8,`8q 上的连续函数 y “ fpxq 有极限 @跟锦数学微

信公众号

lim
xÑ`8

fpxq “ A, lim
xÑ´8

fpxq “ B.

则 y “ fpxq 在 p´8,`8q 上一致连续.

练习 2.2.12 设单调有界函数 f 在区间 I (I “ pa, bq 或 I “ ra,`8q) 上连续,

求证: f 在 I 上一致连续. (北京师范大学)

练习 2.2.13 在有限开区间 I 上一致连续的二函数之积仍一致连续. 问商的情况

怎样? 无穷区间上关于积的结论是否还成立? 证明之.

练习 2.2.14 求证: fpxq “
x314

ex
在 r0,`8q 上一致连续. (哈尔滨工业大学)

练习 2.2.15 设实函数 fpxq 在 r0,`8q 上连续, 在 p0,`8q 内处处可导, 且 @跟

锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

|f 1pxq| “ A

(有限或 `8). 证明: 当且仅当 A 为有限数时, f 在 r0,`8q 上一致连续. (清华大学)

练习 2.2.16 函数 fpxq 在开区间 pa, bq 上有有界的导函数, 且 lim
xÑa`

f 1pxq 与

lim
xÑb´

f 1pxq 均存在且有限. 试证: (1) fpxq 在 pa, bq 上一致连续; (2) lim
xÑa`

fpxq,

lim
xÑb´

fpxq 均存在.

练习 2.2.17 若 fpxq, gpxq 在区间 I 上有有界导函数, 它们的乘积是否一致连续?

为什么?

练习 2.2.18 讨论下列函数在所给区间上的一致连续性. (1) y “
?
x lnx, 在

r1,`8q 上; (北京大学)

(2) y “ x lnx, 在 p0,`8q 上; (武汉大学)

(3) y “
3

d

x2

x ` 1
, x ě 0; (中国人民大学)

(4) y “
3
?
x2 ´

3
a

x2 ` 1, 在 R 上;

(5) y “
a

x3 ´ x2 ´ x ` 1, 在 R 上;

(6) y “

d

x4 ` 1

x2 ` 1
, 在 R 上;

(7) y “

ˆ

8 `
1

2
cos2 x

˙

sin 3x, 在 R 上;

(8) y “ ln
´

x `
a

x2 ` 1
¯

, 在 R 上;

(9) y “ x ` arctan

„

x

ˆ

1 `
1

x

˙x

, x ą 0;

(10) x “
3at

1 ´ t2
, y “

3at2

1 ` t2
, p´8 ă t ă ´1q 所决定的函数 y “ ypxq.
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练习 2.2.19 设 fpxq 在 rc,`8q 上连续, 且 x Ñ `8 时, fpxq 有渐近线 y “

ax ` b, 试证: fpxq 在 rc,`8q 上一致连续.

练习 2.2.20 设 fpxq 在 ra,`8q 上连续, 且 lim
xÑ`8

rfpxq ´ cx ´ ds “ 0 pc, d 为

常数), 求证 fpxq 在 ra,`8q 一致连续. (北京师范大学)

练习 2.2.21 证明 fpxq “

$

’

&

’

%

|x|

ˆ

2x ` sin
1

x

˙

, 当 x ‰ 0 时,

0, 当 x “ 0 时

在 R 上一致连

续.

练习 2.2.22 设函数 fpxq 在 ra, bs 上连续. 求证: 存在一函数 ψ 在 p0,`8q 上

具有性质: (1) ψ 在 p0,`8q 上单调上升, 且当 t ě b ´ a 时, ψptq “ 常数; (2) 对任

意 x1, x2 P ra, bs 有 |fpx1q ´ fpx2q| ď ψp|x1 ´ x2|q; (3) lim
tÑ0`

ψptq “ 0. (北京师范大

学)

2.3 上、下半连续

练习 2.3.1 完成定理 3 的证明.

练习 2.3.2 试对下半连续函数叙述定理 7 的对偶结果, 并作出证明.

练习 2.3.3 设 fpxq, gpxq 在 ra, bs 上分别是上、下半连续的, 且 fpxq ď gpxq,

证明:

(1) @ ε ą 0, D δ ą 0, 当 x1, x2 P ra, bs, |x1 ´ x2| ă δ 时, fpx1q ´ gpx2q ă ε.

(2) 试由此推出 Cantor 定理: fpxq 在 ra, bs 上连续, 必一致连续.

练习 2.3.4 假设 fpxq 是定义在区间 I 上的函数, fpxq 在区间 I 上一致上半连

续定义为: @ ε ą 0, D δ ą 0, 当 x1, x2 P I, |x1 ´ x2| ă δ 时, fpx1q ´ fpx2q ă ε. 试

证: fpxq 在 I 上一致上半连续 ô fpxq 在 I 上一致连续.

练习 2.3.5 若函数 fpxq 在 D 上有界, 令 @跟锦数学微信公众号

Mfpx0, δq “ sup tfpxq; x P D, |x ´ x0| ă δu ,

mfpx0, δq “ inf tfpxq; x P D, |x ´ x0| ă δu ,

证明: (1) 当 δ Ñ 0` 时 Mfpx0, δq ´mfpx0, δq 的极限存在; (2) 函数 fpxq 在 x0 处

连续的充要条件是: lim
δÑ0`

rMfpx0, δq ´mfpx0, δqs “ 0. p西北大学q

练习 2.3.6 fpxq 是闭区间 ra, bs 上的函数, 满足条件: 对每一点 x0 P ra, bs, 任

取 ε ą 0, 有 δ ą 0, 对于一切 x P ra, bs X px0 ´ δ, x0 ` δq 有 fpxq ă fpx0q ` ε. (1)

证明 fpxq 有最大值; (2) 举例说明 fpxq 未必有下界. (北京师范大学)
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2.4 函数方程

练习 2.4.1 设函数 fpxq 在 p0,`8q 上满足 fp2xq “ fpxq, lim
xÑ`8

fpxq “ A.

证明: fpxq ” A, x P p0,`8q. (天津大学, 湖北大学)

练习 2.4.2 试用推归法, 重新证明例 2.4.3 与例 2.4.4.

练习 2.4.3 证明: 在 R 上满足方程 fpx` yq “ fpxq ` fpyq p@ x, y P Rq 的唯
一单调函数是 fpxq “ ax (其中 a 为常数).

练习 2.4.4 证明: 若 fpxq 在 R 上满足 fpx ` yq “ fpxq ` fpyq, 则如下三条

件等价: (1) fpxq 在 x “ 0 处连续; (2) fpxq 在 R 上连续; (3) D δ ą 0, fpxq 在

p´δ, δq 上有界.

练习 2.4.5 证明: 若 fpxq 在 R 上连续, 对任意 x, y P R, 有 fpx ` yq “

fpxq ¨ fpyq, 则 fpxq 在 R 上可微. (东北师范大学)

练习 2.4.6 证明: 当 x ą 0 时满足方程 fpxyq “ fpxqfpyq p@ x, y ą 0q 的唯

一不恒等于 0 的连续函数是 fpxq “ xa (a 为常数).

练习 2.4.7 求在 R 上满足方程 fpxyq “ fpxqfpyq, p@ x, y P Rq 的一切连续
函数, 并证明不连续函数 fpxq “ sgnx, 在 R 上也处处满足方程.

练习 2.4.8 设函数 fpxq, gpxq 在 R 上连续有界, 满足方程组 @跟锦数学微信公

众号

fpx ` yq “ fpxqfpyq ` gpxqgpyq,

gpx ` yq “ fpxqgpyq ` fpyqgpxq
p@ x, y P Rq (3)

及 fp0q “ 1, gp0q “ 0. 证明: fpxq “ cos ax, gpxq “ ˘ sin ax (其中 a 为常数).

练习 2.4.9 设 fpxq 为恒不等于零, 在 x “ 0 处可导的函数, 在 R 上满足方程
fpx ` yq “ fpxqfpyq (@ x, y P R). 试证 fpxq 在 R 上处处可导, 并求 fpxq.

练习 2.4.10 证明: 满足方程 fpx ` yq “
fpxq ` fpyq

1 ´ fpxqfpyq
(@ x, y P R) 的唯一可

导函数是 fpxq “ tan ax (其中 a 为常数).

练习 2.4.11 设 fpxq 在任何有界区间上可积, 且在 R 上处处满足方程 @跟锦数

学微信公众号

fpx ` yq “ fpxq ` fpyq p@ x, y P Rq .

试证: fpxq “ ax (其中 a 为常数).

3.1 导数

练习 3.1.1 计算下列函数的指定导数:
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(1) fpxq “

d

p1 ` xq
?
x

ex´1
` arcsin

1 ´ x
?

1 ` x2
, 求 f 1p1q. (中国人民大学)

(2) fpxq “ xsinpsinxxq
px ą 0q, 求

dy

dx
. (复旦大学)

(3) fpxq “

#

cosx, x ă 0,

lnp1 ` x2
q, x ě 0.

求 f 1pxq. (华东师范大学)

(4) fpxq “
x

?
1 ` x2

, fnpxq “ fpfp¨ ¨ ¨ fpxqqq (n 个 f), 求
dfnpxq

dx
. (西北工业

大学)

(5) f 2puq 存在, y “ fpx ` yq, 求
dy

dx
,

d2y

dx2
. (中国地质大学)

(6) y “ ypxq 为 y “ ´yex ` 2ey sinx ´ 7x 所确定的可微函数, 求 y1p0q. (浙江

大学)

(7) fpxq 有任意阶导数, f 1pxq “ rfpxqs2, 求 f pnqpxq pn ą 2q. (数学一)

(8) x “ ap1 ´ sin tq, y “ ap1 ´ cos tq, 求
dy

dx
,

d2y

dx2
. (中国海洋大学)

(9) f´1
pxq为 fpyq的反函数, f 1rf´1

pxqs, f 2rf´1
pxqs都存在, 且 f 1rf´1

pxqs ‰ 0,

证明:
d2f´1pxq

dx
“ ´

f 2rf´1pxqs

tf 1rf´1pxqsu3
. p湖南大学q .

(10) 对于 R 上的实函数, 若所论的导数存在, 试证有如结论: 奇函数的导数为偶

函数, 偶函数的导数为奇函数. 如果将次结论简记作: (奇)’=偶, (偶)’=奇, 则显然有:

(奇)p2nq “ 奇, (奇)p2n´1q
“ 偶, (偶)p2n´1q

“ 奇, (偶)2n
“ 偶, (奇) p0q “ 0, (奇)2n

p0q “ 0, (偶)2n´1
p0q “ 0 (n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ).

(11) 设 fpxq “
x5

?
1 ` x2

¨
sin4 x

1 ` cos2 x
, 求 f p6qp0q 及

ż 1

´1

f p6qpxq dx. (中国人民

大学)

(12) 求 dnpx2 lnxq (x ą 0, x 为自变量). (南京大学)

(13) gpxq 在 r´1, 1s 上无穷次可微, 且 D M ą 0 使得 @跟锦数学微信公众号

|gpnqpxq| ď n!M, g

ˆ

1

n

˙

“ lnp1 ` 2nq ´ lnn pn “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ q.

求 gpkqp0q pk “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. (中国科学院)

(14) fpxq “ x sinωx, 证明: @跟锦数学微信公众号

f p2nqpxq “ p´1qnpω2nx sinωx ´ 2nω2n´1 cosωxq. p北京理工大学q

(15) fpxq “

$

&

%

sinx

x
, x ‰ 0,

1, x “ 0
求 f pkqp0q. (华东师范大学)
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练习 3.1.2 讨论 fpxq “

$

’

&

’

%

1

x
´

1

ex ´ 1
, x ‰ 0,

1

2
, x “ 0

在 x “ 0 处的连续性与可微

性. (东北大学)

练习 3.1.3 设 fpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x2 sin
π

x
, x ă 0,

A, x “ 0,

ax2
` b, x ą 0,

其中 A, a, b 为常数, 试问 A, a, b

为何值时 fpxq 在 x “ 0 处可导, 为什么? 并求 f 1p0q. (郑州工业大学)

练习 3.1.4 设 fpxq 在 x “ 0 处可导, fp0q ‰ 0, f 1p0q ‰ 0, @跟锦数学微信公众

号

afphq ` bfp2hq ´ fp0q “ ophq, p当 h Ñ 0 时q ,

求 a, b. (数学一)

练习 3.1.5 设函数 fpxq 在闭区间 r0, 1s 上四次连续可微, f 1p0q “ 0. 证明: 函

数 F pxq “

$

’

&

’

%

fpxq

x2
, 0 ă x ď 1,

f 2p0q

2
, x “ 0

在 r0, 1s 上二次连续可微. (吉林大学)

练习 3.1.6 设函数 fpxq 在区间 ra, bs 上满足 @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ďM |x ´ y|α, @ x, y P ra, bs,

其中 M ą 0, α ą 1 为常数, 证明: fpxq 在 ra, bs 上恒为常数.

练习 3.1.7 设 fp0q “ 0,则 fpxq在点 x “ 0处可导的充要条件为 lim
hÑ0

fp1 ´ ehq

h
存在. (数学一)

不妨尝试对该题作一个小小的推广: 设 x “ gphq 为: 具有反函数 g´1, 且使得

lim
xÑ0

x

g´1pxq
存在的某一函数 (例如 x “ 1 ´ eh), 那么任一函数 fpxq, 若 fp0q “ 0, 则

f 在 x “ 0 可导的充要条件是 lim
hÑ0

fpgphqq

h
存在.

练习 3.1.8 设 fpxq 在 x0 的某邻域内有定义. (1) 若 fpxq 在 x0 处可导, 试证:

@跟锦数学微信公众号

lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0 ´ hq

2h
“ f 1px0q;

(2) 反之, 若上式左端之极限存在, 是否能推出 f 1px0q 存在? 若结论成立, 请证明, 不

成立给出反例. (哈尔滨工业大学)

练习 3.1.9 在什么条件下, 函数 fpxq “

$

&

%

xn sin
1

x
, x ‰ 0,

0, x “ 0
pn 为自然数q
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(1) 在点 x “ 0 处连续; (2) 在点 x “ 0 处可导; (3) 在点 x “ 0 处导函数连续. (中

国科学院)

练习 3.1.10 试作一函数在 p´8,`8q 内二阶可微, 使得 f 2pxq 在 x “ 0 处不连

续, 其余处处连续.

练习 3.1.11 对于函数 fpxq “ | sinx|3, x P p´1, 1q. (1) 证明: f3p0q 不存在;

(2) 说明点 x “ 0 是不是 f3pxq 的可去间断点.

练习 3.1.12 设函数 fpxq 在点 a 处连续, 且 |fpxq| 在 a 处可导, 证明: fpxq 在

a 处也可导. (长沙铁道学院)

练习 3.1.13 函数 fpxq “ px2
´ x ´ 2q|x3

´ x| 不可导点的个数是多少? (数学

一)

练习 3.1.14 设 ϕpxq 在 x “ a 处连续, 分别讨论下面函数在 x “ a 处是否可导.

(1) fpxq “ px ´ aqϕpxq; (2) fpxq “ |x ´ a|ϕpxq; (3) fpxq “ px ´ aq|ϕpxq|. (武汉

水利电力大学)

练习 3.1.15 设 fpxq 可导, F pxq “ fpxqp1 ` | sinx|q, 则 fp0q “ 0 是 F pxq 在

x “ 0 处可导的充要条件. (数学一)

练习 3.1.16 求 fpxq “ rxs sinπx 的单侧导数, 并讨论可微性. (rxs 表示不超过

x 的最大整数)

练习 3.1.17 证明: 函数 fpxq “

$

’

&

’

%

x2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos
π

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x ‰ 0,

0, x “ 0

在 x “ 0 的任何邻域内

有不可微的点, 但在 x “ 0 点可微.

练习 3.1.18 证明: 切比雪夫 (Tschebyscheff) 多项式 @跟锦数学微信公众号

Tmpxq “
1

2m´1
cospm arccosxq, m “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

满足方程 @跟锦数学微信公众号

p1 ´ x2
qT 2mpxq ´ xT

1
mpxq `m

2Tmpxq “ 0.

练习 3.1.19 证明: 切比雪夫-拉盖尔 (Tschebyscheff-Laguerre) 多项式 @跟锦

数学微信公众号

Lmpxq “ expxme´xqpmq,m “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

满足方程 @跟锦数学微信公众号

xL2mpxq ` p1 ´ xqL
1
mpxq `mLmpxq “ 0.
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练习 3.1.20 设 fpxq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u11pxq u12pxq ¨ ¨ ¨ u1kpxq

u21pxq u22pxq ¨ ¨ ¨ u2kpxq

...
...

. . .
...

uk1pxq uk2pxq ¨ ¨ ¨ ukkpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(uijpxq 为 n 次可微函

数). 试证: @跟锦数学微信公众号

f pnqpxq “
ÿ

r1`r2`¨¨¨`rk“n

n!

r1!r2! ¨ ¨ ¨ rk!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u
pr1q
11 pxq u

pr1q
12 pxq ¨ ¨ ¨ u

pr1q
1k pxq

u
pr2q
21 pxq u

pr2q
22 pxq ¨ ¨ ¨ u

pr2q
2k pxq

...
...

. . .
...

u
prkq
k1 pxq u

prkq
k2 pxq ¨ ¨ ¨ u

prkq
kk pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

练习 3.1.21 设 x “ a cos t ` b sin t, y “ a sin t ´ b cos t, 求证: @跟锦数学微

信公众号
dmx

dtm
dny

dtn
´

dnx

dtn
dmy

dtm
“ pa2

` b2
q sin

n ´m

2
π.

练习 3.1.22 对例 3.1.7 如下的证法给出评论, 认为正确请说明理由, 认为不正确

请给出反例.

证. @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

fp2xq ´ fpxq

x
“ A ñ fp2xq ´ fpxq “ Ax ` opxq

ñ f

ˆ

x

2k´1

˙

´ f

ˆ

x

2k

˙

“ A
x

2k
` o

ˆ

x

2k

˙

ñ

n
ÿ

k“1

ˆ

f

ˆ

x

2k´1

˙

´ f

ˆ

x

2k

˙˙

“ A
n
ÿ

k“1

x

2k
` o

˜

n
ÿ

k“1

x

2k

¸

ñ fpxq ´ f

ˆ

x

2n

˙

“ Axp1 ´ 2´nq ` opp1 ´ 2´nqxq

ñ fpxq ´ fp0q “ Ax ` opxq pn Ñ 8q

ñ f 1p0q “ lim
xÑ0

fpxq ´ fp0q

x
“ A.

3.2 微分中值定理

练习 3.2.1 若 fpxq 在 ra, bs 上连续, 且 fpaq “ fpbq “ 0, f 1paq ¨ f 1pbq ą 0. 证

明: 存在 ξ P pa, bq, 使 fpξq “ 0. (哈尔滨工业大学, 华中理工大学, 华中师范大学)

练习 3.2.2 设 a, b, c 为三个实数, 证明: 方程 ex “ ax2
` bx ` c 的根不超过三

个. (浙江大学, 武汉汽车工业大学)
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练习 3.2.3 设 fpxq 与 gpxq 在 pa, bq 上可微, fpxqg1pxq ‰ f 1pxqgpxq. 证明:

fpxq “ 0 的两个根之间至少夹 gpxq “ 0 的一根. (上海交通大学)

练习 3.2.4 设 a3
´ 3b ă 0, 试证: x3

` ax2
` bx ` c “ 0 仅有唯一实根.

练习 3.2.5 设 fpxq “
dn

dxn
pe´xxnq, x P p0,`8q. 证明: 函数 fpxq 在 p0,`8q

上恰有 n 个零点. (清华大学)

练习 3.2.6 证明 Tschebyscheff-Laguerre 多项式 Lnpxq “ ex
dn

dxn
pe´xxnq 的

所有实根都为正的.

练习 3.2.7 证明: Tschebyscheff-Hermite多项式Hnpxq “ p´1qnex
2 dn

dxn
pe´x

2

q

的所有根都是实数.

练习 3.2.8 证明: 当
a0

n ` 1
`
a1

n
` ¨ ¨ ¨ `

an´1

2
` an “ 0 时, 方程 @跟锦数学微

信公众号

a0x
n
` a1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0

在 p0, 1q 内至少有一实根. (南京邮电大学)

练习 3.2.9 设函数 fpxq 在 ra,`8q 上连续, 且 x ą a 时, f 1pxq ą k ą 0 (k 为

常数), 证明: 当 fpaq ă 0 时方程 fpxq “ 0 在区间

ˆ

a, a ´
fpaq

k

˙

内有且只有一个

根. (湘潭大学, 西安交通大学, 西安电子科技大学等)

练习 3.2.10 设 fpxq 在 p´8,`8q 上具有二阶导数, 且 f 2pxq ą 0, @跟锦数学

微信公众号

lim
xÑ`8

f 1pxq “ α ą 0, lim
xÑ´8

f 1pxq “ β ă 0,

又存在一点 x0, 使 fpx0q ă 0, 试证明: 方程 fpxq “ 0 在 p´8,`8q 上有且只有两个

实根. (上海交通大学, 浙江大学)

练习 3.2.11 设 fpxq 在 r0,`8q 内可微, 且满足不等式 @跟锦数学微信公众号

0 ď fpxq ď ln
2x ` 1

x `
?
x2 ` 1

, @ x P p0,`8q.

试证明存在一点 ξ P p0,`8q, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1pξq “
2

2ξ ` 1
´

1
a

1 ` ξ2
.

练习 3.2.12 设函数 fpxq在 ra, bs连续,在 pa, bq内可微,且 fpaq ă 0, fpbq ă 0,

又有一点 c P pa, bq, fpcq ą 0. 证明: 存在一点 ξ P pa, bq 使得 fpξq ` f 1pξq “ 0. (西

北大学)

练习 3.2.13 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可微. 证明: 存在 ξ P p0, 1q,

使得 f 1pξqfp1 ´ ξq “ fpξqf 1p1 ´ ξq. (华中理工大学)
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练习 3.2.14 假设函数 fpxq 和 gpxq 在 ra, bs 上存在二阶导数, 并且 g2pxq ‰ 0,

fpaq “ fpbq “ gpaq “ gpbq “ 0, 试证: (1) 在开区间 pa, bq 内 gpxq ‰ 0; (2) pa, bq

内至少存在 ξ, 使得
fpξq

gpξq
“
f 2pξq

g2pξq
. (数学一)

练习 3.2.15 设 fpxq 在 ra, bs 上非负且三阶可导, 方程 fpxq “ 0 在 pa, bq 内有

两个不同实根, 证明存在 ξ P pa, bq, 使 f p3qpξq “ 0. (华中师范大学)

练习 3.2.16 (综合试题)设 fpxq在 p0, 1q上可微,且满足 fp1q´2

ż 1
2

0

fpxq dx “

0. 求证: 在 p0, 1q 内至少有一点 ξ, 使得 f 1pξq “ ´
fpξq

ξ
.

练习 3.2.17 设 fpxq 在 ra, bs 上二阶可导, 过点 Apa, fpaqq 与 Bpb, fpbqq 的直

线与曲线 y “ fpxq 相交于 Cpc, fpcqq, 其中 a ă c ă b. 证明: 在 pa, bq 中至少存在

一点 ξ, 使得 f 2pξq “ 0. (华中师范大学)

练习 3.2.18 设函数 fpxq 在闭区间 ra, bs 上连续, 在开区间 pa, bq 上二阶可微,

并且 fpaq “ fpbq. 证明: 若存在一点 c P pa, bq, 使得 fpcq ą fpaq, 则必存在三点

ξ, η, ζ P pa, bq, 使得 f 1pξq ą 0, f 1pηq ă 0, f 2pζq ă 0. (吉林大学, 北京师范大学, 国

防科技大学)

练习 3.2.19 函数 fpxq 在 r0, xs 区间上的拉格朗日中值公式为 @跟锦数学微信

公众号

fpxq ´ fp0q “ f 1pθxqx, 其中 0 ă θ ă 1,

且 θ 是与 fpxq 与 x 有关的量, 对 fpxq “ arctanx, 求当 x Ñ 0` 时 θ 的极限值.

(武汉大学)

练习 3.2.20 设 fpxq 在 r1, 2s 上连续, 在 p1, 2q 内可微. 证明: 存在 ξ P p1, 2q

使得 fp2q ´ fp1q “
1

2
ξ2f 1pξq. p北京科技大学q

练习 3.2.21 设 fpxq 在 ra, bs 上有三阶导数. 试证: 存在点 ξ P pa, bq 使得 @跟

锦数学微信公众号

fpbq “ fpaq `
1

2
pb ´ aqrf 1paq ` f 1pbqs ´

1

12
pb ´ aq3f3pξq.

练习 3.2.22 fpxq 在 ra, bs 上连续, f 2pxq 在 pa, bq 内存在, 试证: @ c : a ă

c ă b, D ξ P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 2pξq

2
“

fpaq

pa ´ bqpa ´ cq
`

fpbq

pb ´ aqpb ´ cq
`

fpcq

pc ´ aqpc ´ bq
.

练习 3.2.23 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内可微, b ą a ą 0, 证明: 在
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pa, bq 内存在 x1, x2, x3, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1px1q

2x1

“ pb2
` a2

q
f 1px2q

4x2
2

“
ln b

a

b2 ´ a2
x3 ¨ f

1
px3q. p四川大学q

练习 3.2.24 设 fpxq 在区间 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内可导, 且 a ě 0 (或

b ď 0). 试证:

(1) D x1, x2, x3 P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1px1q “ pb ` aq
f 1px2q

2x2

“ pb2
` ba ` a2

q
f 2px3q

3x2
3

; p南京航空航天大学q

(2) @ n P t1, 2, ¨ ¨ ¨ u, D x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

f 1px1q “ pb ` aq
f 1px2q

2x2

“ ¨ ¨ ¨ “ pbn´1
` bn´2a ` ¨ ¨ ¨ ` ban´2

` an´1
q
f 1pxnq

nxn´1
n

.

练习 3.2.25 设 fpxq 在有限区间 pa, bq 内可微, 试证: (1) 若 f 1pxq 在 pa, bq 内

有界, 则 fpxq 在 pa, bq 内亦有界; (北京师范大学) (2) 若 fpxq 在 pa, bq 内无解, 则

f 1pxq 在 pa, bq 内亦无界. (华东师范大学)

练习 3.2.26 设 f 在 ra, bs 中任意两点都具有介值性质: c1, c2 P ra, bs, @ r :

fpc1q ă r ă fpc2q, D c 在 c1, c2 之间, 使得 fpcq “ r. 而且 f 在 pa, bq 内可导,

|f 1pxq| ď k (正常数) @ x P pa, bq. 试证: f 在点 a 右连续. (同理在 b 左连续) (华东

师范大学)

练习 3.2.27 设 fpxq 是 p´8,`8q 上的可微函数. (1) 若 lim
xÑ`8

fpxq 存在且有

限, 问 lim
xÑ`8

f 1pxq 是否必定存在? (云南大学) (2) 如果 lim
xÑ`8

fpxq 与 lim
xÑ`8

f 1pxq 都

存在且有限, 那么必有 lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0, 试证明之. (云南大学, 哈尔滨工业大学等)

练习 3.2.28 设 fpxq 于 p0, 1q 内可微, 且满足 |f 1pxq| ď 1, 求证: lim
nÑ8

f

ˆ

1

n

˙

.

(哈尔滨工业大学)

练习 3.2.29 设 fpxq 在 p0,`8q 上连续, 在 p0,`8q 内可微, fp0q “ 0. 试证:

(1) 若 f 1pxq 单调增加, 则 gpxq “
fpxq

x
在 p0,`8q 内单调增加. (同济大学, 武汉水

利电力大学, 成都科技大学等) (2) 若 f 1pxq 单调递减, 则
fpxq

x
在 p0,`8q 内单调递

减. (中国科学院)

练习 3.2.30 设 fpxq在 ra, bs上连续,且 pa, bq内可微,若存在极限 lim
xÑa`

f 1pxq “

l, 则右导数 f 1
`
paq 存在且等于 l. (北京大学, 湖北大学)

练习 3.2.31 设 fpxq “

#

|x|, x ‰ 0,

1, x “ 0.
证明: 不存在一个函数以 f 为其导函数.

(中国科学院)
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练习 3.2.32 证明: 若 f 2p0q 存在 (有限), 则 @跟锦数学微信公众号

lim
hÑ0

fp2hq ´ 2fp0q ` fp´2hq

4h2
“ f 2p0q. p北京师范大学q

练习 3.2.33 将上题结果推广到一般情况, 即若 f pnqp0q 存在 (有限), 则 (n 为自

然数) lim
hÑ0

n
ÿ

k“0

Ck
n

p´1qkf rpn ´ 2kqhs

p2hqn
“ f pnqp0q. p北京师范大学q

练习 3.2.34 (Schwarz 定理) 若 fpxq 在 ra, bs 上连续, fpxq 的广义二阶导数

@跟锦数学微信公众号

f r2spxq “ lim
hÑ0`

fpx ` 2hq ´ 2fpxq ` fpx ´ 2hq

4h2

存在, 且恒为零. 试证: fpxq “ Ax `B, pA,B 为常数q.

练习 3.2.35 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, fpaq ă fpbq, 又设对一切 x P pa, bq, @跟

锦数学微信公众号

lim
tÑ0

fpx ` tq ´ fpx ´ tq

t

存在, 用 gpxq 表示这一极限值. 试证: 存在 c P pa, bq, 使得 gpcq ě 0. (南开大学)

(注意题目未假定导数存在)

3.3 Taylor 公式

练习 3.3.1 求 e2x´x2

包含 x5 项的 Taylor 展开式. (北京大学).

练习 3.3.2 设 fpxq在无穷区间 px0,`8q上可微分,并且 lim
xÑ`8

fpxq “ lim
xÑx`0

fpxq

存在且有限, 试证: 在区间 px0,`8q 内至少有一点 ξ, 满足 f 2pξq “ 0. (山东大学)

练习 3.3.3 设 fpxq 在 r0,`8q 上具有连续二阶导数, 又设 fp0q ą 0, f 1p0q ă 0,

f 2pxq ă 0 px P r0,`8qq. 试证: 在区间

ˆ

0,´
fp0q

f 1p0q

˙

内至少有一个点 ξ, 使得

fpξq “ 0. (厦门大学)

练习 3.3.4 设 fpxq 在 x0 的邻域里存在四阶导数, 且 |f p4qpxq| ď M . 试证: 对

于此邻域异于 x0 的任何 x 均有 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 2px0q ´
fpxq ´ 2fpx0q ` fpx

1q

px ´ x0q
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M

12
px ´ x0q

2,

其中 x1 与 x 关于 x0 对称.

练习 3.3.5 设 (1) fpxq, f 1pxq 在 ra, bs 上连续; (2) fpxq 在 pa, bq 内存在; (3)

fpaq “ fpbq “ 0; (4) 在 pa, bq 内存在点 c, 使 fpcq ą 0. 求证: 在 pa, bq 内存在 ξ,

使 f 2pξq ă 0. (四川联合大学)
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练习 3.3.6 设 fpxq 在 r0, 1s 上二阶可导, fp0q “ fp1q “ 0, min
0ďxď1

fpxq “ ´1,

求证: max
0ďxď1

f 2pxq ě 8. (华中师范大学, 湖南大学, 北京师范大学)

练习 3.3.7 设函数 fpxq 在区间 r0, 1s 上有二阶导数, 且当 0 ď x ď 1 时, 恒有

|fpxq| ď a, |f 1pxq| ď b. 证明: 当 0 ă x ă 1 时, |f 1pxq| ď 2a `
b

2
. (数学一)

练习 3.3.8 设 fpxq 在 r0, 1s 上二次可微, @跟锦数学微信公众号

|f 2pxq| ďM p0 ď x ď 1q,M ą 0, fp0q “ fp1q “ f

ˆ

1

2

˙

“ 0

证明: |f 2pxq| ă
M

2
p0 ď x ď 1q. (华中理工大学)

练习 3.3.9 设函数 fpxq, gpxq, ppxq 有连续二阶导数, 试求 @跟锦数学微信公众

号

lim
hÑ0

1

h3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq gpxq ppxq

fpx ` hq gpx ` hq ppx ` hq

fpx ` 2hq gpx ` 2hq ppx ` 2hq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. p华中师范大学q

练习 3.3.10 若当 x Ñ 0 时使 ex ´
1 ` ax

1 ` bx
为尽可能高阶的无穷小量, 问数 a, b

应取什么值? 用 x 的幂级数写出此时的等价无穷小.

练习 3.3.11 设 fpxq 在闭区间 ra, bs 上二次可微, f 1
ˆ

a ` b

2

˙

“ 0. (1) 试证存

在 ξ P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

|f 2pξq| ě
4

pb ´ aq2
|fpbq ´ fpaq|;

说明常数 4 是最好的 (即对任何 M ą 4, 总可找一具体的 ra, bs, 及其上满足条件的

fpxq, 使对一切 ξ P pa, bq, 都有 |f 2pξq| ă
M

pb ´ aq2
|fpbq ´ fpaq|q.

(2) 如果再设 fpxq ‰ 常数, 试证存在 η P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

|f 2pηq| ą
4

pb ´ aq2
|fpbq ´ fpaq|. p南开大学q

3.4 不等式与凸函数

练习 3.4.1 (1) 设 b ą a ą e, 证明: ab ą ba; (数学一) (2) 比较 πe 与 eπ 的大

小. (复旦大学)

练习 3.4.2 设 0 ă b ď a, 证明:
a ´ b

a
ď ln

a

b
ď
a ´ b

b
. (兰州大学, 四川大学,

华中理工大学等)

练习 3.4.3 证明: 2n ě 1 ` n
?

2n´1 (n ě 1 为自然数). (北京邮电大学)
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练习 3.4.4 设 fpxq 定义在 r0, cs 上, f 1pxq 存在且单调下降, fp0q “ 0, 请用

Lagrange 中值定理证明: 对于 0 ď a ď b ď a` b ď c, 恒有 fpa` bq ď fpaq`fpbq.

(复旦大学)

练习 3.4.5 试证: 当 x ą 0 时, px2
´ 1q lnx ě px ´ 1q2. (数学一)

练习 3.4.6 设在 r0, 1s 上, f 2pxq ą 0, 则 f 1p0q, f 1p1q, fp1q´fp0q 或 fp0q´fp1q

的大小顺序是 p q. (数学一)

A. fp1q ą f 1p0q ą fp1q ´ fp0q

B. f 1p1q ą fp1q ´ fp0q ą f 1p0q

C. fp1q ´ fp0q ą f 1p1q ą f 1p0q

D. f 1p1q ą fp0q ´ fp1q ą f 1p0q

练习 3.4.7 已知在 x ą ´1 里定义的可微函数 fpxq 满足 @跟锦数学微信公众号

f 1pxq ` fpxq ´
1

x ` 1

ż x

0

fptq dt “ 0

和 fp0q “ 1. (1) 求 f 1pxq; (2) 证明: fpxq 在 x ě 0 满足 e´x ď fpxq ď 1. (大连理

工大学)

练习 3.4.8 已知 x ă 0, 求证:
1

x
`

1

lnp1 ´ xq
ă 1. (中国地质大学)

练习 3.4.9 证明:
ea ´ eb

a ´ b
ă

ea ` eb

2
. (国外赛题)

练习 3.4.10 证明: 对自然数 n, 有 0 ă
e

`

1 ` 1
n

˘n ´ 1 ă
1

2n
.

练习 3.4.11 x ą 1, r ą 1, 证明: xr ą 1 ` rpx ´ 1q `
1

2
rpr ´ 1q

ˆ

x ´ 1

x

˙2

.

练习 3.4.12 设 gpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 内二阶可导, 且 |g2pxq| ě m ą 0

(m 为常数), 又 gpaq “ gpbq “ 0. 证明: max
aďxďb

|gpxq| ě
m

8
pb ´ aq2. (北京师范大学)

练习 3.4.13 证明

ˆ

sinx

x

˙3

ě cosx

ˆ

0 ă |x| ă
π

2

˙

. (国外赛题)

练习 3.4.14 设 0 ă x ă y ă 1 或 1 ă x ă y, 则
y

x
ą
yx

xy
. (中国科学院)

练习 3.4.15 若 p ą 1, 则对于 r0, 1s 内任一 x 有 @跟锦数学微信公众号

xp ` p1 ´ xqp ě
1

2p´1
. p南京邮电大学q

练习 3.4.16 设 n 为自然数, 0 ă x ă 1, 证明: xnp1´xq ă
1

en
. p江西师范大学q

练习 3.4.17 设 0 ă x ă 1, 试证:
n
ÿ

i“1

xip1 ´ xq2i ď
4

23
. p中国科学院q
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练习 3.4.18 求出使得下列不等式对所有自然数 n 都成立的最大的数 α 及最小

的数 β: @跟锦数学微信公众号

ˆ

1 `
1

n

˙n`α

ď e ď

ˆ

1 `
1

n

˙n`β

. p中国科学院, 北京师范大学q

练习 3.4.19 证明: (1) 二凸函数之和仍为凸函数; (2) 二递增非负凸函数之积仍

为凸函数.

练习 3.4.20 设 0 ă α ă 1, x, y ě 0,证明: xαy1´α
ď αx`p1´αqy. p华中理工大学q

练习 3.4.21 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 且 @ x1, x2 P ra, bs, 0 ď λ ď 1, 有

f rλx1 ` p1 ´ λqx2s ě λfpx1q ` p1 ´ λqfpx2q, 试证: 对任何 T P p0, b ´ aq 必存在

x0 P pa, bq, 使 x0 ` T P ra, bs,
fpx0 ` T q ´ fpx0q

T
“
fpbq ´ fpaq

b ´ a
. 即在 ra, bs 上曲

线 y “ fpxq 有任意长度 (不超过端点弦) 平行端点弦的弦. (广西大学)

练习 3.4.22 设 fpxq 在 ra, bs 上满足 f 2pxq ą 0, 试证: 对于 ra, bs 上任意两个

不同的点 x1, x2 有 @跟锦数学微信公众号

1

2
rfpx1q ` fpx2qs ą f

ˆ

x1 ` x2

2

˙

. p陕西师范大学, 天津大学等q

练习 3.4.23 设 fpxq 是区间 I 上的严格凹函数, 即 @跟锦数学微信公众号

fpλx0 ` p1 ´ λqx1q ą λfpx0q ` p1 ´ λqfpx1q, @ x0, x1 P I, @ λ P p0, 1q.

试证: 若 f 有极大值 fpx0q, 则 fpx0q 必为 f 在 I 上的严格最大值, 即 @ x P I, 有

fpxq ă fpx0q. 因而 f 的极大值若有必唯一.

3.5 导数的综合应用

练习 3.5.1 试确定 a, b, c 使 y “ x3
` ax2

` bx ` c 在 x “ 1 处有拐点, 在

x “ 0 处有极大值 1. (无锡轻工业学院)

练习 3.5.2 设 F pxq “

ż x

0

e´t cos t dt. 试求 F pxq 在 r0, πs 上的极大值与极小

值. (北方交通大学)

练习 3.5.3 作函数 fpxq “ |x ` 2|e´
1
x 图. (清华大学)

练习 3.5.4 写出下列函数的渐近线: (1) 曲线 y “ x sin
1

x
px ą 0q. (数学一) (2)

曲线 y “
1 ` e´x

2

1 ´ e´x2
. (数学一)

练习 3.5.5 已知一直线切曲线 y “ 0.1x3 于 x “ 2, 且交此此曲线于另一点, 求

此点坐标. (上海科技大学)
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练习 3.5.6 试在一半径为 R 的半圆内作一面积最大的矩形. (山东大学)

练习 3.5.7 函数 fpxq 在 p´8,`8q 内连续, 其导函数 f 1pxq 的图像如图所示, 问

函数 fpxq 由几个极大、极小值点. (数学一)

练习 3.5.8 设 fpxq 是 p´8,`8q 上定义的严格递增函数, gpxq 是某区间 I 上

的函数, x0 P I 为内点 (D δ ą 0, 使得 U px0, δq Ă I), 试证:

(1) x “ x0 为 gpxq 的极大 (极小) 值点 ô fpgpxqq 亦以 x “ x0 为极大 (极小)

值点.

(2) 函数 gpxq 无极值 ô fpgpxqq 亦无极值. f 在 R 上严 Œ 有类似结论.

练习 3.5.9 设 gpxq, hpxq 是某区间 I 上的两函数, gpxq ‰ hpxq, 且 h ‰ 0, 试

证: 只有如下两种可能性:

(1)
gpxq

hpxq
无极值 ô

gpxq ´ hpxq

gpxq ` hpxq
亦无极值;

(2)
gpxq

hpxq
与
gpxq ´ hpxq

gpxq ` hpxq
有相同的极大、极小值点.

练习 3.5.10 证明: 函数 fpxq “
px ´ 1qpx ` 2q

px ` 1qpx ´ 2q
在 p1, 2q 内无极值.

练习 3.5.11 设函数 fpxq 在区间 I 上连续, 且在 I 上无恒等于零的子区间, 若

fpxq 在 I 上既有极大值又有极小值, 试证: 其极大、极小值只可能交替地出现, 并且

每个极大值必比与之相邻的极小值大.

练习 3.5.12 一个圆锥面如果沿某一母线剪开, 展平, 就会得到一个扇形. 反之,

每个扇形可卷成圆锥面, 问半径为 R 的扇形中心角多大时, 卷成的圆锥面容积最大?

练习 3.5.13 求椭圆 x2
`
y2

4
“ 1 在第一象限部分的切线, 使它被坐标轴截下的

线段最短.

4.1 积分与极限

练习 4.1.1 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 且 fpxq ą 0, 求极限 @跟锦数学微信公众

号

lim
nÑ8

n

d

f

ˆ

1

n

˙

f

ˆ

2

n

˙

¨ ¨ ¨ f

ˆ

n ´ 1

n

˙

fp1q.
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练习 4.1.2 考虑积分

ż 1

0

p1 ´ xqn dx, 证明 @跟锦数学微信公众号

C0
n ´

1

2
C1
n `

1

3
C2
n ´ ¨ ¨ ¨ `

p´1qn

n ` 1
Cn
n “

1

n ` 1
.

练习 4.1.3 设 fpxq 在 r0, 1s 上可微, 而且对任何 x P p0, 1q 有 |f 1pxq| ďM . 求

证: 对任何正整数 n 有

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

i“1

f

ˆ

i

n

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M

n
, 其中 M 是一个与 x 无

关的常数. (南开大学)

练习 4.1.4 若 fpxq 在 ra, bs 上可积, gpxq 是以 T 为周期的函数, 且在 r0, T s 上

可积. 试证: lim
nÑ8

ż b

a

fpxqgpλxq dx “
1

T

ż T

0

gpxq dx

ż b

a

fpxq dx.

练习 4.1.5 设 spxq “ 4rxs ´ 2r2xs ` 1 其中 rxs 代表数 x 的整数部分 (即不超

过 x 的整数之最大值), n 代表自然数, fpxq 在 r0, 1s 上可积. 证明 @跟锦数学微信公

众号

lim
nÑ8

ż 1

0

fpxqspnxq dx “ 0. p兰州大学q

练习 4.1.6 设 fnpxq 在 r0, 1s 上可积, f0pxq ą 0. @跟锦数学微信公众号

fnpxq “

d

ż x

0

fn´1ptq dt, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

试求 lim
nÑ8

fnpxq, px P r0, 1sq.

练习 4.1.7 设 fpxq, gpxq 在 ra, bs 上连续, fpxq ą 0, gpxq ą 0. 求 @跟锦数学

微信公众号

lim
pÑ8

ˆ
ż b

a

gpxqfppxq dx

˙

1

p2

.

练习 4.1.8 设 fpxq 在 ra, bs 上二次可微, 且 f 2pxq 在 ra, bs 上可积, 记 @跟锦

数学微信公众号

Bn “

ż b

a

fpxq dx ´
b ´ a

n

n
ÿ

i“1

f

ˆ

a ` p2i ´ 1q
b ´ a

2n

˙

.

试证: lim
nÑ8

n2Bn “
pb ´ aq2

24
rf 1pbq ´ f 1paqs.

练习 4.1.9 设 @跟锦数学微信公众号

An “
1

n ` 1
`

1

n ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n
, Bn “

2

2n ` 1
`

2

2n ` 3
` ¨ ¨ ¨ `

2

4n ´ 1
.

试证: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

nrln 2 ´Ans “
1

4
, lim

nÑ8
n2
rln 2 ´Bns “

1

32
.
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练习 4.1.10 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, 记 fin “ f

ˆ

a ` i
b ´ a

n

˙

. 试利用不等

式 @跟锦数学微信公众号

| lnp1 ` xq ´ x| ď 2x2,

ˆ

|x| ă
1

2

˙

证明 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

1 ` f1n

b ´ a

n

˙ˆ

1 ` f2n

b ´ a

n

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 ` fnn
b ´ a

n

˙

“ e
şb

a
fpxq dx.

练习 4.1.11 设 fpxq 是在 r´1, 1s 上可积在 x “ 0 处连续的函数, 记 @跟锦数

学微信公众号

ϕnpxq “

#

p1 ´ xqn, 0 ď x ď 1,

enx, ´1 ď x ď 0.

证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n

2

ż 1

´1

fpxqϕnpxq dx “ fp0q. p浙江大学q

练习 4.1.12 设 fpxq “

ż x2

x

ˆ

1 `
1

2t

˙t

sin
1
?
t

dt px ą 0q. 求 lim
nÑ8

fpnq sin
1

n
.

(福建师范大学)

4.2 定积分的可积性

练习 4.2.1 设函数 fpuq 在区间 rA,Bs 上连续, gpxq 在 ra, bs 上可积, 当 x P

ra, bs 时, A ď gpxq ď B. 试用各种不同的方法证明 f rgpxqs 在 ra, bs 上可积.

练习 4.2.2 试用多种方法证明 fpxq在 r0, 1s上可积,设 (1) fpxq “ sgn

ˆ

sin
π

x

˙

;

(2) fpxq “

$

’

&

’

%

1

x
´

„

1

x



, x ‰ 0

0, x “ 0

.

练习 4.2.3 若 fpxq, gpxq在 ra, bs上可积,试证max tfpxq, gpxqu及min tfpxq, gpxqu

在 ra, bs 上亦可积.

练习 4.2.4 试用定理 3 重新证明 Riemann 函数在 r0, 1s 上可积.

练习 4.2.5 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, rfpxqs 表示 fpxq 的值取整数部分. 试问

rfpxqs 在 ra, bs 上是否一定可积.

练习 4.2.6 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, 试证: 对于 ra, bs 上任一可积函数 gpxq,

恒有

ż b

a

fpxqgpxq dx “ 0, 则函数 fpxq 在连续点上恒为零.
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练习 4.2.7 设在 r´1, 1s 上的连续函数 fpxq 满足如下条件: 对 r´1, 1s 上的任意

的偶连续函数 gpxq, 积分

ż 1

´1

fpxqgpxq dx “ 0. 试证: fpxq 是 r´1, 1s 上的奇函数.

(武汉大学)

4.3 积分不等式及综合性问题

练习 4.3.1 证明: (1)
?

2e´
1
2 ă

ż 1?
2

´
1?
2

e´x
2

dx ă
?

2; (2) 0 ă
π

2
´

ż π
2

0

sinx

x
dx ă

π3

144
; (3)

2

9
π2
ď

ż π
2

π
6

2x

sinx
dx ď

4

9
π2.

练习 4.3.2 证明: 0 ď x ď
π

2
时, sinx ď x ´

1

3π
x3.

练习 4.3.3 求证: fpxq “

ż x

0

pt´ t2q sin2n t dt (n 为正整数) 在 x ě 0 上的最大

值不超过
1

p2n ` 2qp2n ` 3q
. (西北大学)

练习 4.3.4 把满足下述条件 (1)和 (2)的实函数 f 的全体记作 F : (1) fpxq在闭

区间 r0, 1s 上连续, 并且非负; (2) fp0q “ 0, fp1q “ 1. 试证明: inf
fPF

ż 1

0

fpxq dx “ 0,

但不存在 ϕ P F , 使

ż 1

0

ϕpxq dx “ 0. (厦门大学)

练习 4.3.5 若 f 1pxq 在 r0, 2πs 上连续, 且 f 1pxq ě 0, 则对任意正整数 n, 有

@跟锦数学微信公众号

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0

fpxq sinnx dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2rfp2πq ´ fp0qs

n
. p东北师范大学q

练习 4.3.6 fpxq 在 ra, bs 上可导, f 1pxq Œ, |f 1pxq| ě m ą 0, 试证: @跟锦数学

微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

cos fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

m
.

练习 4.3.7 fpxq ‰ 0, 在 ra, bs 上可微, fpaq “ fpbq “ 0, 证明至少存在点

c P ra, bs, 使 |f 1pcq| ą
4

pb ´ aq2

ż b

a

|fpxq| dx.

练习 4.3.8 将条件 fpxq ‰ 0 换为 f 2pxq ă 0, 重新证明例 4.3.5.

练习 4.3.9 证明

ż π
2

0

t

ˆ

sinnt

sin t

˙4

dt ă
π2n2

4
.

练习 4.3.10 对自然数 n ě 2, 证明
1

π

ż π
2

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp2n ` 1qt

sin t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt ă
2 ` lnn

2
.
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练习 4.3.11 函数 fpxq 在 ra, bs 上连续, 并且对于任何区间 rα, βs (a ď α ă

β ď b), 不等式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď M |β ´ α|1`δ pM, δ 是正常数q 成立. 证明: 在

ra, bs 上, fpxq ” 0. (国外赛题)

练习 4.3.12 证明: 若 fpxq 为 r0, 1s 上的连续函数, 且对一切 x P r0, 1s 有 @跟

锦数学微信公众号
ż x

0

fpuq du ě fpxq ě 0,

则 fpxq ” 0. (上海师范大学)

练习 4.3.13 证明: 如果在 p´8,`8q上的连续函数 fpxq满足

ż x`1

x

fpxq dt “ 0,

那么 fpxq 是周期函数.

练习 4.3.14 设 fpxq 处处连续, F pxq “
1

2δ

ż δ

´δ

fpx ` tq dt, 其中 δ 为任何正数.

证明: (1) F pxq 对任何 x 有连续导数; (2) 在任意闭区间 ra, bs 上, 当 δ 足够小时, 可

使 F pxq 与 fpxq 一致逼近 (即任给 ε ą 0, 对一切 x P ra, bs 均有 |F pxq´fpxq| ă ε).

(华东师范大学)

练习 4.3.15 ra, bs 上的连续函数列 ϕ1, ϕ2, ¨ ¨ ¨ , ϕn, ¨ ¨ ¨ 满足

ż b

a

ϕ2
npxq dx “ 1.

证明: 存在自然数 N 及定数 c1, c2, ¨ ¨ ¨ , cN 使
N
ÿ

k“1

c2
k “ 1, max

xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

ckϕkpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą 100.

(扬州师范学院)

练习 4.3.16 按牛顿二项式展开及代换 x “ sin t 两种方法计算积分

ż 1

0

p1 ´

x2
q
n dx (n 为正整数). 并由此说明:

n
ÿ

k“0

Ck
np´1qk

1

2k ` 1
“

p2nq!!

p2n ` 1q!!
.

练习 4.3.17 设在

ˆ

0,
π

2

˙

内连续函数 fpxq ą 0, 且满足 @跟锦数学微信公众号

f2
pxq “

ż x

0

fptq
tan t

?
1 ` 2 tan2 t

dt.

求 fpxq 的初等函数表达式. (复旦大学)

练习 4.3.18 设 lim
xÑ0

1

bx ´ sinx

ż x

0

t2
?
a ` t2

dt “ 1, 试求正常数 a 与 b. (华中师

范大学)

练习 4.3.19 求 lim
xÑ`8

ż x`2

x

t

ˆ

sin
3

t

˙

fptq dt,其中 fpxq可微,且已知 lim
tÑ`8

fptq “

1. (中国科学技术大学)

练习 4.3.20 设 a ą 0, 函数 fpxq 在 r0, as 上连续可微, 证明: @跟锦数学微信
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公众号

|fp0q| ď
1

a

ż a

0

|fpxq| dx `

ż a

0

|f 1pxq| dx. p华中师范大学q

练习 4.3.21 设 fpxq 的一阶导数在 r0, 1s 上连续, 且 fp0q “ fp1q “ 0, 求证:

@跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

4
max
0ďxď1

|f 1pxq|. p清华大学q

练习 4.3.22 设 f P Cr0, 1s (即 f 在 r0, 1s 上连续), 且在 p0, 1q 上可微, 若有

@跟锦数学微信公众号

8

ż 1

7
8

fpxq dx “ fp0q,

证明: 存在 ξ P p0, 1q, 使得 f 1pξq “ 0. (北京大学)

练习 4.3.23 设函数 fpxq 在 ra, bs 上连续, fpxq ą 0. 又 @跟锦数学微信公众号

F pxq “

ż x

a

fptq dt `

ż x

b

1

fptq
dt.

试证: (1) F 1pxq ě 2; (2) F pxq “ 0 在 ra, bs 中有且仅有一个实根. (华中师范大学)

练习 4.3.24 设 fpxq “

ż x`1

x

sin t2 dt, 求证: x ą 0 时, |fpxq| ă
1

x
. (北京工业

大学)

练习 4.3.25 设 fpxq 在 pa, bq 内连续, @跟锦数学微信公众号

lim
hÑ0

1

h3

ż h

0

rfpx ` uq ` fpx ´ uq ´ 2fpxqs du “ 0, px P ra, bsq,

试证 fpxq 为线性函数.

练习 4.3.26 设 fpxq 是 r´π, πs 上的凸函数, f 1pxq 有界. 求证: @跟锦数学微

信公众号

a2n “
1

π

ż π

´π

fpxq cos 2nx dx ě 0; a2n`1 “
1

π

ż π

´π

fpxq cosp2n ` 1qx dx ď 0.

练习 4.3.27 设 fpxq 是 r0, 2πs 上的凸函数, f 1pxq 有界. 求证: @跟锦数学微信

公众号

an “
1

π

ż 2π

0

fpxq cosnx dx ě 0.

练习 4.3.28 设 fpxq 在 ra, bs 上连续. 试证: fpxq 为凸的充分必要条件是 @跟

锦数学微信公众号

fpxq ď
1

2h

ż h

´h

fpx ` tq dt

对 @ rx ´ h, x ` hs Ă ra, bs 时成立.
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4.4 几个著名的不等式

练习 4.4.1 证明: 0.83 ă

ż 1

0

dx
?

1 ` x4
ă 0.95.

练习 4.4.2 设 fpxq 在 ra, bs 上连续可微, fpaq “ 0. 试证: M2
ď pb ´

aq

ż b

a

f 12pxq dx, 其中 M “ sup
aďxďb

|fpxq|.

练习 4.4.3 设 fpxq在 r0, 1s上连续可微,并且 fp1q´fp0q “ 1. 证明

ż 1

0

f 12pxq dx ě

1. (国外赛题)

练习 4.4.4 设 fpxq 在 ra, bs 上连续可微 (0 ă a ă b), fpaq “ fpbq “ 0,
ż b

a

f2
pxq dx “ 1. 试证:

ż b

a

x2f 12pxq dx ą
1

4
.

练习 4.4.5 试证: 0 ă q ă p ñ ln
p

q
ď
p ´ q
?
pq
.

练习 4.4.6 设函数 fpxq 在 ra, bs 上有连续导数, fpaq “ fpbq “ 0. 试证: @跟

锦数学微信公众号
ż b

a

|fpxqf 1pxq| dx ď
b ´ a

4

ż b

a

f 12pxq dx,

并且
b ´ a

4
不能再小.

练习 4.4.7 若 u1, u2, ¨ ¨ ¨ , un ě 0, u1¨u2 ¨ ¨ ¨un “ 1,则有 u1`u2`¨ ¨ ¨`un ě n.

试证明这一结论, 并由它导出定理 3 (平均值定理).

练习 4.4.8 设 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn 是正数, 且 n ě 1. 证明: @跟锦数学微信公众号

n
?
x1x2 ¨ ¨ ¨xn ď

1

1
n

´

1
xn
` ¨ ¨ ¨ `

1
xn

¯. p中山大学q

练习 4.4.9 设 fpxq Õ 连续 (当 x ě 0 时), fp0q “ 0, a, b ě 0, 试证: ab ď

afpaq ` bf´1
pbq.

练习 4.4.10 若 @ i, j 有 pai´ajqpbi´bjq ě 0, 则 ai, bi 称为似序的. 若恒有相反

的不等式, 则称之为反序的. 试证: ai, bi 似序时
n
ÿ

i“1

ai ¨
n
ÿ

i“1

bi ď n
n
ÿ

i“1

aibi, ai, bi 反序

时不等式反号. 等号当且仅当 a1 “ ¨ ¨ ¨ “ an 或 b1 “ ¨ ¨ ¨ “ bn 时成立. (Chebyshev)

4.5 反常积分

练习 4.5.1 计算 (1)

ż b

a

dx
a

px ´ aqpb ´ xq
pb ą aq. (2)

ż 1

´1

dx

pa ´ xq
?

1 ´ x2
pa ą

1q.
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练习 4.5.2 计算

ż `8

´8

dx

px2 ` 2x ` 2qn
. (中国科学院)

练习 4.5.3 求

ż 8

0

fpxp ` x´pq
lnx

1 ` x2
dx (函数 fpxq 连续).

练习 4.5.4 计算

ż 1

0

arcsinx

x
dx.

练习 4.5.5 计算

ż π
2

0

sinp2k ´ 1qx

sinx
dx.

练习 4.5.6 证明

ż 8

0

f

«

ˆ

Ax ´
B

x

˙2
ff

dx “
1

A

ż 8

0

fpy2
q dy (其中左、右积分

存在, 且 A,B ą 0).

练习 4.5.7 研究下列积分的收敛性:

(1)

ż `8

´8

xne´px
2`

1

x2
q dx (n 为自然数).

(2)

ż `8

0

sin2

„

π

ˆ

x `
1

x

˙

dx.

练习 4.5.8 设 fpxq 在 ra,8q 上可微; 且 x Ñ 8 时, f 1pxq 单调递增趋于 `8,

则

ż 8

a

sin fpxq dx,

ż 8

a

cos fpxq dx 都收敛.

练习 4.5.9 设 fpxq 为连续实值函数, 对所有 x, 有 fpxq ě 0, 且

ż 8

0

fpxq dx ă

`8, 求证:
1

n

ż n

0

xfpxq dx Ñ 0 pn Ñ 8q . (中国科学院)

练习 4.5.10 证明 lim
xÑ8

ż 8

0

e´tx

1 ` t2
dt “ 0.

练习 4.5.11 设 fpxq 是 0 ď x ă 8 上的非负连续函数并满足 (1) 在 0 ď x ă 8

上存在有界导数 f 1pxq; (2)

ż 8

0

fpxq dx ă 8. 求证: @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ`8

fpxq “ 0. p山东大学q

练习 4.5.12 fpxq在 ra,`8q上连续且

ż `8

a

fpxq dx收敛. 问能否断定: D xn Ñ

8, 使 lim
xÑ8

fpxnq “ 0? 为什么? (南开大学)

练习 4.5.13 设 fpxq 于任一有限区间 r0, as pa ą 0q 上正常可积, 于 r0,8q 上绝

对可积, 则 lim
nÑ8

ż 8

0

fpxq| sinnx| dx “
2

π

ż 8

0

fpxq dx. (南京大学)

练习 4.5.14 若函数 pptq 在 r0,8q 连续, 且当 t Ñ `8 时, pptq “ optNq (N 为

正整数). 又 λ ă 0, 证明: 当 t Ñ 8 时,

ż 8

t

ppτ qeλτ dτ “ optN`1
qeλt. (北京师范大

学)

练习 4.5.15
 

Ck
n

(n

k“0
而二项式系数, An, Gn 分别表示它们的算术平均值与几何
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平均值. 试证: lim
nÑ8

n
a

An “ 2, lim
nÑ8

n
a

Gn “
?

e.

练习 4.5.16 例 4.5.37的逆命题不成立,即 fpxq在 p0, 1q内单调, lim
nÑ8

1

n

n´1
ÿ

i“1

f

ˆ

i

n

˙

存在,

ż 1

0

fpxq dx 可以不收敛.

练习 4.5.17 已知积分

ż 8

0

sinβx

x
dx “

π

2
sgnβ (见例 7.1.38), 求积分 @跟锦数

学微信公众号
ż 8

0

sinx cosxt

x
dx. p华北电力学院q .

练习 4.5.18 证明:

ż 8

0

dx

1 ` x4
“

ż 8

0

x2

1 ` x4
dx “

π

2
?

2
. (北京航空航天大学)

5.1 数项级数

练习 5.1.1 设 k, i, j 都是自然数, 且 k “ i ` j, 试求级数
8
ÿ

n“1

1

pkn ´ iqpkn ` jq

的和.

练习 5.1.2 设 tanu 为等差数列, an`1 ´ an “ d ą 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, m 为一正

整数. 计算 S “
8
ÿ

n“1

1

an ¨ an`1 ¨ ¨ ¨ an`m
.

练习 5.1.3 证明级数 1`
1
?

3
´

1
?

2
`

1
?

5
`

1
?

7
´

1
?

4
`

1
?

9
`

1
?

11
´

1
?

6
` ¨ ¨ ¨

发散到 `8. (吉林大学)

练习 5.1.4

证明: 当 p ě 1 时,
8
ÿ

n“1

1

pn ` 1q p
?
n
ă p. (国外赛题)

练习 5.1.5

证明: 若删去调和级数中所有分母含有数字 9 的项, 则新级数收敛, 且和小于 80.

练习 5.1.6 证明下列级数收敛:

(1)
8
ÿ

n“1

„

1

n
´ ln

ˆ

1 `
1

n

˙

; (2)
8
ÿ

n“1

„

e ´

ˆ

1 `
1

1!
`

1

2!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!

˙

. (东北师

范大学)

练习 5.1.7

设 an “ n
nα
´ 1, 讨论级数

8
ÿ

n“1

an 的敛散性.
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练习 5.1.8 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛. 证明: 级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

an
?
rn´1 `

?
rn

仍收敛, 其中 rn “
8
ÿ

k“n`1

ak. (云南大学)

练习 5.1.9 证明: 若有 α ą 0, 使当 n ě n0 时,
ln 1

an

lnn
ě 1 ` α pan ą 0q, 则级

数
8
ÿ

n“1

an pan ą 0q 收敛; 若 n ě n0 时,
ln 1

an

lnn
ď 1, 则这级数发散 (对数判别法).

练习 5.1.10 序列 txnu 是正项单调递增并且有界, 证明级数
8
ÿ

n“1

ˆ

1 ´
xn

xn`1

˙

收

敛. (国外赛题)

练习 5.1.11

证明: 若 an ą 0, an Œ 0, 则
8
ÿ

n“1

an 与
8
ÿ

m“1

pm2´m (pm “ max
 

n; an ě 2´m
(

)

同时敛散. (Lobachevsky 判别法)

练习 5.1.12 设 0 ă x1 ă π, xn “ sinxn´1 pn “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

xpn

当 p ą 2 时收敛; 当 p ď 2 时发散. (吉林大学)

练习 5.1.13 证明级数 1 `
1

2
´

1

3
`

1

4
`

1

5
´

1

6
` ¨ ¨ ¨ 发散.

练习 5.1.14

设 an ‰ 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 且 lim
nÑ8

an “ a pa ‰ 0q. 求证: 下列两级数 @跟锦数

学微信公众号
8
ÿ

n“1

|an`1 ´ an|,
8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

an`1

´
1

an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

同时收敛或同时发散. (上海交通大学)

练习 5.1.15 设 ϕpxq是 p´8,`8q上的连续周期函数,周期为 1,且

ż 1

0

ϕpxq dx “

0, fpxq 在 r0, 1s 上可微, 且有连续的一阶导数, @跟锦数学微信公众号

an “

ż 1

0

fpxqϕpnxq dx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 级数
8
ÿ

n“1

a2
n 收敛. (华东师范大学)

练习 5.1.16 设 fpxq 于 r1,8q 上可导, f 1pxq 单调递增, 且 fpxq Ñ A (当

x Ñ 8), 证明:
8
ÿ

n“1

f 1pnq 收敛.
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练习 5.1.17 设 an ą 0 (n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ) 且
8
ÿ

n“1

an 收敛, rn “
8
ÿ

k“n

ak. 试证: (1)

8
ÿ

n“1

an

rn
发散. (2)

8
ÿ

n“1

an
?
rn
收敛.

练习 5.1.18 设 fpxq 是在 p´8,`8q 内的可微函数, 且满足: (1) fpxq ą 0; (2)

|f 1pxq| ď m|fpxq|, 其中 0 ă m ă 1. 任取 a0, 定义 an “ ln fpan´1q, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 级数
8
ÿ

n“1

pan ´ an´1q 绝对收敛. (西安电子科技大学)

练习 5.1.19 设
8
ÿ

n“1

an收敛, 0 ă pn Õ `8,试证: lim
nÑ8

p1a1 ` p2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` pnan

pn
“

0.

练习 5.1.20

设 an ą 0,
8
ÿ

n“1

an 收敛, nan 单调, 证明: lim
nÑ8

nan lnn “ 0.

练习 5.1.21

设数 a ą 0, tpnu 是一个数列, 并且 pn ą 0, pn`1 ě pn. 证明: 级数
8
ÿ

n“1

pn ´ pn´1

pnp
a
n´1

收敛. (国外赛题)

练习 5.1.22

举出一个收敛级数
8
ÿ

n“1

an 的例子, 使级数
8
ÿ

n“1

an lnn 发散.

练习 5.1.23 序列 tbnu pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 具有下列性质: bn ą 0, lim
nÑ8

bn “ `8.

做出序列 tanu, 使 an ě 0,
8
ÿ

n“1

an ă 8,
8
ÿ

n“1

anbn “ `8. (国外赛题)

练习 5.1.24

设 tnku 是自然数列 tnu 的子序列, 试证: (1) 当 nk ´ nk´1 ě 1 时,
8
ÿ

n“1

1

nk
收

敛; (2) 当 nk ´ nk´1 ď g (常数) 时,
8
ÿ

n“1

1

nk
发散; (3) 当 nk ´ nk´1 ě kr pr ą 0q

时,
8
ÿ

n“1

1

nk
收敛.

练习 5.1.25

对函数 ζpsq “
8
ÿ

n“1

1

ns
ps ą 1q , 证明: ζpsq “ s

ż 8

1

rxs

xs`1
dx, 其中 rxs 为 x 的

整数部分. (西北师范大学)

练习 5.1.26

(1) 求证: 当 s ą 0 时,

ż 8

1

x ´ rxs

xs`1
dx 收敛;
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(2) 求证: 当 s ą 1 时,

ż 8

1

x ´ rxs

xs`1
dx “

1

s ´ 1
´

1

s

8
ÿ

n“1

1

ns
.

练习 5.1.27

求 lim
tÑ`8

ˆ

1

t
`

2t

t2 ` 12
`

2t2

t2 ` 22
` ¨ ¨ ¨ `

2t

t2 ` n2
` ¨ ¨ ¨

˙

.

练习 5.1.28

设 k ą 0, a ą 0. 证明: (1)

ż 8

a

sin 2nπx dx

xk
收敛; (2)

8
ÿ

n“1

1

n

ż 8

a

sin 2nπx dx

xk

收敛.

练习 5.1.29

证明: lim
nÑ8

#

n
ÿ

k“2

1

k ln k
´ ln lnn

+

存在 (有限).

5.2 函数项级数

练习 5.2.1

设

(1) (i) fnpxq 在 ra, bs 上连续, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ; (ii) tfnpxqu 在 ra, bs 上一致收敛

于 fpxq; (iii) 在 ra, bs 上 fnpxq ď fn`1pxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 试证: efnpxq 在 ra, bs 上

一致收敛于 efpxq.

(2) 若将 (1) 中条件 (iii) 去掉, 则 efnpxq 是否还一致收敛, 试证明你的结论. (河

北师范大学)

练习 5.2.2 设 @跟锦数学微信公众号

fnpxq “
n
ÿ

k“1

1

n
cos

ˆ

x `
k

n

˙

, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 在 p´8,`8q 上 tfnpxqu 一致收敛. (兰州大学)

练习 5.2.3 设 fnpxq “

şx

0 p1 ´ t
2qn dt

ş1

0p1 ´ t
2qn dt

, gnpxq “

ż x

0

fnptq dt. 试证:

(1) n Ñ 8 时, fnpxq Ñ

#

´1, ´1 ď x ď ´ε,

1, ε ď x ď 1
p0 ă ε ă 1q .

(2) gnpxq Ñ |x| 关于 x P r´1, 1s, 当 n Ñ 8 时.

练习 5.2.4 试证级数
8
ÿ

n“1

p´1qnp1 ´ xqxn 在区间 r0, 1s 上绝对收敛, 一致收敛,

但不是绝对一致收敛.

练习 5.2.5 判断级数
8
ÿ

n“1

p´1qn

x ` n
在 0 ă x ă `8 内是否一致收敛.
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练习 5.2.6 讨论级数
8
ÿ

n“1

xe´pn´1qx 关于 0 ď x ď 1 是否一致收敛? (复旦大学)

练习 5.2.7 讨论级数
8
ÿ

n“1

n2

`

x ` 1
n

˘n 的收敛性和一致收敛性 (x ě 0). (华东师范

大学)

练习 5.2.8 讨论级数
8
ÿ

n“1

x2n

1 ` x2n`1
px ě 0q 的一致收敛性. (南京大学)

练习 5.2.9 设函数项级数
8
ÿ

n“1

unpxq 在 ra, bs 上收敛, 试证: 若对任何 x P ra, bs,

D δx ą 0, Gx ą 0, 使对任意的 y P px ´ δ, x ` δq X ra, bs 与任意的自然数 n 都有
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

u1kpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Gx, 则
8
ÿ

n“1

ukpxq 在 ra, bs 上一致收敛. (北京师范大学)

练习 5.2.10

设 b1 ě b2 ě ¨ ¨ ¨ ě bn ě 0. 试证: 级数
8
ÿ

n“1

bn sinnx 在任意区间上一致收敛

ô n Ñ 8 时 nbn Ñ 0.

练习 5.2.11 试证级数
8
ÿ

n“1

x ` np´1qn

x2 ` n2
在 p´8,`8q 内闭一致收敛 (即在任何

内闭区间 ra, bs Ă p´8,`8q 上一致收敛).

练习 5.2.12

指出级数
8
ÿ

n“1

e´nx

n
的收敛区间和一致收敛区间, 并证明之. (兰州大学)

练习 5.2.13 指出
8
ÿ

n“1

x2

n
ln

ˆ

x2

n
` 1

˙

的收敛于一致收敛的范围. (兰州大学)

练习 5.2.14 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, @跟锦数学微信公众号

f1pxq “ fpxq, fn`1pxq “

ż 1

x

fnptq dt, @ x P r0, 1s, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

求证:
8
ÿ

n“1

fnpxq 在 r0, 1s 上一致连续. (北京航空航天大学)

练习 5.2.15 (1) 证明函数列

"ˆ

1 `
x

n

˙n

; n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

*

在 x P r0, 1s 上对 n

单调增大; (2) 证明
8
ÿ

n“1

p´1qnpn ` xqn

nn`1
在 r0, 1s 上一致收敛.

练习 5.2.16 试证: 若级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则 Dirichlet 级数
8
ÿ

n“1

an

nx
在 r0,8q 上

一致收敛. (陕西师范大学)

练习 5.2.17 证明级数
8
ÿ

n“1

p´1qr
?
ns

a

npn ` xq
在 0 ď x ă `8 上一致收敛.
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练习 5.2.18 试证: @ α : 0 ă α ă
π

2
, 函数项级数

8
ÿ

n“1

xn
ˆ

1 ´
2x

π

˙n

tann x 在

r0, αs 上一致收敛. 若记其和函数 Spxq, 试证 lim
xÑπ

2
´0
Spxq “ `8. (北京师范大学)

练习 5.2.19 证明:
8
ÿ

n“1

p´1qn
x2 ` n

n2
在任何有穷区间上一致收敛, 而在任何一点

都不绝对收敛. (华中科技大学)

练习 5.2.20 讨论级数
8
ÿ

n“1

xnplnxq2 在 r0, 1s 区间上的一致收敛性. (北京大学)

练习 5.2.21 设 gpxq 和函数列 tfnpxqu pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 在区间 ra, bs 上连续, 且

对任一 x P ra, bs, lim
nÑ8

fnpxq “ gpxq, 问能否断定 fnpxq 在 ra, bs 上一致收敛于 gpxq?

论证你的结论. (兰州大学)

练习 5.2.22 证明:
8
ÿ

n“1

rnxe´nx ´ pn ` 1qxe´pn`1qx
s 在 r0,`8q 内收敛, 但对任

何 A ą 0, 级数在 r0, As 上不一致收敛, 再证: 上述级数在 r0,`8q 内定义了一个连

续函数, 问级数在 r0, As pA ą 0q 上可否逐项积分? (南京大学)

练习 5.2.23 在 p0, 1q 内任取一数列 tanu (各项互不相同), 作级数
8
ÿ

n“1

|x ´ ak|

2k
.

证明: (1) 该级数在 p0, 1q 内定义一个连续函数 fpxq; (2) fpxq 在 x “ ak pk “

1, 2, ¨ ¨ ¨ q 处不可微, 而在 p0, 1q 内其他点处均可微. (南京大学)

练习 5.2.24 试作 r0, 1s 上的连续函数序列 tfnpxqu, 使之逐点收敛于连续函数

fpxq, 但 lim
nÑ8

ż 1

0

fnpxq dx ‰

ż 1

0

fpxq dx. (安徽大学)

练习 5.2.25 n 取何值时, (1) fnpxq “ nαxe´nx pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 在 r0, 1s 上收

敛; (2) fnpxq 在 r0, 1s 上一致收敛; (3) lim
nÑ8

ż 1

0

fnpxq dx 可在积分号下求导?

练习 5.2.26 证明级数
8
ÿ

n“1

lnp1 ` nxq

nxn
在 p1,`8q 上连续. (西北大学)

练习 5.2.27 设 @跟锦数学微信公众号

yn`1pxq “ ψpxq ` ϕpynpxqq, px P Rq, (4)

其中 ψpxq 是连续有界函数, y0pxq “ y0, ψpx0q “ y0 ´ ϕpy0q, ϕ 满足 Lipschitz 条

件: @跟锦数学微信公众号

|ϕpy1q ´ ϕpy2q| ď α|y1 ´ y2|, p0 ă α ă 1q. (5)

试证: (1) tynpxqu 在 R 上一致收敛; (2) 记 ypxq “ lim
nÑ8

ynpxq, 则 ypxq 连续, 且

ypx0q “ y0; (3) 若 ψpxq 一致连续, 则 ypxq 也一致收敛. (武汉大学)
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练习 5.2.28 设 fpxq 在 p´8,`8q 上有任意阶导数 f pnqpxq, 且任意区间 ra, bs

上 f pnqpxq Ñ φpxq (当 n Ñ `8 时), 求证: φpxq “ cex (其中 c 为常数). (北京大

学)

练习 5.2.29 设 fpxq “
8
ÿ

n“1

p´1qn`1e´nx

n
. 求 (1) f 的连续范围; (2) f 的可导范

围. (北京大学)

练习 5.2.30 设 fpxq “
8
ÿ

n“0

2´2n cos 2nx, 求 lim
xÑ0`

fpxq ´ fp0q

x
. (北京师范大学)

5.3 幂级数

练习 5.3.1 对于幂级数
8
ÿ

n“1

2n lnn

n
xn, (1) 求出收敛半径; (2) 讨论在收敛域端

点上的收敛性; (3) 指出在什么样区间上级数一致收敛. (内蒙古大学)

练习 5.3.2 若级数
8
ÿ

n“0

anx
n 有收敛半径 R1, 而级数

8
ÿ

n“0

bnx
n 有收敛半径 R2,

则级数 (1)
8
ÿ

n“0

pan ` bnqx
n; (2)

8
ÿ

n“0

anbnx
n 的收敛半径是怎样的.

练习 5.3.3 设 an ě 0,
8
ÿ

n“0

anx
n 收敛半径为 1, 和函数为 fpxq, 若

8
ÿ

n“0

an 发散,

求证: lim
xÑ1´

fpxq “ `8.

练习 5.3.4 证明: ypxq “
8
ÿ

n“0

x4n

p4nq!
满足 yp4q “ y. (中国科学院)

练习 5.3.5 求极限 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

k ` 2

k! ` pk ` 1q! ` pk ` 2q!
. (四川师范大学)

练习 5.3.6 设序列 tanu
8

n“1 , tbnu
8

n“1 满足: an ą 0, 级数
8
ÿ

n“0

anx
n 当 |x| ă 1

时收敛, 当 x “ 1 时发散, 又 lim
nÑ8

bn

an
“ A, p0 ď A ă `8q, 证明: lim

xÑ1´

8
ÿ

n“0

bnx
n

8
ÿ

n“0

anx
n

“

A. p南京大学q

练习 5.3.7 设
vn

vn´1

“ a

d

n ´ 1

n ` 1
n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , |a| ă 1, @跟锦数学微信公众号

xn`1 “ xn ` cv
2
n, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , c ą 0.

求 lim
nÑ8

xn.
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练习 5.3.8 设 an ě 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q,
8
ÿ

n“1

anx
n 当 ´1 ă x ă 1 时收敛并且有

上界, 证明:

(1) lim
xÑ1´

8
ÿ

n“1

anx
n 存在; (2)

8
ÿ

n“1

an 收敛; (3) lim
xÑ1´

8
ÿ

n“1

anx
n
“

8
ÿ

n“1

an.

练习 5.3.9 设 fpxq “
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 R “ `8. 令 fnpxq “

n
ÿ

k“0

akx
k.

求证: 当 n Ñ `8 时, fpfnpxqq Ñ fpfpxqq pa ď x ď bq.

练习 5.3.10 求级数
8
ÿ

n“1

n2
π
2x3n´1 的收敛区间与和函数. (华中师范大学)

练习 5.3.11 证明: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

p2n ´ 1qp2n ` 1q3n
“
?

3

ż 1?
3

0

x arctanx dx “
2π
?

3 ´ 9

18
. p西南师范大学q

练习 5.3.12 验证积分

ż 1

0

ln
1 ` x

1 ´ x
¨

dx

x
存在且等于 2

8
ÿ

n“1

1

p2n ´ 1q2
. (湘潭大

学)

练习 5.3.13 试证:

ż x

0

arctan t

t
ln
x

t
dt “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n`1

p2n ` 1q2
p|x| ď 1q p四川大学q

练习 5.3.14 证明: A “

ż 1

0

lnx

1 ´ x2
dx, B “

ż 1

0

lnx

1 ´ x
dx, C “

ż 1

0

lnx

1 ` x
dx 收

敛, 并求其值.

练习 5.3.15 设幂级数
8
ÿ

n“1

anx
n 的收敛半径大于 0, 证明: (1) lim

xÑ0

8
ÿ

n“1

anx
n
“ 0;

(2) 如果 a1 ‰ 0, 并且在原点的一个邻域里,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

anx
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě |a1||x| ´ 2x2 逐点成立, 那

么 |a2| ď 2. (厦门大学)

5.4 Fourier 级数

练习 5.4.1 设
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq 在 r´π, πs 上一致收敛, 试证它

必是 r´π, πs 上其和函数的 Fourier 级数. (西北师范大学)

练习 5.4.2 设 fpxq “

#

0, ´π ď x ă 0,

1, 0 ď x ď π,
(1) 求 fpxq 的 Fourier 级数; (2)

这级数收敛吗? 收敛于 fpxq 吗? 为什么? (3) 这级数在区间 p´π, πq 里一致收敛吗?

为什么? (厦门大学)
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练习 5.4.3 已知 f 是以 2π 为周期的可积函数,它的 Fourier系数为 an, bn pn ě

0q, 求函数 fhpxq “
1

h

ż x`h

x´h

fpξq dξ ph ‰ 0q 的 Fourier 系数 An, Bn pn ě 0q. (西

北师范大学, 合肥工业大学)

练习 5.4.4 试将 fpxq “ ´π´x 在 p´π, 0q 内展开成正弦级数, 并判断此级数在

p´π, 0q 是否一致收敛. (河北师范大学)

练习 5.4.5 试将周期函数 fpxq “ arcsinpsinxq 展成 Fourier 级数. (哈尔滨工

业大学)

练习 5.4.6 已知 fpxq “
π

2

ex ` e´x

eπ ´ e´π
, (1) 在 r´π, πs 上将 fpxq 展开成 Fourier

级数; (2) 求级数
8
ÿ

n“1

p´1qn

1 ` p2nq2
之和. (天津大学)

练习 5.4.7 设 fpxq 是以 2π 为周期的周期函数, 且 fpxq “ x, ´π ă x ă π, 求

fpxq 与 |fpxq| 的 Fourier 级数, 它们的 Fourier 级数是否一致收敛 (给出证明)? (北

京大学)

练习 5.4.8 在 r0, πs 上展开 fpxq “ x ` cosx 为余弦级数. (华中理工大学)

练习 5.4.9 试利用练习 5.4.2 的结果, 求出 gpxq “ sgnx, hpxq “ |x| 在 p´π, πq

上的 Fourier 展开式.

练习 5.4.10 设 fpxq “ x, x P

„

0,
π

2



, 试将 fpxq 展成
8
ÿ

n“1

b2n´1 sinp2n ´ 1qx

型的三角级数.

练习 5.4.11 设 fpxq 以 2π 为周期, r´π, πs 上可积, an, bn 是它的 Fourier 系

数. 试证:

(1) fp´xq “ fpxq, fpπ ´ xq “ ´fpxq ñ

#

bn “ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q,

a2n “ 0, pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q;

(2) fp´xq “ fpxq, fpπ ´ xq “ fpxq ñ

#

bn “ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q,

a2n´1 “ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q;

(3) fp´xq “ ´fpxq, fpπ ´ xq “ ´fpxq ñ

#

an “ 0, pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q,

b2n´1 “ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q;

(4) fp´xq “ ´fpxq, fpπ ´ xq “ fpxq ñ

#

an “ 0, pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q,

b2n “ 0, pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

练习 5.4.12 求下列函数在指定区间上的 Fourier 级数:

(1) fpxq “

#

x, x P r0, πs

2, x P r´π, 0q
, 于 r´π, πs 上; (中山大学)
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(2) fpxq “ x ` x2, 于 r´π, πs 上 (并求
8
ÿ

n“1

1

n2
; (长沙铁道学院)

(3) fpxq “

ˆ

π ´ x

2

˙2

, 于 p0, 2πs 上 (并求
8
ÿ

n“1

1

n2
); (复旦大学)

(4) fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

ex, x P

„

0,
π

2



0, x P

„

´
π

2
, 0

˙ , 于

„

´
π

2
,
π

2



(并求和函数); (湘潭大学)

(5) fpxq “ x, x P p0, 2q, 按余弦展开; (国防大学)

(6) fpxq “ 1, x P p0, πs, 按正弦展开 (并求和函数). (南京大学)

练习 5.4.13 求函数 fpxq “ ln

ˆ

2 cos
x

2

˙

在 p´π, πq 里的 Fourier 级数展开

式.

练习 5.4.14 证明级数
8
ÿ

n“1

sinnx

lnpn ` 1q
不可能是某个可积函数 fpxq 的 Fourier 级

数.

练习 5.4.15 写出 fpxq “

#

1, |x| ď α

0, α ă |x| ď π
的 Fourier级数,并根据 Parseval

等式求和 (1)
8
ÿ

n“1

sin2 nα

n2
; (2)

8
ÿ

n“1

cos2 nα

n2
(已知

8
ÿ

n“1

1

n2
“
π2

6
).

练习 5.4.16 设 fpxq 是以 2π 为周期的函数, 在 r´π, πs 上可积, 则已知它的

Fourier 级数的部分和 Snpxq 可表示为 Dirichlet 积分 @跟锦数学微信公众号

Snpxq “
1

π

ż π

´π

fpx ` tq
sin

`

n ` 1
2

˘

t

2 sin t
2

dt,

其中
sin

`

n ` 1
2

˘

t

2 sin t
2

“
1

2
` cos t ` cos 2t ` ¨ ¨ ¨ ` cosnt ” Dnptq 称为 Dirichlet 核.

Snpxq 的平均值 σnpxq “
1

n

n´1
ÿ

k“0

Skpxq 称为 Cesáro 和. 试证:

(1) D0pxq ` ¨ ¨ ¨ `Dn´1pxq “
1

2

˜

sin n
2
x

sin x
2

¸2

;

(2)
1

2nπ

ż π

´π

˜

sin n
2
x

sin x
2

¸2

dx “ 1;

(3) @ δ ą 0,
1

nπ

ż π

δ

˜

sin n
2
x

sin x
2

¸2

dx Ñ 0 pn Ñ 8q;

(4) 若 f 是以 2π 为周期的连续函数, 则 n Ñ 8 时, σnpxq Ñ fpxq 于 r´π, πs

上.
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练习 5.4.17 设 fpxq 是以 2π 为周期的连续函数, Snpxq 是 fpxq 的 Fourier

级数的部分和, gnpxq ”

ż π

´π

cospx ´ uq
b

1 ` sin2
px ` uq

Snpuq du. 试证: (1) 存在与 x, n

无关的数 K, 使得 |gnpxq| ď K px P r´π, πsq; (2) 当 n Ñ 8 时, gnpxq Ñ
ż π

´π

cospx ´ uq
b

1 ` sin2
px ` uq

fpuq du.

练习 5.4.18 设 Tnpxq 为 n 阶三角多项式如下: @跟锦数学微信公众号

Tnpxq ”
α0

2
`

n
ÿ

k“1

pαk cos kx ` βk sin kxq. (6)

试证: (1) max
´πďxďπ

|T 1npxq| ď n
2 max
´πďxďπ

|Tnpxq|; (2) 若 αn´1 “ 1, 则 max
´πďxďπ

|Tnpxq| ě

π

4
.

6.1 欧氏空间 ¨ 多元函数的极限与连续

练习 6.1.1 设 l P Rm, |l| “ 1, θi 表示 l 与坐标矢量 ei pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,mq 的夹

角, 试证: l “ pcos θ1, cos θ2, ¨ ¨ ¨ , cos θiq.

练习 6.1.2 x, y P Rm, θ 表示 x, y 的夹角, 试证:

(1) 余弦公式 |x ´ y|2 “ |x|2 ` |y|2 ´ 2|x||y| cos θ;

(2) 勾股弦定理: x 与 y 正交时, |x ` y|2 “ |x|2 ` |y|2.

练习 6.1.3 G1, G2 Ă Rm 是任意二开集, G1 XG2 “ ∅, 试证: G1 X Ḡ2 “ ∅.

练习 6.1.4 设 E Ă Rm 为任意集合, E1 表示 E 的全体聚点组成的集合, 称为 E

的导集, 试证: E1 为闭集.

练习 6.1.5 设 A,B Ă Rm 为开集, A XB “ ∅. 试证: BpA YBq “ BA Y BB.

练习 6.1.6 设 A,B Ă Rm, 为有界闭集, A XB “ ∅, 试证: D 开集 W,V , 使得

A ĂW , B Ă V , 且 W X V “ ∅.

练习 6.1.7 设 S P R2, P0px0, y0q 为 S 的内点, P1px1, y1q 为 S 的外点. 证明:

直线段 P0P1 必与 S 的边界 BS 至少有一个交点. (华东师范大学)

练习 6.1.8 求极限 (1) lim
xÑ`8
yÑ`8

`

x2
` y2

˘

e´px`yq (北京航空航天大学);

(2) lim
xÑ0
yÑ0

xy
?
x ` y ` 1 ´ 1

(若极限不存在, 说明理由) (西北轻工业学院);

(3) lim
px,yqÑp0,0q

arctanpx3 ` y3q

x2 ` y2
.
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练习 6.1.9 设 fpx, yq “

$

’

&

’

%

x sin
1

y
` y sin

1

x
, xy ‰ 0

0, xy “ 0
. 试讨论下面三种极限:

(1) lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq; (2) lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq; (3) lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq. (南京工业学院)

练习 6.1.10 设 fpx, yq 为二元函数, 在 px0, y0q 附近有定义, 试讨论二重极限

@跟锦数学微信公众号

lim
xÑx0
yÑy0

fpx, yq

与累次极限 lim
xÑx0

lim
yÑy0

fpx, yq 之间的关系. (浙江大学)

练习 6.1.11 设 fpx, yq 在 G “
 

px, yq;x2
` y2

ă 1
(

上有定义, 若 (1) fpx, 0q

在点 x “ 0 处连续; (2) f 1ypx, yq 在 G 上有界, 则 fpx, yq 在 p0, 0q 处连续. (北京大

学)

练习 6.1.12 设 fpx, yq 在有界闭区域 D̄ Ă R2 上连续, 其值域为 R, 试证:

@ tunu
8

n“1 Ă R, D 收敛的子列 tunku
8

k“1, 及点 px0, y0q P D̄, 使得 lim
kÑ8

unk “

fpx0, y0q.

练习 6.1.13 设 fpx, yq 在矩形 D : ´a ď x ď a, ´b ď y ď b pa ą 0, b ą 0q

上分别是 x 和 y 的连续函数, 而且 fp0, 0q “ 0. 当 x 固定时, fpx, yq 是 y 的严格递

减函数, 则有 δ ą 0, 使对每个 x P p´δ, δq 有 y P p´b, bq 满足 fpx, yq “ 0. (西南师

院)

练习 6.1.14 设 u “ fpx, y, zq 在闭立方体 a ď x ď b, a ď y ď b, a ď z ď b

上连续, 令 ϕpxq “ max
aďyďb

"

min
aďzďb

fpx, y, zq

*

, 试证: ϕpxq 在 ra, bs 上连续. (辽宁师范

大学)

练习 6.1.15 设 fpxq 在 Rn 上连续, x ‰ 0 (Rn 中原点) 时, fpxq ą 0, 且

@ x P Rn, 及 c ą 0 有 fpcxq “ cfpxq. 试证 D a, b ą 0, 使得 a|x| ď fpxq ď

b|x| p@ x P Rnq.

练习 6.1.16 设 A 是 n ˆ n 矩阵, detA ‰ 0, 试证: D α ą 0, 使得 @ x P Rn,

有 |Ax| ď α|x|.

练习 6.1.17 设连续函数 f : Rn Ñ R1,满足如下三条件: (1) @ x P Rn, fpxq ě 0,

且 x “ 0 ô fpxq “ 0; (2) @ x P Rn, 有 fpλxq “ |λ|fpxq; (3) @ x, y P Rn,

fpx ` yq ď fpxq ` fpyq. 试证: (i) D M ą 0, 使得 fpxq ď M |x|; (ii) f 满足

Lipschitz 条件: 即存在 L ą 0, 使得 |fpxq ´ fpyq| ď L|x ´ y| p@ x, y P Rnq; (iii) D

常数 a ą 0, 使得 @ x P Rn 有 a|x| ď fpxq.

练习 6.1.18 设 f : Rn Ñ Rl 为连续函数, 试证: E “ tx; fpxq “ 0u 是 Rn 中的

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 662 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

闭集.

练习 6.1.19 试对 f : Rn Ñ R1 写出例 2.1.7 对应结果, 并给出证明.

练习 6.1.20 试对 f : Rn Ñ Rm 写出例 2.1.6 的对应结果, 并给出证明.

练习 6.1.21 设 f 在 Rn 中点 x0 的邻域里有界, 记 @跟锦数学微信公众号

Mfpx0, δq “ sup tfpxq; |x ´ x0| ă δu , mfpx0, δq “ inf tfpxq; |x ´ x0| ă δu ,

则极限 @跟锦数学微信公众号

ωfpx0q ” lim
δÑ0`

rMfpx0, δq ´mfpx0, δqs

存在, 并称之为 f 在 x0 处的振幅. 试证: f 在 x0 处连续的充要条件是 ωfpx0q “ 0.

练习 6.1.22 设集合 E Ă Rn 是非闭的, 函数 fpxq 在 E 上一致连续. 试证: f

只能唯一地连续开拓到 Ē 上, 使在 Ē 上一致连续.

练习 6.1.23 设 f 在 Rn 上连续, lim
rÑ`8

fpxq 存在. 试证: f 在 Rn 上一致连续.

6.2 多元函数的偏导数

练习 6.2.1 设 u “ fpr, r cos θq 有二阶连续偏导数, 求
Bu

Br
,
Bu

Bθ
,
B2u

BrBθ
. (复旦

大学)

练习 6.2.2 设 u “ fpx ´ y, y ´ z, z ´ xq, 假设 f 对其中变量有直到二阶的连

续偏导数, 求
B2u

Bx2
及

B2u

ByBz
. (上海交通大学)

练习 6.2.3 设 u “ xyzex`y`z, 求
Bp`q`ru

BxpByqBzr
. (北京航空航天大学)

练习 6.2.4 设 f 为可微函数, u “ fpx2
` y2

` z2
q 和方程 3x ` 2y2

` z3
“

6xyz. 试对一下两种情况分别求
Bu

Bx
在点 P0p1, 1, 1q 处的值. (1) 由方程确定了隐函

数 z “ zpx, yq; (2) 由方程确定了隐函数 y “ ypz, xq. (华中师范大学)

练习 6.2.5 设 z “ fpx, yq, u “ x` ay, v “ x´ ay, a 为常数, z 关于 u, v 具

有二阶连续偏导数, 求
B2z

BuBv
. (厦门大学)

练习 6.2.6 设函数 upxq 是由方程组 u “ fpx, yq, gpx, y, zq “ 0, hpx, zq “ 0

所确定, 且
Bh

Bz
‰ 0,

Bg

By
‰ 0. 求

dy

dx
. (清华大学)

练习 6.2.7 设 f, F 可微, 且
BF

Bz
`
Bf

Bz
¨
BF

By
‰ 0, 求由

#

y “ fpx, zq

F px, y, zq “ 0
所确

定的函数 ypxq, zpxq 的一阶导数. (西安电子科技大学)
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练习 6.2.8 设函数 Fipuq, i “ 1, 2, 3 可微, A “ |aij| 是一个三阶的函数行列式,

其中 aij “ Fipxjq, i, j “ 1, 2, 3 并且 x3 是由方程 x2
2 ` x3 ` sinpx2 ¨ x3q “ 1 所确

定的隐函数, 求
BA

Bx1

与
BA

Bx2

在 x1 “ 0, x2 “ 1, x3 “ 0 时的值. (西北大学)

练习 6.2.9 设函数 ϕpxq 和 ψpxq 具有二阶连续导数, 并设 u “ xϕpx ` yq `

yψpx ` yq. 试证:
B2u

Bx2
´ 2

B2u

BxBy
`
B2u

By2
“ 0. p中国科学院q

练习 6.2.10 证明: 若 u 是 x, y, z 的函数且 ϕpu2
´ x2, u2

´ y2, u2
´ z2

q “ 0,

则 @跟锦数学微信公众号

u1x
x
`
u1y

y
`
u1z
z
“

1

u
. p东北师范大学q

练习 6.2.11 设 u, v, w 都是 x 的函数, 具有二阶连续偏导数, 试证: @跟锦数学

微信公众号

W pu, v, wq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u v w

u1 v1 w1

u2 v2 w2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

满足 W “ u3W

ˆ

1,
v

u
,
w

u

˙

. (西北师范大学)

练习 6.2.12 设 x “ fpu, vq, y “ gpu, vq, w “ wpx, yq 有二阶连续偏导数, 满

足 (a)
Bf

Bu
“
Bg

Bv
,
Bf

Bv
“ ´

Bg

Bv
; (b)

B2w

Bx2
`
B2w

By2
“ 0. 试证:

(1)
B2pfgq

Bu2
`
B2pfgq

Bv2
“ 0; (2) w “ wpx, yq “ wpfpu, vq, gpu, vqq 满足

B2w

Bu2
`

B2w

Bv2
“ 0. (北京大学)

练习 6.2.13 设 upx, yq 具有连续的二阶偏导数, F ps, tq 有连续的一阶偏导数, 且

满足 F pu1x, u
1
yq “ 0, pF 1sq

2
` pF 1tq

2
q ‰ 0. 证明: u2xxu

2
yy ´ pu

2
xyq

2
“ 0. (华东师范大

学)

练习 6.2.14 设 u “ x ` y, v “
1

x
`

1

y
, 试用 u, v 作为新自变量变换方程 @跟

锦数学微信公众号

x2 B
2z

Bx2
´ px2

` y2
q
B2z

BxBy
` y2B

2z

By2
“ 0.

练习 6.2.15 通过变换 u “ x ´ 2
?
y, v “ x ` 2

?
y, 变换方程

B2z

Bx2
´ y

B2z

By2
“

1

2

Bz

By
py ą 0q, 假设所出现的偏导数都连续. (复旦大学)
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练习 6.2.16 设 z “ fpx, yq 是二次连续可微函数, 又有关系式 u “ x ` ay,

v “ x ´ ay (a 是不为零的常数). 证明: a2 B
2z

Bx2
´
B2z

By2
“ 4a2 B

2z

BxBy
. (北京大学)

练习 6.2.17 设 u “ fprq, r “
b

x2
1 ` x

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n, 证明: @跟锦数学微信公

众号
B2u

Bx2
1

` ¨ ¨ ¨ `
B2u

Bx2
n

“
d2u

dr2
`
n ´ 1

r

du

dr

练习 6.2.18 若 upx, yq 的二阶导数存在, 证明 upx, yq “ fpxqgpyq 的充分必要

条件是 u
B2u

BxBy
“
Bu

Bx

Bu

By
. (清华大学)

练习 6.2.19 以 u “
y

x
, v “ xy 作自变量, w “ x ` y ` z 作函数, 变换方程

@跟锦数学微信公众号

x2 B
2z

Bx2
` 2xy

B2z

BxBy
` y2B

2z

By2
“ 0. p长沙铁道学院q

练习 6.2.20 设 fpx, yq “

$

’

&

’

%

x2y2

px2 ` y2q3{2
, x2

` y2
‰ 0,

0, x2
` y2

“ 0.

求证: 在 p0, 0q 处,

fpx, yq 连续但不可微.

练习 6.2.21 确定 α 的值使得函数 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

px2
` y2

q
α sin

1

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q

0, px, yq “ p0, 0q

在 p0, 0q 可微. (同济大学)

练习 6.2.22 设 gpx, yq “

$

’

&

’

%

gpx, yq sin
1

a

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q,

0, px, yq “ p0, 0q.

证明: (1)

若 gp0, 0q “ 0, gpx, yq 在 p0, 0q 可微, 且 dgp0, 0q “ 0, 则 f 在 p0, 0q 处可微, 且

dfp0, 0q “ 0; (2) 若 g 在 p0, 0q 有偏导数, 且 f 在 p0, 0q 处可微, 则 dfp0, 0q “ 0.

(武汉大学)

练习 6.2.23 设函数 gpx, yq 在 px0, y0q 可微, gpx0, y0q “ 0, 且 D M ą 0, 使得

|gpx, yq| ď Mρ (在 px0, y0q 的某个邻域内), 其中 ρ “
a

px ´ x0q
2 ` py ´ y0q

2. 试

证: 任一函数 fpx, yq, 若 lim
xÑx0
yÑy0

fpx, yq “ A 存在, 则 z “ fpx, yqgpx, yq 在 px0, y0q

处可微. (仿武汉大学试题)

练习 6.2.24 设 f 1x, f
1
y 在 px0, y0q 的某个邻域里存在, 在 px0, y0q 的某个空心邻
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域里 f 2xy 存在, 且 lim
xÑx0
yÑy0

f 2xypx, yq 存在, 试证: f 2xy 在 px0, y0q 处连续, 且 f 2yxpx0, y0q

存在, f 2xypx0, y0q “ f
2
yxpx0, y0q.

练习 6.2.25 设二元函数 F px, yq 在直角坐标系中可写成 F px, yq “ fpxq`gpyq,

在极坐标系中 F px, yq “ sprq, 试求 F px, yq.

练习 6.2.26 设二元函数 F px, yq “ fpxqgpyq. (1)在极坐标系中可表成 F px, yq “

sprq, 求 F px, yq; (2) 在极坐标系中可表成 F px, yq “ ϕpθq, 求 F px, yq.

6.3 多元 Taylor 公式凸函数几何应用极值

练习 6.3.1 写出函数 fpx, yq “ y2x 在点 p1, 1q 附近的 Taylor 公式 (写出二阶

项, 余项形式可不具体写出). (兰州大学)

练习 6.3.2 求 fpx, yq “ ex cos y 在 p0, 0q 点带 Peano 余项的 Taylor 展开式

至四阶项. (北京大学)

练习 6.3.3 求函数 fpx, yq “ 2x2
´ xy ` y2 在点 p1, 1q 处的 Taylor 展开式.

练习 6.3.4 |x|, |y| 很小时, 求 arctan
1 ` x ` y

1 ´ x ` y
的近似多项式, 准确到 x, y 的

二次项.

练习 6.3.5 写出 fpx, yq “

ż 1

0

p1 ` xqt
2y dt 的 Maclaurin 级数的前面不为零的

三项.

练习 6.3.6 设 z 为由方程 z3
´ 2xz ` y “ 0 所定义的 x 和 y 的隐函数, 当

x “ 1 和 y “ 1 时它的值为 z “ 1. 试写出函数 z 按二项式 x´ 1 和 y ´ 1 的升幂排

列的展开式中的若干项.

练习 6.3.7 求曲面 ez ´ z ` xy “ 3 在点 p2, 1, 0q 处的切平面方程. (四川联合

大学)

练习 6.3.8 过直线 l :

#

10 ` 2y ´ 2z “ 27

x ` y ´ z “ 0
作曲面 3x2

` y2
´ z2

“ 27 的切

面, 求此切面方程. (长沙铁道学院)

练习 6.3.9 已知平面方程为 lx`my`nz “ p与椭球面方程为
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1

相切, 证明系数满足方程 a2l2 ` b2m2
` c2n2

“ p2. (武汉水利电力大学)

练习 6.3.10 试证曲面 S : xyz “ a2 在任何一点处的切平面与坐标面所围成的

立体体积为定值. (合肥工业大学)

练习 6.3.11 证明: 曲面
?
x `

?
y `

?
z “

?
a pa ą 0q 的切平面在坐标轴上割

下的诸线段, 其和为常量. (华东理工大学, 上海化工大学)
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练习 6.3.12 求曲线 C : “ xt, y “ ´t2, z “ t3 上与平面 π : x ` 2y ` z “ 4

平行的切线方程. (大连理工大学)

练习 6.3.13 求曲线 C :

#

x2
` y2

` z2
“ 6

x ` y ` z “ 0
在点 M p1,´2, 1q 处的切线及法

平面方程. (北京科技大学)

练习 6.3.14 求椭球面 S : 3x2
` y2

` z2
“ 16 与球面 x2

` y2
` z2

“ 14 在点

p´1, 2, 3q 处的交角. (武汉测绘科技大学)

练习 6.3.15 在曲面 x2
` 2y2

` 3z2
` 2xy ` 2xz ` 4yz “ 8 上求出切平面平行

于坐标平面的诸切点.

练习 6.3.16 在椭球面
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1 上怎样的点, 椭球面的法线与三坐标轴

成等角?

练习 6.3.17 证明: 锥面 z “ xf

ˆ

y

z

˙

的切平面经过其顶点.

练习 6.3.18 求椭球面 x2
` y2

` z2
´ xy “ 1 在坐标面上的投影.

练习 6.3.19 若 M0 是 fpx, yq 的极小点, 且在 M0 处 f 2xx, f
2
yy 存在, 试证在

M0 点, f 2xx ` f
2
yy ě 0. (江西师院)

练习 6.3.20 设 z “ fpx, yq 在有界闭区域 D 内有二姐连续的偏导数, 且 f 2xx `

f 2yy “ 0, f 2xy ‰ 0. 证明: z “ fpx, yq 的最大值, 最小值只能在区域的边界上取得.

(华中师范大学)

练习 6.3.21 求曲面 z “ xy ´ 1 上与原点最近的点的坐标. (中山大学)

练习 6.3.22 求两曲面: x ` 2y “ 1 和 x2
` 2y2

` z2
“ 1 的交线上距原点最近

的点. (中国科学院)

练习 6.3.23 在平面上求一点,使它到 n个定点 px1, y1q, px2, y2q, ¨ ¨ ¨ , pxn, ynq

的距离之平方和最小. (西北工业大学)

练习 6.3.24 抛物面 z “ x2
` y2 被平面 x ` y ` z “ 1 所截成一椭圆, 求原点

至该椭圆最近、最远距离. (北京航空航天大学)

练习 6.3.25 求 u “ ky3
` zx 在条件 x2

` y2
` z2

“ 1, z ě 0 下的最大值和最

小值. (清华大学)

练习 6.3.26 求函数 u “ x2
´ y2

` 2xy 在单位圆 x2
` y2

ď 1 上的最大、最小

值. (北京科技大学)

练习 6.3.27 在直线 x ` y “
π

2
位于第一象限的那一段上求点, 使该点横坐标的

余弦和纵坐标的余弦之乘积最大并求出最大值. (华中理工大学, 西北工业大学)

练习 6.3.28 求直线 4x ` 3y “ 16 与椭圆 18x2
` 5y2

“ 45 之间的最短距离.
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(华中理工大学)

练习 6.3.29 证明: 在光滑曲面 F px, y, zq “ 0 上离原点最近的点处的法线必经

过原点. (武汉理工大学)

练习 6.3.30 利用导数证明周长一定的三角形中以等边三角形的面积最大 (清华

大学).

练习 6.3.31 在曲面 x2
` y2

`
z2

4
“ 1 px ą 0, y ą 0, z ą 0q 上求一点, 使过

该点的切平面在三个坐标轴上的截距平方和最小. (复旦大学)

练习 6.3.32 证明 sinx sin y sinpx ` yq ď
3
?

3

8
p0 ă x, y ă πq . 并确定何时等

号成立. (中国科学院)

练习 6.3.33 若 n ě 1 及 x ě 0, y ě 0, 试用求极值的方法证明不等式 @跟锦

数学微信公众号
xn ` yn

2
ě

ˆ

x ` y

2

˙n

.

练习 6.3.34 用条件极值法证明不等式 @跟锦数学微信公众号

x2
1 ` x

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n

n
ě

ˆ

x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙2

pxk ą 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q .

练习 6.3.35 设 ai ą 0 pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq. 证明: n

ˆ

1

a1

`
1

a2

` ¨ ¨ ¨ `
1

an

˙´1

ď

pa1a2 ¨ ¨ ¨ anq
1
n .

练习 6.3.36 证明不等式 ey ` x lnx´ x´ xy ě 0 px ě 1, y ě 0q . p厦门大学q

练习 6.3.37 费马原则指出: 从 A 射出到达 B 的光线, 是沿费时最短的路线传

播. 假设点 A 和点 B 位于以平面分开的不同的光介质中, 并且光的传播速度在二介

质中分别为 v1 与 v2, 试由费马原则推出光的折射定律.

练习 6.3.38 如图, 设渠道的横断面为等腰梯形, 已知截面积为 S, 渠道为直的, 渠

道表面由水泥砌成, 为使水泥最省, 问应如何选取渠道的深度 h 与腰的斜角 α.

练习 6.3.39 求 x3
` y3

´ 3axy “ 0 (a ą 0) 所确定的 y “ ypxq 的极值.

6.4 隐函数存在定理及函数相关

练习 6.4.1 P0px0, y0q 是右半平面 px ą 0q 内任意一点, 试证方程组 @跟锦数学

微信公众号

u “ φpx, yq “ pex ` 1q sin y, v “ ψpx, yq “ pex ´ 1q cos y

能在 P0 的 (充分小的) 邻域内确定连续可微的反函数. (北京师范大学)
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练习 6.4.2

设 @跟锦数学微信公众号

F pu, v, w, x, yq “ uy ` vx ` w ` x2, Gpu, v, w, x, yq “ uvw ` x ` y ` 1,

P0p2, 1, 0,´1, 0q, 又 F pP0q “ 0, GpP0q “ 0.

(1). 证明: 在 p2, 1, 0q 的某一邻域内能由方程组 F “ 0, G “ 0 定义唯一的一对

函数 x “ fpu, v, wq, y “ gpu, v, wq.

(2). 求 Jacobi 矩阵
Bpf, gq

Bpu, v, wq
|P0

. (上海师范大学)

练习 6.4.3 设函数 fpx, yq, gpx, yq 是定义在平面开区域 G 内的两个函数, 在 G

内均有连续的一阶偏导数, 且在 G 内任意点处, 均有
Bf

Bx

Bg

By
´
Bf

Bf

Bg

Bx
“ 0. 又设有界

闭区域 D Ă G. 试证: 在 D 中满足方程组

#

fpx, yq “ 0

gpx, yq “ 0
的点至多有有限个. (武汉

大学)

练习 6.4.4 已知方程 F px, y, zq “ 0 和 Gpx, y, zq “ 0. (1). 在什么条件下, 由

此二方程组能确定一条通过点 P px0, y0, z0q 的曲线? (2). 在什么条件下, 上述曲线在

点 P 处有切线? (3). 在什么条件下, 上述切线平行于 z 轴? (4). 导出上述曲线自点

px0, y0, z0q 至点 px1, y1, z1q 之间的一个弧长公式 (用函数 F,G 及其偏导数来表示).

(5). 上述弧长公式成立的条件是什么? (华东师范大学)

练习 6.4.5 设函数 F px, yq 在点 px0, y0q 的某邻域内有连续的二阶偏导数, 且

F px0, y0q “ 0, F 1xpx0, y0q “ 0, F 1ypx0, y0q ą 0, F 2xxpx0, y0q ă 0. 试证: 由方程

F px, yq “ 0 确定的定义于 x0 附近的隐函数 y “ ypxq 在点 x0 达到 (局部) 极小.

(武汉大学)

练习 6.4.6 设 φpx, yq, φ1ypx, yq 在 px0, y0q 的邻域 D : |x´ x0|, |y ´ y0| ď ∆

上连续, 和 |φ1ypx, yq| ă λ ă 1, |φpx, yq| ă p1 ´ λq∆. 令 yn “ y0 ` φpx, yn´1q, 则

由 y0 可依次得到 y1pxq, y2pxq, ¨ ¨ ¨ , ynpxq, ¨ ¨ ¨ . 试证此序列收敛, 且极限函数为隐式

方程 y “ y0 ` φpx, yq 的唯一连续解. (大连理工大学)

练习 6.4.7 设 fpxq 是完备距离空间 pX, dq 上将 X 映为自身的连续映射, 若存

在正实数列 an Ñ 0, 使
8
ÿ

n“1

an 收敛, 且 @跟锦数学微信公众号

dpfnpxq, fnpyqq ď andpx, yq pn ě 1, x, y P Xq ,

其中 fn`1
pxq “ fpfnpxqq, f1

pxq “ fpxq, dpx, yq 表示空间中 x, y 两点的距离. 证

明: fpxq 在 X 内有唯一的一点 ξ, 使 fpξq “ ξ. (吉林工业大学)
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练习 6.4.8 设函数 fpxq 当 a ă x ă b 时连续, 并且函数 φpyq 当 c ă y ă d

时单调增加且连续. 问在怎样的条件下方程 φpyq “ fpxq 定义出单值的函数 y “

φ´1
rfpxqs? 研究例子: (1). sin y ` sinh y “ x; (2). e´y “ ´ sin2 x.

练习 6.4.9 设 @跟锦数学微信公众号

x “ y ` φpyq, (7)

其中 φp0q “ 0 且当 ´a ă y ă a 时 φ1pyq 连续并满足 |φ1pyq| ď k ă 1. 证明: 存在

δ ą 0, 当 ´δ ă x ă δ 时存在唯一的可微分函数 ypxq 满足方程 (7), 且 yp0q “ 0.

练习 6.4.10 方程 xy ` z ln y ` exz “ 1 在点 p0, 1, 1q 的邻域内能否确定出某一

变量为另二变量的函数.

练习 6.4.11 设 y “ ypxq 是方程 x “ ky ` φpyq 所定义的隐函数, 其中常数

k ‰ 0, 且 φpyq 是以 ω 为周期的周期函数, 且 |φ1pyq| ă |k|. 证明 y “
x

k
` ψpxq, 其

中 ψpxq 为以 k|ω| 为周期的周期函数.

练习 6.4.12 设 x P Rn, y P Rm, F px, yq P Rm, F 有连续偏导数, @跟锦数学微

信公众号

F “ pF1, F2, ¨ ¨ ¨ , Fmq,

Jacobi 矩阵
BpF1, F2, ¨ ¨ ¨ , Fmq

Bpy1, y2, ¨ ¨ ¨ , ymq
‰ 0, y “ ypxq “ py1pxq, y2pxq, ¨ ¨ ¨ , ympxqq 是方程

F px, yq “ 0 的隐函数.

(1). 证明: dypxq “ ´rDyF px, yqs
´1DxF px, yq, 其中 dypxq, DyF px, yq,

DxF px, yq 为矩阵: @跟锦数学微信公众号

dypxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

py1q
1
x1

py1q
1
x2

¨ ¨ ¨ py1q
1
xn

py2q
1
x1

py2q
1
x2

¨ ¨ ¨ py2q
1
xn

...
...

. . .
...

pymq
1
x1

pymq
1
x2

¨ ¨ ¨ pymq
1
xn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

@跟锦数学微信公众号

DxF “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

pF1q
1
x1

pF1q
1
x2

¨ ¨ ¨ pF1q
1
xn

pF2q
1
x1

pF2q
1
x2

¨ ¨ ¨ pF2q
1
xn

...
...

. . .
...

pFmq
1
x1

pFmq
1
x2

¨ ¨ ¨ pFmq
1
xn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
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@跟锦数学微信公众号

DyF “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

pF1q
1
y1

pF1q
1
y2

¨ ¨ ¨ pF1q
1
yn

pF2q
1
y1

pF2q
1
y2

¨ ¨ ¨ pF2q
1
yn

...
...

. . .
...

pFmq
1
y1
pFmq

1
y2

¨ ¨ ¨ pFmq
1
yn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

(2). 证明: 当 n “ m 时 Jacobi 行列式有 @跟锦数学微信公众号

Bpy1, ¨ ¨ ¨ , ynq

Bpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq
“ p´1qn

BpF1, ¨ ¨ ¨ , Fnq

Bpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq

LBpF1, ¨ ¨ ¨ , Fnq

Bpy1, ¨ ¨ ¨ , ynq
.

练习 6.4.13 设 px1, ¨ ¨ ¨ , xnq 与 pr, θ1, ¨ ¨ ¨ , θn´1q 为 Rn 中的直角坐标系与球坐
标 @跟锦数学微信公众号

x1 “r cos θ1,

x2 “r sin θ1 cos θ2,

x3 “r sin θ1 sin θ2 cos θ3,

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ,

xn´1 “r sin θ1 sin θ2 ¨ ¨ ¨ sin θn´2 cos θn´1,

xn “r sin θ1 ¨ ¨ ¨ sin θn´1.

(1). 证明: @跟锦数学微信公众号

F1 ” r
2
´ px2

1 ` x
2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
nq “ 0,

F2 ” r
2 sin2 θ1 ´ px

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
nq “ 0,

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ,

Fn ” r
2 sin2 θ1 ¨ ¨ ¨ sin

2 θn´1 ´ x
2
n “ 0.

(2). 利用上题最后结果计算 Jacobi 行列式
Bpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq

Bpr, θ1, ¨ ¨ ¨ , θn´1q
.

练习 6.4.14 设 φpx, yq为 R2中的有二阶连续偏导数的二次齐次函数: φptx, tyq “

t2φpx, yq. (1). 证明: φ1x “ xφ
2
xx`yφ

2
yx, φ

1
y “ xφ

2
xy`yφ

2
yy; (2). 设

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φ2xx φ2xy

φ2yx φ2yy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰

0. 证明当 u “ φ1xpx, yq, v “ φ
1
ypx, yq 时, 函数 φpx, yq 可变成 ψpu, vq 的形式; (3).

证明 ψ1u “ x, ψ1v “ y; (4). 试将此结果推广到 Rn 空间.

练习 6.4.15 设 ∆ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a b d

b c e

d e f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0. 证明: 对于二次曲线 ax2
` 2bxy ` cy2

`
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2 dx ` 2ey ` f “ 0 有如下等式成立:
d3

dx3
rpy2q´

2
3 s “ 0.

练习 6.4.16 设 e
u
x cos

v

y
“

x
?

2
, e

u
x sin

v

y
“

y
?

2
. 求 du, dv, d2u 和 d2v 在

x “ 1, y “ 1, u “ 0, v “
π

4
时的表达式.

练习 6.4.17 函数 u “ upxq由方程组 u “ fpx, y, zq, gpx, y, zq “ 0, hpx, y, zq “

0 定义. 求
du

dx
和

d2u

dx2
.

练习 6.4.18 设一对一变换 @跟锦数学微信公众号

T :

#

x “ xpu, vq

y “ ypu, vq

在 D 上具有连续的偏导数 x1u, x
1
v, y

1
u, y

1
v, 且行列式

Bpx, yq

Bpu, vq
‰ 0, 则 T 将 uv 平面上

由分段光滑闭曲线围成的闭区域 D 变成 xy 平面上相应闭区域 D1 且其边界也是分段

光滑的闭曲线. (陕西师范大学)

练习 6.4.19 f1pxq, f2pxq, ¨ ¨ ¨ , fnpxq 是定义在 ra, bs 上的连续函数. 证明: @跟

锦数学微信公众号

f1pxq, f2pxq, ¨ ¨ ¨ , fnpxq

线性无关的充要条件是行列式 det pαijq ‰ 0, 其中 αij “

ż b

a

fipxqfjpxq dx.

练习 6.4.20 证明: 若一元函数组 φ1pxq, φ2pxq, ¨ ¨ ¨ , φnpxq 在区间 pa, bq 上线性

无关, 则 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φ1pxq φ2pxq ¨ ¨ ¨ φnpxq

φ11pxq φ12pxq ¨ ¨ ¨ φ1npxq

...
...

. . .
...

φ
pn´1q
1 pxq φ

pn´1q
2 pxq ¨ ¨ ¨ φpn´1q

n pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

” 0 px P pa, bqq .

练习 6.4.21 证明: x “ r cos θ cosφ, y “ r cos θ sinφ, z “ r sin θ 函数独

立 (即函数无关).

练习 6.4.22 讨论下列函数的相关性:

(1).
x ´ y

x ´ z
,
y ´ z

y ´ x
,
z ´ x

z ´ y
;

(2).
x

1 ´ x ´ y ´ z
,

y

1 ´ x ´ y ´ z
,

z

1 ´ x ´ y ´ z
.

练习 6.4.23 设函数组

#

u “ upx, yq,

v “ vpx, yq
px, yq P R2 中的函数 u, v 有处处连续

一阶偏导数, 又当记 W “ pu, vq, P “ px, yq, |W | “
a

u2 ` v2, |P | “
a

x2 ` y2
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时, 存在数 C ą 0, 使得对于任意的 P1 P R2, P2 P R2 成立不等式 |W2 ´W1| ě

C|P2 ´ P1|. 这里, Wi 为与 Pi 相对应的点 pi “ 1, 2q. 试证: Jacobi 行列式
Bpu, vq

Bpx, yq
‰ 0, @ px, yq P R2. (武汉大学)

练习 6.4.24 设 u “ upx, y, zq, v “ vpx, y, zq, 和 x “ xps, tq, y “ yps, tq,

z “ zps, tq 都有连续的一阶偏导数, 证明行列式 @跟锦数学微信公众号

Bpu, vq

Bps, tq
“
Bpu, vq

Bpx, yq

Bpx, yq

Bps, tq
`
Bpu, vq

Bpy, zq

Bpy, zq

Bps, tq
`
Bpu, vq

Bpz, xq

Bpz, xq

Bps, tq
.

6.5 方向导数与梯度

练习 6.5.1 计算函数 z “ lnpx2
` y2

q 在点 P0px0, y0q 沿此点的等位线垂直的方

向上的方向导数.

练习 6.5.2 计算函数 z “ 1´

ˆ

x2

a2
`
y2

b2

˙

在点 P

ˆ

a
?

2
,
b
?

2

˙

沿曲线
x2

a2
`
y2

b2
“

1 在此点的内法线方向上的导数.

练习 6.5.3 设 u “ fpx, y, zq 为二次可微函数. 若 cosα, cosβ, cos γ 为方向 l

的方向余弦, 求
B2u

Bl2
“
B

Bl

ˆ

Bu

Bl

˙

.

练习 6.5.4 设 u “ fpx, y, zq 为二次可微函数, l1, l2, l3 为三个垂直的方向. 证

明:

(1).

ˆ

Bu

Bl1

˙2

`

ˆ

Bu

Bl2

˙2

`

ˆ

Bu

Bl3

˙2

“

ˆ

Bu

Bx

˙2

`

ˆ

Bu

By

˙2

`

ˆ

Bu

Bz

˙2

;

(2).
B2u

Bl21
`
B2u

Bl22
`
B2u

Bl23
“
B2u

Bx2
`
B2u

By2
`
B2u

Bz2
.

练习 6.5.5 求函数 u “ x`y`z 在沿球面 x2
`y2

`z2
“ 1 上点 P0px0, y0, z0q

的外法线的方向导数, 并问在球面上怎样点上导数取: (1) 最大值; (2). 最小值; (3).

等于零.

7.1 含参变量积分学

练习 7.1.1 设 Ipαq “

ż α

0

φpxq dx
?
α ´ x

, 其中 φpxq 及其导数 φ1pxq 在闭区间 0 ď

x ď a 上连续. 证明: 当 0 ă α ă a 时, 有 I 1pαq “
φp0q

α
`

ż α

0

φ1pxq
?
α ´ x

dx.

练习 7.1.2 在区间 r1, 3s 上用线性函数 a ` bx 近似代替函数 fpxq “ x2, 使得

@跟锦数学微信公众号
ż 3

1

pa ` bx ´ x2
q dx “ min .
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练习 7.1.3 计算积分 (1).

ż π
2

0

lnpa2 sin2 x ` b2 cos2 xq dx. 设 a, b ‰ 0.

(2).

ż π

0

lnp1 ´ 2α cosx ` α2
q dx. (3).

ż π
2

0

arctanpα tanxq

tanx
dx.

(4).

ż 1

0

sin

ˆ

ln
1

x

˙

xb ´ xa

lnx
dx. (5).

ż α

0

arctan

c

α ´ x

α ` x
dx. (α ą 0) (北京科

技大学)

练习 7.1.4 Jpxq “
1

π

ż π

0

cospnφ´x sinφq dφ 为 n 阶 Bessel 函数, 试证: @跟

锦数学微信公众号
ż π

0

xJ0pxq dx “ xJ1pxq.

练习 7.1.5 证明积分

ż `8

0

x sinpx3
´ λxq dx 是 λ 的连续函数.

练习 7.1.6 证明积分

ż `8

0

e´tu
2

sin t du 在 t P r0,`8q 中一致收敛. (武汉大学)

练习 7.1.7 证明: (1). 积分

ż `8

0

αe´αx 在 p0 ăqa ď α ď b 上一致收敛, 在

α ą 0 非一致收敛. (2). 积分

ż 1

0

sinαx
a

|α ´ x|
在 0 ď α ď 1 上一致收敛.

练习 7.1.8 fpxq 在 r0,`8q 上可积, x “ 0,`8 为奇点, 证明 @跟锦数学微信公

众号

lim
αÑ0`

ż `8

0

e´αxfpxq dx “

ż `8

0

fpxq dx. p东北大学q

练习 7.1.9 fpxq 在 r0,`8q 上连续,

ż `8

0

φpxq dx 绝对收敛. 证明: @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

ż

?
n

0

f

ˆ

x

n

˙

φpxq dx “ fp0q

ż `8

0

φpxq dx. p江西大学q

练习 7.1.10 证明 lim
αÑ0`

ż `8

0

αx ` 1

x2 ` 1
e´αx dx “

π

2
. (长春地质大学)

练习 7.1.11 证明 F ppq “

ż π

0

sinx

xppπ ´ xq2´p
dx 在 p0, 2q 上连续. (北京师范大

学)

练习 7.1.12 证明函数 F pxq “

ż `8

0

sinxt

1 ` t2
dt在区间 r0,`8q上连续,在 p0,`8q

上有连续导数. (厦门大学)

练习 7.1.13 设 φpxq, fpxq 是连续函数, 且 D R ą 0, 当 |x| ě R 时, φpxq “ 0.

证明: (1) 当 n Ñ 8 时, 有 φpxqf

ˆ

x

n

˙

Ñ φpxqfp0q, ´8 ă x ă `8; (2) 若还有
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ż `8

´8

φpxq dx “ 1, 则 lim
nÑ8

n

ż `8

´8

φpnxqfpxq dx “ fp0q. (武汉大学)

练习 7.1.14 设对任意自然数 n, fnpxq在 ra,`8q上连续,且反常积分

ż 8

a

fnpxq dx

关于 n 一致收敛; 对任意 M ą a, 在 ra,M s 上, 有 fnpxq Ñ fpxq (当 n Ñ 8 时),

证明: (1). 反常积分

ż `8

a

fpxq dx 收敛; (2). lim
nÑ8

ż `8

a

fnpxq dx “

ż `8

a

fpxq dx.

(武汉大学)

练习 7.1.15 设 fnpxq “
x

1 ` n3x3
, x P r0,`8q, 证明: (1). fnpxq Ñ 0, 关于

x P r0,`8q, (当 n Ñ 8 时). (2). lim
nÑ8

ż `8

0

fnpxq dx “ 0. (武汉大学)

练习 7.1.16 已知: @ A ą 0, fpxq 在 r0, As 上可积, 且在 r0,`8q 上绝对可积.

试证: (1). φpxq “

ż `8

0

fptq sinxt dt 连续. (2). 若将绝对可积条件去掉, 设 fpxq 在

某 0 ă a ď x ă `8 上单调, 且 lim
xÑ`8

fpxq “ 0. 问 φpxq 是否还连续, 给出证明. (湘

潭大学)

练习 7.1.17 求

ż `8

0

1 ´ e´αx

xex
dx (α ą ´1). (上海师范大学)

练习 7.1.18 证明 F pxq “

ż 8

e

cos t

tx
dt 在区间 p1,`8q 上连续可微. (厦门大学)

练习 7.1.19 设 fpxq “

ˆ
ż x

0

e´t
2

dt

˙2

, gpxq “

ż 1

0

e´x
2p1`t2q

1 ` t2
dt. 试证: (1).

fpxq ` gpxq ” C (常数), 并确定此常数. (2).

ż `8

0

e´t
2

dt “

?
π

2
. (河南师范大学, 天

津大学)

练习 7.1.20 已知

ż `8

0

e´x
2

dx “

?
π

2
,试计算积分 Ipαq “

ż `8

0

e´px´
α
xq

2

dx pα ą

0q. (广西师范大学)

练习 7.1.21 求积分 Ipαq “

ż `8

0

e´x
2

´ e´αx
2

x
dx (α ą 0) 之值. (山东大学, 西

安电子科技大学)

练习 7.1.22 设 hk “

ż b

a

xkhpxq dx, 其中 hpxq ą 0, 且连续, 令 @跟锦数学微信

公众号

Qnpxq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

h0 h1 ¨ ¨ ¨ hn

h1 h2 ¨ ¨ ¨ hn`1

...
...

. . .
...

hn´1 hn ¨ ¨ ¨ h2n´1

1 x ¨ ¨ ¨ xn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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求证: @跟锦数学微信公众号
ż b

a

xkhpxqQnpxq dx “ 0 pk “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q. p北京航空航天大学q

练习 7.1.23 设 fnpxq “
n´1
ÿ

i“0

1

n
f

ˆ

x `
i

n

˙

, 其中 fpxq “

ż `8

0

t2

1 ` tx
dt. 证明:

fnpxq pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 在 r4, As pA ą 4q 上一致收敛. (西北大学)

练习 7.1.24 利用
8
ÿ

n“1

1

n2
“
π2

6
计算积分

ż `8

0

x dx

1 ` ex
.

练习 7.1.25 设 fpxq 为周期连续函数 (´8 ă x ă `8), @跟锦数学微信公众号

gpxq “
1

h2

ż h
2

´
h
2

ż h
2

´
h
2

fpx ` u ` vq du dv.

证明: gpxq 有二阶连续导数, 且 }g ´ f} ď
1

2
ω2pf, gq, 其中 @跟锦数学微信公众号

}g ´ f} “ max
´8ăxă`8

|gpxq ´ fpxq|,

ω2pf, gq “ sup
´8ăxă`8

0ăδăh

|fpx ` δq ` fpx ´ δq ´ 2fpxq|.

练习 7.1.26 已知 fpxq “

ż `8

0

e´xt
2

1 ` t2
dt px ą 0q. 证明 @跟锦数学微信公众号

fpxq ´ f 1pxq “
1
?
x

ż `8

0

e´u
2

du.

练习 7.1.27 设 P pxq “

ż `8

0

e´tx

1 ` t2
dt px ě 0q, Qpxq “

ż `8

0

sin t

t ` x
dt px ě 0q.

求证: P,Q 都满足方程
d2y

dx2
` y “

1

x
px ą 0q , 从而证明 P ” Q.

练习 7.1.28 求证: (1).

ż `8

0

e´x
2

cos 2xy dx “

?
π

2
e´y

2

.

(2).

ż π
2

0

ln
1 ` k sin θ

1 ´ k sin θ
¨

dθ

sin θ
“ π arcsin k p|k| ă 1q.

练习 7.1.29 计算积分 I “

ż π
4

´
π
4

ˆ

cosφ ` sinφ

cosφ ´ sinφ

˙cos 2α

dφ.

练习 7.1.30 计算 A.J. Fresnel 积分 (1).

ż `8

0

sinx2 dx; (2).

ż `8

0

cosx2 dx.

练习 7.1.31 试证:

ż `8

0

xs´1

ex ` 1
dx “ Γ psqp1 ´ 21´s

qζpsq ps ą 1q, 其中 ζpsq “

8
ÿ

n“1

1

ns
.
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练习 7.1.32 设 y “ fpxq 在 p´8,`8q 上有定义, 在任意有穷区间 ra, bs 上有

界并可积, 且

ż `8

´8

|fpxq|2 dx ă 8, 又设 α 是一实常数,
1

2
ă α ă 1. 证明: (1). 积分

ż `8

´8

fpxq

px ´ tqα
dx 收敛; (2). φptq “

ż `8

´8

fpxq

px ´ tqα
dx 连续. (北京大学)

7.2 重积分

练习 7.2.1 设 fpxq在 ra, bs上连续,证明

ż b

a

dx

ż x

a

fpyq dy “

ż b

a

pb´xqfpxq dx.

(华中理工大学)

练习 7.2.2 改变二次积分的次序:

ż 2

0

dx

ż x2

2

0

fpx, yq dy`

ż 2
?

2

2

dx

ż

?
8´x2

0

fpx, yq dy

的顺序. (东北大学)

练习 7.2.3 设 a ą 0 是常数, 计算积分 I “

ĳ

x2`y2ďax

xy2 dx dy. (北京大学)

练习 7.2.4 计算由椭圆 pa1x`b1y`c1q
2
`pa2x`b2y`c2q

2
“ 1 pa1b2´b1a2 ‰ 0q

所界的面积. (西北师院)

练习 7.2.5 设 f 是连续函数, 求证:

ĳ

D

fpx´yq dx dy “

ż A

´A

fpξq pA ´ |ξ|q dξ,

其中 D : |x| ď
A

2
, |y| ď

A

2
.

练习 7.2.6 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 证明: @跟锦数学微信公众号
ĳ

4OAB

fp1 ´ yqfpxq dx dy “
1

2

„
ż 1

0

fpxq dx

2

,

其中 4OAB 为 Op0, 0q, Ap0, 1q, Bp1, 0q 为顶点的三角形区域.

练习 7.2.7 证明:

ĳ

S

fpax ` by ` cq dx dy “ 2

ż 1

´1

a

1 ´ u2fpu
a

a2 ` b2 `

cq du, 其中 S : x2
` y2

ď 1, a2
` b2

‰ 0. (东北师范大学)

练习 7.2.8 计算曲面 y “ 1 ´
a

x2 ` z2 与平面 x “ 0, y “ x 所围成的立体的

体积. (福建师范大学)
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练习 7.2.9 (1). 计算积分 A “

ż 1

0

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xy ´
1

4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx dy. (2). 设 z “ fpx, yq 在

闭正方形 D : 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1 上连续, 且满足下列条件: @跟锦数学微信公众

号
ĳ

D

fpx, yq dx dy “ 0,

ĳ

D

fpx, yqxy dx dy “ 1.

证明存在 pξ, ηq P D, 使得 |fpξ, ηq| ě
1

A
, 此 A 为 (1) 中积分值. (北京大学)

练习 7.2.10 把正确的结论的编号填在题末的括号内. 若 fpx, yq 在矩形 G : 0 ď

x ď 1, 0 ď y ď 1 上有定义, 且积分 @跟锦数学微信公众号

I1 “

ż 1

0

dx

ż 1

0

fpx, yq dy

与 @跟锦数学微信公众号

I2 “

ż 1

0

dy

ż 1

0

fpx, yq dx

都存在, 则 (1). I1 “ I2; (2). I1 ‰ I2; (3). 二重积分

ĳ

D

fpx, yq dx dy 存在; (4).

二重积分

ĳ

D

fpx, yq dx dy 可能不存在. 答: ( ). (中山大学)

练习 7.2.11 改变三重积分

ż 1

0

dx

ż x

0

dy

ż xy

0

fpx, y, zq dz 的积分次序. (1). 先

y 后 z 再 x; (2). 先 x 后 z 再 y. (华中理工大学)

练习 7.2.12 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
tÑ0`

1

t6

¡

Ωt

sinpx2
` y2

` z2
q
3
2 dx dy dz,

其中 Ωt “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď t2

(

. (中国人民大学)

练习 7.2.13 证明 lim
nÑ8

1

n4

ĳ

rďn

rrs dx dy dz “ π, 其中 r “
a

x2 ` y2 ` z2, rrs是

r 的整数部分 (即不大于 r 的最大整数), n为正整数. [提示: 13
` 23

` 33
` ¨ ¨ ¨ `n3

“

p1 ` 2 ` 3 ` ¨ ¨ ¨ ` nq2.] (西安电子科技大学)

练习 7.2.14 设函数 fpxq 有连续导数, 且 fp0q “ 0, 求 @跟锦数学微信公众号

lim
tÑ0

1

πt4

¡

x2`y2`z2ďt2

fp
a

x2 ` y2 ` z2q dx dy dz. p辽宁师范大学q
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练习 7.2.15 计算

¡

Ω

ppx2m
`qy2n

`rz2t
q dx dy dz, 其中 Ω 为

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
ď

R2, m, n, l, p, q, r, a, b, c, R 均为已知常数. (北京航空航天大学)

练习 7.2.16 计算三重积分

¡

x2`y2`z2ď1

x2`y2´z2ě1
2

z dx dy dz. (中科院数学所)

练习 7.2.17 设 a ą 0, b ą 0, c ą 0, 试证: @跟锦数学微信公众号
¡

V

xa´1yb´1zc´1 dx dy dz “
1

a ` b ` c
¨
Γ paqΓ pbqΓ pcq

Γ pa ` b ` cq
,

其中 V 为四面体 x ě 0, y ě 0, z ě 0, x ` y ` z ď 1. (郑州大学)

练习 7.2.18 计算由平面 3x´y´z “ ˘1, ´x`3y´z “ ˘1, ´x´y`3z “ ˘1

所围成的体积, 将此结果推广到 n 维空间的情况, 它的体积应是多少? (上海交通大学)

练习 7.2.19 求曲面 px2
` y2

` z2
q
3
“ axyz 所围的体积. (中国科学院)

练习 7.2.20 求曲面 x2
` y2

` z2
“
z

h
e
´

z2

x2`y2`z2 所界的体积. (河北师范大学)

练习 7.2.21 求 xz 平面上的圆周 px ´ aq2 ` z2
“ b2

p0 ă b ă aq 绕 z 轴旋转

一周所成比曲面所包围的体积. (厦门大学)

练习 7.2.22 底半径为 a, 高为 H 的无盖圆柱容器, 倾斜地支放在桌面上, 其轴

线与桌面成 45o 角, 试就 a,H 的不同情况, 求容器的最大贮水量. (北京大学)

练习 7.2.23 设 fpxq ą 0 连续, @跟锦数学微信公众号

F ptq “

ţ

V fpx
2 ` y2 ` z2q dx dy dz

ť

D fpx
2 ` y2q dx dy

,

其中 V “
 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
ď t2

(

, D “
 

px, yq;x2
` y2

ď t2
(

, 试证: F ptq Õ

(当 t ą 0 时).

练习 7.2.24 设 fpx, y, zq 在 V “ tpx, y, zq; 0 ď x, y, z ď 1u 上有六阶连续偏

导数, f 在边界上恒为零, 且

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B6fpx, y, zq

Bx2By2Bz2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM p在 V 上q (M 为常数). 试证 @跟

锦数学微信公众号

I ”

¡

V

fpx, y, zq dx dy dz ď
1

8
¨
M

63
.

练习 7.2.25 计算积分

ĳ

0ďxďyďπ

ln | sinpx ´ yq| dx dy. (中国科学院)

练习 7.2.26 计算

ĳ

D

dx dy
c

1 ´
´

x2

a2 `
y2

b2

¯2
, D :

x2

a2
`
y2

b2
ď 1. (武汉大学)
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练习 7.2.27 求积分

ĳ

|x|`|y|ď1

p|x| ` |y|q2 lnp|x| ` |y|q

x2 ` y2
dx dy.

练习 7.2.28 证明:

ˆ
ż x

0

e´u
2

du

˙2

“
π

4
´

ż 1

0

e´x
2p1`t2q

1 ` t2
dt,并由此求

ż `8

0

e´x
2

dx.

(四川大学)

练习 7.2.29 用二重积分计算

ż `8

0

e´x
2

dx. (南开大学, 辽宁大学)

练习 7.2.30 证明: @跟锦数学微信公众号
ż x

x0

x dx

ż x

x0

x dx ¨ ¨ ¨

ż x

x0

x dx

ż x

x0

fpxq dx “
1

p2nq!!

ż x

x0

px2
´ y2

q
nfpyq dy.

练习 7.2.31 证明: @跟锦数学微信公众号
ż t

0

dt1

ż t1

0

dt2 ¨ ¨ ¨

ż tn´1

0

fpt1qfpt2q ¨ ¨ ¨ fptnq dtn “
1

n!

ˆ
ż t

0

fpτ q dτ

˙n

.

练习 7.2.32 设 fpxq 是 ra, bs 上连续函数, @跟锦数学微信公众号

fk,n ” f

ˆ

a `
k

n
pb ´ aq

˙

, δn “
b ´ a

n
.

将
n
ź

k“1

p1`fk,nδnq展开成 δn 的 n次多项式, 证明当 p取定值,令 n趋于无穷, 含有 δpn

的项收敛于

ż

¨ ¨ ¨

ż

aďx1ďx2ď¨¨¨ďxpďb

fpx1q ¨ ¨ ¨ fpxpq dx1 ¨ ¨ ¨ dxp “
1

p!

ˆ
ż b

a

fpxq dx

˙p

.

7.3 曲线积分与 Green 公式

练习 7.3.1 计算积分

ż

ABC

dx ` dy

|x| ` |y|
, 其中 ABC 为三点 Ap1, 0q, Bp0, 1q,

Cp´1, 0q 连成的折线. (上海交通大学)

练习 7.3.2 设 C 为对称于坐标轴的光滑曲线, 证明: @跟锦数学微信公众号
¿

C

px2y ` eyq dx ` pxy2
` xey ´ cosxq dy “ 0. p河北师范大学q

练习 7.3.3 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号
ż

L`
y2 dx ` z2 dy ` x2 dz

其中 L` :

#

x2
` y2

` z2
“ R2

x2
` y2

“ Rx
pR ą 0, z ě 0q, L` 的指向为顺时针方向. (辽宁

师范大学)
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练习 7.3.4 计算曲线积分 @跟锦数学微信公众号

ż

C

˜

xy

ab
`

?
2yz

b
?
a2 ` b2

`

?
2zx

a
?
a2 ` b2

¸

ds,

其中 C 为
x2

a2
`
y2

b2
`

2z2

a2 ` b2
“ 1 px ą 0, y ą 0, z ą 0q 与

x

a
`
y

b
“ 1 的交线

(a, b ą 0). (四川大学)

练习 7.3.5 计算圆柱面 x2
` y2

“ Rx 被曲面 x2
` y2

` z2
“ R2 所截部分的面

积.

练习 7.3.6 设在力场 F “ px` 2y ` 4, 4x´ 2y, 3x` zq 中今有单位质量 M 沿

椭圆 C : p3x` 2y ´ 5q2 ` px´ y ` 1q2 “ a2, z “ 4 pa ą 0q 移动一周 [从 z 轴 `8

点看去, 为逆时针方向], 试求力 F 所做的功. (南京航空航天大学)

练习 7.3.7 计算双纽线 px2
` y2

q
2
“ a2

px2
´ y2

q 所围的面积 (a ą 0).

练习 7.3.8 一个半径为 r 的圆, 沿着半径为 R 的定圆之圆周外滚动 (而不滑动)

时, 由动圆上一点所描绘出的曲线称为外摆线. 假定比值
R

r
“ n 是整数 (n ě 1), 求

外摆线所界的面积.

练习 7.3.9 上题当小圆在大圆内壁滚动 (不滑动), 小圆上一点的轨迹称为内摆线.

设
R

r
“ n 为正整数 pn ě 2q, 求内摆线所围的面积.
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练习 7.3.10 求线积分

ż

C

´y

x2 ` y2
dx `

x

x2 ` y2
dy 在下列两种曲线 C 的情况

下的值.

(1). px ´ 1q2 ` py ´ 1q2 “ 1; (2). |x| ` |y| “ 1 方向均为逆时针. (北京大学)

练习 7.3.11 求常数 α, 是给定的积分恒为零: (1).

¿

C

x dx ´ αy dy

x2 ` y2
“ 0, 其

中 C 是平面上任一简单闭曲线. (清华大学) (2).

¿

C

x

y
rα dx ´

x2

y2
rα dy “ 0 (r “

a

x2 ` y2), 其中 C 是上半平面任一光滑闭曲线. (北京大学)

练习 7.3.12 计算开口弧段上的曲线积分: (1). I “

ż

ŊAB

py3
`xq dx´px3

`yq dy,

其中 A “ p0, 0q, Bpa, 0q, ŊAB : x2
` y2

“ ax. (北京大学).

(2). K “

ż

C`
p´2xe´x

2

sin yq dx` pe´x
2

cos y ` x4
q dy, 其中 C` 为从点 p1, 0q

到点 p´1, 0q 的半圆 y “
a

1 ´ x2 (´1 ď x ď 1). (武汉大学)

(3). L “

ż

ŊOA

py2
´sin yq dx`x sin y dy, 其中 ŊOA是从原点 Op0, 0q到 Apπ, 0q

的弧: y “ sinx. (华东师范大学)

练习 7.3.13 设 fpxq 在 p´8,`8q 内有连续的导函数, 求 @跟锦数学微信公众

号
ż

L

1 ` y2fpxyq

y
dx `

x

y2
ry2fpxyq ´ 1s dy,

其中 L 是从点 A

ˆ

3,
2

3

˙

, Bp1, 2q 的直线段. (北京航空航天大学)

练习 7.3.14 设 Ω 为 xy 平面上具有光滑边界的有界闭区域, u 在 Ω 内有二阶

连续偏导数, 知道边界还有一阶连续偏导数, u 为非常值的函数 u|BΩ “ 0, 试证: @跟

锦数学微信公众号

I “

ĳ

Ω

u ¨

ˆ

B2u

Bx2
`
B2u

By2

˙

dx dy ă 0. p武汉大学q

练习 7.3.15 证明 lim
RÑ`8

¿

x2`y2“R2

y dx ´ x dy

px2 ` xy ` y2q2
“ 0. (西南师院)

练习 7.3.16 证明积分

¿

L

cospl, nq ds “ 0, 其中 L 为逐段光滑的封闭曲线, l 为

任意给定的方向, n 是 L 的外法线方向.

练习 7.3.17 计算 Gauss 积分 @跟锦数学微信公众号

Gpx, yq “

¿

L

cospr, nq

r
ds,
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其中 r “
a

pξ ´ xq2 ` pη ´ yq2 为向量 r 的长度, 此向量是连接点 Apx, yq 和封闭光

滑曲线 L 上的动点M pξ, ηq 而得的向量, pr, nq 为向量 r 与曲线上M 点处外法线 n

所成的夹角.

练习 7.3.18 证明: 若 upx, yq 有二阶连续偏导数, 则 @跟锦数学微信公众号

ĳ

D

«

ˆ

Bu

Bx

˙2

`

ˆ

Bu

By

˙2
ff

dx dy “ ´

ĳ

D

u∆u dx dy `

¿

L

u
Bu

Bn
ds,

式中光滑曲线 L包围着有界区域D,
Bu

Bn
为沿 L的外法线的导函数, ∆u ”

B2u

Bx2
`
B2u

By2
.

(延边大学, 西安电子科技大学) *试由此进而证明: 在 D Y L 上的调和函数 u “

upx, yq (即: u 在 D 内直到边界 L 上满足 ∆u “
B2u

Bx2
`
B2u

By2
“ 0) 单值地被它在边

界 L 上的数值所确定. (华中师范大学)

练习 7.3.19 证明平面上的Green第二公式

ĳ

D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∆u ∆v

u v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx dy “

¿

L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu

Bn

Bv

Bn
u v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ds,

其中 L 为光滑的封闭曲线, D 是 L 所围的有界区域,
B

Bn
是沿 L 外法线方向的方向

导数. 并由此证明: 若 u “ upx, yq 为调和函数 (即 ∆u “ 0) 则

(1). upx, yq “
1

2π

¿

L

ˆ

u
B ln r

Bn
´ ln r

Bu

Bn

˙

ds, 其中 r “
a

pξ ´ xq2 ` pη ´ yq2

是 px, yq 与 L 上动点 pξ, ηq 的距离. px, yq P D 为任意内点. (2). @ px, yq P D, 以

px, yq 为中心在D 内的圆周 Cr (半径为 r) 有: upx, yq “
1

2πr

¿

Cr

upξ, ηq ds.

练习 7.3.20 试证: 若 fpuq 为连续函数, 且 C 为逐段光滑的封闭曲线, 则 @跟

锦数学微信公众号

¿

C

fpx2
` y2

qpx dx ` y dyq “ 0. p湖南大学q

练习 7.3.21 试求
px2 ` 2xy ` 5y2q dx ` px2 ´ 2xy ` y2q dy

px ` yq3
的原函数.

练习 7.3.22 设 fpxq, gpyq 有连续的偏导数, (1). 若 yfpxyq dx`xgpxyq dy 为

恰当微分, 试求 f ´ g; (2). 若 fpxq 有原函数 φpxq, 试求 yfpxyq dx ` xgpxyq dy

的原函数.
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7.4 曲面积分 Gauss 公式及 Stokes 公式

练习 7.4.1 计算 I “

ĳ

S

px2
` y2

q dS, 其中 S 是 xy 平面上方的抛物面 z “

2 ´ px2
` y2

q. (上海师范大学)

练习 7.4.2 已知椭圆抛物面 Σ1 : z “ 1 ` x2
` 2y2, Σ2 : z “ 2px2

` 3y2
q. 计

算 Σ1 被 Σ2 截下部分的曲面面积. (华东师范大学)

练习 7.4.3 计算 I “

ĳ

S

a ¨ n dS, 其中 a “
 

xy,´x2, x ` z
(

, S 为平面

2x ` 2y ` z “ 6 包含在第一卦限的部分, n 是 S 的单位法向量. (南京化工学院)

练习 7.4.4 试求曲面积分 F ptq “

ĳ

x2`y2`z2“t2

fpx, y, zq dS (´8 ă t ă `8) 之

值, 其中 fpx, y, zq “

#

x2
` y2, 若 z ě

a

x2 ` y2

0, 若 z ă
a

x2 ` y2
. p山东大学q

练习 7.4.5 计算 I “

ĳ

S

pxy ` yz ` zxq dS, 其中 S 是曲面 z “
a

x2 ` y2 被

曲面x2
` y2

“ 2x 所割下的部分. (南京化工学院)

练习 7.4.6 设曲面 S 的极坐标方程为: r “ rpφ, θq [pφ, θq P ∆], rpφ, θq 有连续

的偏导数. 试证 S 的面积 S “

ĳ

∆

g

f

f

e

«

r2 `

ˆ

Br

Bφ

˙2
ff

sin2 φ `

ˆ

Br

Bθ

˙2

r dφ dθ. 并由此

计算曲面 px2
` y2

` z2
q
2
“ 2a2xy pa ą 0q 的面积.

练习 7.4.7 (1). 证明: 半轴长分别为 a, b, c 的椭球, 表面积 S 可以表示成 @跟

锦数学微信公众号

S “

ĳ

S1

a

b2c2ξ2 ` c2a2η2 ` a2b2ζ2 dS,

其中积分沿单位球面 S1 : ξ2
` η2

` ζ2
“ 1 的外侧进行. (2). 利用 Cauchy 不等式

ÿ

i

aibi ď

d

ÿ

i

a2
i

ÿ

i

b2
i 证明 S ě

ĳ

S1

pbcξ2
` caη2

` abζ2
q dS, 并证明不等式右端的

积分值为
4π

3
pbc` ca` abq. (3). 已知椭球体积为

4π

3
abc, 求证椭球的表面积不小于

同样体积的球的求的表面积.

练习 7.4.8 设 S 是椭球面, ρ 表示从椭球中心到与椭球表面元素 dS 相切的平

面之间的距离, 试计算积分:

(1). I “

ĳ

S

ρ dS; (长沙铁道学院) (2). K “

ĳ

S

1

ρ
dS.
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练习 7.4.9 计算第二型曲面积分

ĳ

S
外

xpy2
` z2

q dy dz, S 外 是坐标原点为中心

的单位球面的外侧. (武汉大学)

练习 7.4.10 计算第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

rfpx, y, zq ` xs dy dz ` r2fpx, y, zqs dz dx ` rfpx, y, zq ` zs dx dy,

其中 fpx, y, zq 为连续函数, S 为平面 x ´ y ` z “ 1 在第四卦限上侧. (湖北大学)

练习 7.4.11 计算第二型曲面积分 I “

ĳ

Σ

x2 dy dz` y2 dz dx` z2 dx dy, 其中

Σ 为球面 px ´ aq2 ` py ´ bq2 ` pz ´ cq2 “ R2 的外侧. (南开大学)

练习 7.4.12 计算如下曲面积分: (1). I “

ĳ

S

yz dx dy ` zx dy dz ` xy dz dx,

其中 S 是圆柱面 x2
` y2

“ 1 内, 三个坐标平面及旋转抛物面 z “ 2 ´ x2
´ y2 所

围立体在第一卦限部分的外侧面. (南京大学) (2). K “

ĳ

Σ

y2z dx dy ` xz dy dz `

x2y dx dz, 其中 Σ 是 z “ x2
` y2, x2

` y2
“ 1 和坐标面在第一卦限所围成曲面外

侧. (哈尔滨工业大学)

练习 7.4.13 计算如下曲面积分 (1). I “

ĳ

S

z

ˆ

λx

a2
`
µy

b2
`
γz

c2

˙

dS, 其中 S

是椭球面
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1 的上半部分 pz ě 0q, λ, µ, γ 是 S 的外法线方向余弦.

(南京大学)

(2). K “

ĳ

S

x2yz dy dz ` xy2z dx dz ` xyz2 dx dy, 其中 S 是顶点为 @跟锦

数学微信公众号

Ap0, 0, 2q, Bp0, 1, 0q, Cp0, 1, 0q, Dp´1, 0, 0q, Ep0,´1, 0q

的棱锥面上侧 (即三角形 ABC,ACD,ADE,AEB 的上侧). (中山大学)

(3). @跟锦数学微信公众号

L “

ĳ

Σ

„

fpyzq ´
xy2

2500π



dy dz `

„

gpzxq ´
yz2

2500π



dz dx

`

„

hpxyq ´
zx2

2500π



dx dy,

其中 Σ 是球面 x2
` y2

` z2
“ 25 的内侧, f, g, h 是连续可微函数. (华中理工大学)
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(4). M “

ĳ

Σ

z dx dy ` y dz dx ` x dy dz, 其中 Σ 为圆柱面 x2
` y2

“ 1, 被

z “ 0, z “ 3 截的部分外侧. (北京航空航天大学).

练习 7.4.14 试计算曲面积分 I “

ĳ

Σ

x2 cosα dS, 其中 Σ 是 R3 中光滑有界闭

曲面, 关于平面 x “ 1 对称, 内域体积为
1

2
, α 是 Σ 上外法矢与正 x 轴的夹角. (华

中理工大学)

练习 7.4.15 试学习如下两道试题, 写出两道新试题, 并给出解答. (1). 设空间区

域Ω 由曲面 z “ a2
´x2

´y2与平面 z “ 0围成,其中 a为正的常数,记Ω 表面的外侧

为 S, Ω 的体积为 V ,求证: V “

£

S

x2yz2 dyr dz´xy2z2 dz dx`zp1`xyzq dx dy.

(2). 设 H “ a1x
4
` a2y

4
` a3z

4
` 3a4x

2y2
` 3a5y

2z2
` 3a6z

2x2 为四次齐次函数,

利用齐次函数特征性质 x
BH

Bx
`y

BH

By
`z

BH

Bz
“ 4H, 计算曲面积分

£

S

Hpx, y, zq dS,

S 是中心位于原点的单位球. (西安冶金建筑学院)

练习 7.4.16 设 V 为光滑曲面 S 所围的有界区域, u, v 在 V ` S 上有直到二阶

连续偏导数. 记 ∆u “
B2u

Bx2
`
B2u

By2
`
B2u

Bz2
, n 表示 S 外法线方向, 试证: @跟锦数学微

信公众号
¡

V

v∆u dx dy dz “ ´

¡

V

ˆ

Bu

Bx

Bv

Bx
`
Bu

By

Bv

By
`
Bu

Bz

Bv

Bz

˙

dx dy dz `

ĳ

S

v
Bu

Bn
dS.

并由此证明, 若 u 是 V 内为调和函数 (∆u “ 0 于 V 内), 则 u 被它在边界 S 上的

值唯一确定.

练习 7.4.17 证明空间第二 Green 公式: @跟锦数学微信公众号

¡

V

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∆u ∆v

u v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx dy dz “

ĳ

S

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu

Bn

Bv

Bn
u v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dS,

式中 V 为曲面 S 所围的区域, n 是曲面 S 的外法线向量, 函数 u “ upx, y, zq,

v “ vpx, y, zq 为 V ` S 上可微分两次的函数. 进而证明, 若 u “ upx, y, zq 为 V 内

之调和函数, 则:

(1). upx, y, zq “
1

4π

ĳ

S

„

u
cospr, nq

r2
`

1

r

Bu

Bn



dS, 其中 @跟锦数学微信公众号

r “
a

pξ ´ xq2 ` pη ´ yq2 ` pζ ´ zq2,

px, y, zq P V 为内点, n 为 S 在 pξ, η, ζq 点的外法线单位向量.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 686 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(2). @ px, y, zq P V , 及 V 内以 px, y, zq 为中心, R 为半径的任意球面 S, 有

upx, y, zq “
1

4πR2

ĳ

S

upξ, η, ζq dS.

练习 7.4.18 设 S 是光滑或分片光滑的封闭曲面, P,Q,R 在 S 包围的区域 V

内 (直到边界) 连续, 有连续的偏导数, 证明

ĳ

S

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosα cosβ cos γ
B

Bx

B

By

B

Bz

P Q R

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dS “ 0, 其中

cosα, cosβ, cos γ 为 S 的法线向量的方向余弦.

练习 7.4.19 试计算积分 @跟锦数学微信公众号

I “

¿

L`

pz ´ yq dx ` px ´ zq dy ` py ´ xq dz,

其中 L` 是从 Apa, 0, 0q 经 Bp0, a, 0q 到 Cp0, 0, aq 回到 Apa, 0, 0q 的三角形.

练习 7.4.20 计算积分 I “

¿

L`

py2
` z2

q dx ` px2
` z2

q dy ` px2
` y2

q dz, 其中

L 是曲面 x2
` y2

` z2
“ 4x 与 x2

` y2
“ 2x 的交线 z ě 0 的部分, 积分方向从原

点进入第一卦限. (清华大学)

练习 7.4.21 计算积分 I “

¿

L`

y dx`z dy`x dz, 其中 L` 为圆周 x2
`y2

`z2
“

a2, a ą 0, x ` y ` z “ 0, 从 x 轴 `8 处看为逆时针方向.

练习 7.4.22 设 L 是平面 x cosα ` y cosβ ` z cos γ ´ p “ 0 上的逐段光滑的

封闭曲线, L 所围的面积为 S, pcosα, cosβ, cos γq 是平面法线的方向余弦, L` 与法

线成右手关系. 试计算积分 I “

¿

L`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx dy dz

cosα cosβ cos γ

x y z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

练习 7.4.23 设 L 为空间某封闭光滑曲线, P,Q,R 为空间的具有一阶连续偏导

数的函数, 证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¿

C`

P dx `Q dy `R dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
px,y,zqPS

d

ˆ

BQ

Bx
´
BP

By

˙2

`

ˆ

BR

By
´
BQ

Bz

˙2

`

ˆ

BP

Bz
´
BR

Bx

˙2

¨ S,

其中 S 表示 L 上展布的 (以 L 为边界的) 某曲面, 同时也用它表示曲面的面积.

练习 7.4.24 试证

¿

L`

P dx`Q dy `R dz “

ż

L

a

P 2 `Q2 `R2 cos θ ds, 其中

θ 表示 L` 的切线与方向 pP,Q,Rq 的夹角.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 687 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

练习 7.4.25 设 u “ upx, y, zq 在 R3 中满足波动方程 u2zz “ u2xx ` u
2
yy, 试证:

(1). 对于 R3 中任何逐片光滑的封闭曲面 S, 有 @跟锦数学微信公众号

I “

£

S

´2u1zu
1
x dy dz ´ 2u1zu

1
y dz dx ` pu12x ` u

12
y ` u

12
z q dx dy “ 0.

(2). 若在 xy 平面上恒有 u ” 0, u1z ” 0 则: 当 S “ S1 (xy 平面上任一封闭区域)

时, I “ 0; 当 S “ S2 (平行于 xy 平面的任一平面区域, 法线朝上) 时, I ě 0; 当

S “ S3 (法线与 z 轴正向成 45o 角的锥面) 时, I ě 0. 并由此证明: R3 中处处有

u12x ` u
12
y ` u

12
z “ 0, u ” 0. (3). 若 f, g 在 R3 中有连续的二阶偏导数, 满足上述不

懂方程, 在 xy 平面上 f “ g, f 1z “ g
1
z, 则在 R3 中 f ” g (波动方程的解唯一).

7.5 场论

练习 7.5.1 试证本节场论公式 10), 14), 19), 20), 21), 23).

练习 7.5.2 设 A,B 是常向量试求 B ¨∇
ˆ

A ¨∇
1

r

˙

.

练习 7.5.3 设 ∇ ¨ pfprqrq “ 0, 求 fprq.

练习 7.5.4 设B “ ´∇φ, C 为常向量, ∆φ “ 0,试证: (1). ∇¨rφC`pC¨rqBs “
0; (2). ∇ ¨ rφB ` pC ¨ rqCs “ C2

´B2; (3). ∇ˆ rφC ` pC ¨ rqBs “ 2C ˆB; (4).

∇ ˆ rφB ` pC ¨ rqCs “ 0.

练习 7.5.5 u 在 grad v 的方向导数, 何时为零?

练习 7.5.6 求 |gradu| “ 1的轨迹,设 u “ ln
1

a

px ´ aq2 ` py ´ bq2 ` pz ´ cq2
.

练习 7.5.7 设 P,Q,R 是 px, y, zq 有连续偏导数的函数, F “ Pi ` Qj ` Rk.

试用两种方法, 将 rotF “ 0 写成柱面坐标的形式.

练习 7.5.8 设 S 是以曲线 L 为边界的光滑曲面, n 为 S` 的法线单位向量, n

与 L` 成右手系, u, v 为二有连续偏导数的函数. 试证: @跟锦数学微信公众号
¿

L`

u dv “

ĳ

S

pgradu ˆ grad vqn dS.

练习 7.5.9 证明: A “ px2
´ yzqi ` py2

´ zxqj ` pz2
´ xyqk 是有势场, 并求其

势.

练习 7.5.10 设 F “
ax ` y

x2 ` y2
i´

x ´ y ` b

x2 ` y2
j ` zk 是有势场, 求 a, b 与 F 的势.

练习 7.5.11 证明: 若 A,B 是无旋场, 则 A ˆB 是管量场.

练习 7.5.12 设 V 是以光滑曲面 S 为边界的有界闭区域, n 表示曲面 S 的外法

线, P “ pξ, η, ζq P V , Q “ px, y, zq 为积分的动点. r 为 P 与 Q 的距离: @跟锦数
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学微信公众号

r “
a

pξ ´ xq2 ` pη ´ yq2 ` pζ ´ zq2.

试证: grad P

$

&

%

¡

V

ρpQq
dV

r

,

.

-

“ ´

ĳ

S

ρpQqn
dS

r
`

¡

V

grad QρpQq
dV

r
, 其中

ρpQq “ ρpx, y, zq 为具有连续偏导数的函数.
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第九章 谢惠民恽自求易法槐钱定边数学分

析习题课讲义所有题目汇总

如需纸质版, 请加张祖锦微信: zhangzujin361, 上册 100 元, 下册 120 元. 如今

还有裴/谢上/谢下三本纸质资料. 一次性同一收货地址 @跟锦数学微信公众号

购买 1 本, 无优惠;

购买 2 本, 每本优惠 5 元;

购买 3 本, 每本优惠 10 元;

购买 6 本, 每本优惠 20 元;

购买 10 本及以上, 每本优惠 30 元.
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第01章引论

1.3.2练习题

1. 关于 Bernoulli 不等式的推广: (1) 证明: 当 ´2 ď h ď ´1 时, Bernoulli 不等

式 p1 ` hqn ě 1 ` hn 仍成立; (2) 证明: 当 h ě 0 时成立不等式 p1 ` hqn ě
npn ´ 1qh2

2
, 并推广之; (3) 证明: 若 ai ą ´1 pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 且同号, 则成立

不等式 @跟锦数学微信公众号

n
ź

i“1

p1 ` aiq ě 1 `
n
ÿ

i“1

ai.

2. 阶乘 n! 在数学分析以及其他课程中经常出现, 以下是几个有关的不等式, 它们都

可以从平均值不等式得到: (1) 证明: 当 n ą 1 时成立 n! ă

ˆ

n ` 1

2

˙n

; (2) 利

用 pn!q2 “ pn ¨ 1qrpn ´ 1q ¨ 2s ¨ ¨ ¨ p1 ¨ nq 证明: 当 n ą 1 时成立 @跟锦数学微信

公众号

n! ă

ˆ

n ` 2
?

6

˙n

;

(3) 比较 (1) 和 (2) 中两个不等式的优劣, 并说明原因; (4) 证明: 对任意实数 r

成立

˜

n
ÿ

k“1

kr

¸n

ě nnpn!qr.

3. 证明几何平均值-调和平均值不等式: 若 ak ą 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 则有 @跟锦数

学微信公众号
˜

n
ź

k“1

ak

¸
1
n

ě
n

řn
k“1

1
ak

.

4. 证明: 当 a, b, c 为非负数时成立
3
?
abc ď

c

ab ` bc ` ca

3
ď
a ` b ` c

3
. (这个结

果还可以推广到 n 个非负数的情况.)

5. 证明以下几个不等式: (1) |a ´ b| ě |a| ´ |b| 和 |a ´ b| ě ||a| ´ |b||;

(2) |a1| ´

n
ÿ

k“2

|ak| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

ak

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

k“1

|ak|; 又左边可否为

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|a1| ´

n
ÿ

k“2

|ak|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

?

(3)
|a ` b|

1 ` |a ` b|
ď

|a|

1 ` |a|
`

|b|

1 ` |b|
;

(4) |pa ` bqn ´ an| ď p|a| ` |b|qn ´ |a|n.
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6. 试按下列提示, 给出 Cauchy 不等式的几个不同证明: (1) 用数学归纳法;

(2) 用 Lagrange 恒等式 @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

k“1

a2
k

n
ÿ

k“1

b2
k ´

˜

n
ÿ

k“1

|akbk|

¸2

“
1

2

n
ÿ

k“1

n
ÿ

i“1

p|ak||bi| ´ |ai||bk|q
2 ;

(3) 用不等式 |AB| ď
A2 `B2

2
; (4) 构造复的辅助数列 ck “ a

2
k ´ b

2
k ` 2i|akbk|,

k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 再利用

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

ck

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

k“1

|ck|.

7. 用向前-向后数学归纳法证明: 设 0 ă xi ď
1

2
, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 则 @跟锦数学微

信公众号
śn
i“1 xi

`
řn
i“1 xi

˘n ď

śn
i“1p1 ´ xiq

“
řn
i“1p1 ´ xiq

‰n .

8. 设 a, c, g, t 均为非负数, a ` c ` g ` t “ 1, 证明 a2
` c2

` g2
` t2 ě 1{4, 且等

号成立的充要条件是 a “ c “ g “ t “ 1{4.

1.4练习题

以正面方式给出下列命题或叙述的否定 (有几题可在学了有关概念后再做). (1) 数

集 A 有上界;

(2) 数集 A 的最小值为 b;

(3) f 是区间 pa, bq 上的单调增加函数;

(4) f 是区间 pa, bq 上的单调函数;

(5) A Ă B;

(6) A zB ‰ ∅;

(7) txnu 是无穷小量;

(8) txnu 是正无穷大量.

第02章数列极限

2.1.2思考题

1. 数列收敛有许多等价定义. 例如:

(1) 数列 tanu 收敛于 a ô @ ε ą 0, D N P N`, @ n ě N, 成立 |an ´ a| ă ε;
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(2) 数列 tanu 收敛于 a ô @ m P N`, D N P N`, @ n ą N, 成立 |an ´ a| ă

1{m;

(3) 数列 tanu 收敛于 a ô @ ε ą 0, D N P N`, @ n ě N, 成立 |an ´ a| ă Kε,

其中 K 是一个与 ε 和 n 无关的正常数.

试证明以上定义与上一节列出的定义的等价性.

2. 问: 在数列收敛的定义中, N 是否是 ε 的函数?

3. 判断正确与否: 若 tanu 收敛, 则有 lim
nÑ8

pan`1 ´ anq “ 0 和 lim
nÑ8

an`1

an
“ 1.

4. 设收敛数列 tanu 的每一项是整数, 问: 该数列有什么特殊性质?

5. 问: 收敛数列是否一定是单调数列? 无穷小量是否一定是单调数列?

6. 一个很小很小的量, 例如取 1 米为单位长度时几个纳米大小的量, 是否是无穷小

量? 如何刻画一个无穷小量的大小?

7. 问: 正无穷大量是否一定单调增加? 无界数列是否一定是无穷大量?

8. 问: 如果数列 tanu 收敛于 a, 那么绝对值 |an ´ a| 是否随着 n 的增加而单调减

少趋于 0?

9. 判断正确与否: 非负数列的极限是非负数, 正数列的极限是正数.

2.1.5练习题

1. 按极限定义证明:

(1) lim
nÑ8

3n2

n2 ´ 4
“ 3;

(2) lim
nÑ8

sinn

n
“ 0;

(3) lim
nÑ8

p1 ` nq
1
n “ 1;

(4) lim
nÑ8

an

n!
“ 0 pa ą 0q.

2. 设 an ě 0, n P N`, 数列 tanu 收敛于 a, 则 lim
nÑ8

?
an “

?
a.

3. 若 lim
nÑ8

an “ a, 则 lim
nÑ8

|an| “ |a|. 反之如何?

4. 下面一组题在本章中的许多极限计算中有用:
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(1) 设 ppxq 是 x 的多项式. 若 lim
nÑ8

an “ a, 则 lim
nÑ8

ppanq “ ppaq.

(2) 设 b ą 0, lim
nÑ8

an “ a, 则 lim
nÑ8

ban “ ba.

(3) 设 b ą 0, b ‰ 1, tanu 为正数列, lim
nÑ8

an “ a, a ą 0, 则 lim
nÑ8

logb an “

logb a.

(4) 设 b 为实数, tanu 为正数列, lim
nÑ8

an “ a, a ą 0, 则 lim
nÑ8

abn “ a
b.

(5) 设 lim
nÑ8

an “ a, 则 lim
nÑ8

sin an “ sin a.

5. 设 a ą 1, 证明: lim
nÑ8

loga n

n
“ 0.

2.2.1思考题

1. 设 tanu 收敛而 tbnu 发散, 问: 数列 tan ` bnu 和 tanbnu 的敛散性如何?

2. 设 tanu 和 tbnu 都发散, 问: 数列 tan ` bnu 和 tanbnu 的敛散性如何?

3. 设 an ď bn ď cn, n P N`, 已知 lim
nÑ8

pcn ´ anq “ 0, 问: 数列 tbnu 是否收敛?

4. 找出下列运算中的错误: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

1

n ` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n

˙

“ lim
nÑ8

1

n ` 1
` ¨ ¨ ¨ ` lim

nÑ8

1

2n
“ 0.

5. 设已知 tanu 收敛于 a, 又对每个 n 有 b ă an ă c, 问: 是否成立 b ă a ă c?

6. 设已知 tanu 收敛于 a, 又有 b ď a ď c, 问: 是否存在 N , 使得当 n ą N 时成

立 b ď an ď c?

7. 设已知 lim
nÑ8

an “ 0, 问: 是否有 lim
nÑ8

pa1a2 ¨ ¨ ¨ anq “ 0? 又问: 反之如何?

2.2.4练习题

1. 证明: tanu 收敛的充分必要条件是 ta2ku 和 ta2k´1u 收敛于同一极限.

2. 以下是可以应用夹逼定理的几个题.

(1) 给定 p 个正数 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , ap, 求 lim
nÑ8

n

b

an1 ` a
n
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

p
n.

(2) 设 xn “
1

?
n2 ` 1

`
1

?
n2 ` 2

` ¨ ¨ ¨ `
1

a

pn ` 1q2
, n P N`. 求 lim

nÑ8
xn.
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(3) 设 an “

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙
1
n

, n P N`, 求 lim
nÑ8

an.

(4) 设 tanu 为正数列, 并且已知它收敛于 a ą 0. 证明 lim
nÑ8

n
?
an “ 1.

3. 求下列极限:

(1) lim
nÑ8

p1 ` xqp1 ` x2
q ¨ ¨ ¨ p1 ` x2n

q, 其中 |x| ă 1;

(2) lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

22

˙ˆ

1 ´
1

32

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 ´
1

n2

˙

;

(3) lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

1 ` 2

˙ˆ

1 ´
1

1 ` 2 ` 3

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 ´
1

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` n

˙

;

(4) lim
nÑ8

ˆ

1

1 ¨ 2 ¨ 3
`

1

2 ¨ 3 ¨ 4
` ¨ ¨ ¨ `

1

npn ` 1qpn ` 2q

˙

;

(5) lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

1

kpk ` 1q ¨ ¨ ¨ pk ` νq
.

4. 设 sn “ a ` 3a2
` ¨ ¨ ¨ ` p2n ´ 1qan, |a| ă 1. 求 tsnu 的极限.

5. 设正数列 txnu 收敛, 极限大于 0. 证明: 这个数列有正下界, 但在数列中不一定

有最小数.

6. 证明: 若有 lim
nÑ8

an “ `8, 则在数列 tanu 中一定有最小数.

7. 证明: 无界数列至少有一个子列是确定符号的无穷大量.

8. 证明数列 ttannu 发散.

9. 设数列 tSnu 的定义为 @跟锦数学微信公众号

Sn “ 1 `
1

2p
`

1

3p
` ¨ ¨ ¨ `

1

np
, n P N`.

证明 tSnu 在以下两种情况均发散: (1) p ď 0; (2) 0 ă p ă 1.

2.3.2练习题

1. 证明: 若 txnu 单调, 则 t|xn|u 至少从某项开始后单调. 又问: 反之如何?

2. 设 tanu 单调增加, tbnu 单调减少, 且有 lim
nÑ8

pan ´ bnq “ 0. 证明: 数列 tanu 和

tbnu 都收敛, 且极限相同.
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3. 按照极限的定义证明: 单调增加有上界的数列的极限不小于数列的任何一项, 单调

减少有下界的数列的极限不大于数列的任何一项.

4. 设 xn “
2

3
¨
3

5
¨ ¨ ¨

n ` 1

2n ` 1
, n P N`, 求数列 xn 的极限.

5. 设 an “
10

1
¨
11

3
¨ ¨ ¨

n ` 9

2n ´ 1
, n P N`, 求数列 tanu 的极限.

6. 在例子 2.2.6 的基础上证明: 当 p ą 1 时数列 tSnu 收敛, 其中 @跟锦数学微信

公众号

Sn “ 1 `
1

2p
`

1

3p
` ¨ ¨ ¨ `

1

np
, n P N`.

7. 设 0 ă x0 ă
π

2
, xn “ sinxn´1, n P N`. 证明: txnu 收敛, 并求其极限.

8. 设 an “

„

p2n ´ 1q!!

p2nq!!

2

, n P N`. 证明: tanu 收敛于 0.

9. 设 an “

„

p2nq!!

p2n ´ 1q!!

2

¨
1

2n ` 1
, n P N`, 证明: tanu 收敛.

10. 下列数列中, 哪些是单调的:

(1)

"

1

1 ` n2

*

;

(2) tsinnu;

(3)
!

n
?
n!

)

.

11. 证明: 单调数列 tanu 收敛的充分必要条件是它有一个收敛子列.

12. 对每个自然数 n, 用 xn 表示方程 x ` x2
` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 1 在闭区间 r0, 1s 中的根.

求 lim
nÑ8

xn.

2.4.1思考题

思考题若在这三个命题的条件中将极限值 l 改为不带符号的无穷大量 8, 则结论

均不成立. 请读者举出反例.

2.4.3练习题

1. 设 lim
nÑ8

xn “ `8, 证明: lim
nÑ8

x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n
“ `8.
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2. 设 txnu 单调增加, lim
nÑ8

x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n
“ a. 证明: txnu 收敛于 a.

3. 设 ta2k´1u 收敛于 a, ta2ku 收敛于 b, 且 a ‰ b, 求 lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
.

4. 若 lim
nÑ8

pan ´ an´1 “ d, 证明: lim
nÑ8

an

n
“ d.

5. 设 tanu 为正数列, 且收敛于 A, 证明: lim
nÑ8

pa1a2 ¨ ¨ ¨ anq
1
n “ A.

6. 设 tanu 为正数列, 且存在极限 lim
nÑ8

an`1

an
“ l, 证明: lim

nÑ8

n
?
an “ l.

7. 设 lim
nÑ8

pxn ´ xn´2q “ 0, 证明: lim
nÑ8

xn

n
“ 0.

8. 设 lim
nÑ8

pxn ´ xn´2q “ 0, 证明: lim
nÑ8

xn ´ xn´1

n
“ 0.

9. 设数列 tanu 满足条件 0 ă a1 ă 1 和 an`1 “ anp1 ´ anq pn ě 1q. 证明:

lim
nÑ8

nan “ 1.

10. 设 lim
nÑ8

an “ α, lim
nÑ8

bn “ β, 证明: lim
nÑ8

a1bn ` a2bn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` anb1

n
“ αβ.

2.5.5练习题

1. 计算下列极限:

(1) lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

n

˙n

;

(2) lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

2n

˙n

;

(3) lim
nÑ8

ˆ

1 `
2

n

˙n

;

(4) lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n

˙n

;

(5) lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n2

˙n

;

(6) lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n
`

1

n2

˙n

.

2. 设 k P N`, 证明:
k

n ` k
ă ln

ˆ

1 `
k

n

˙

ă
k

n
.
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3. 求 lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n2

˙ˆ

1 `
2

n2

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 `
n

n2

˙

.

4. 设 tpnu 为正数列, 且 pn Ñ `8. 计算 lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

pn

˙pn

.

5. 求 lim
nÑ8

n!2n

nn
.

6. 求极限 lim
nÑ8

lnn

1 ` 1
2
` ¨ ¨ ¨ `

1
n

.

7. 证明:

ˆ

n ` 1

e

˙n

ă n! ă e

ˆ

n ` 1

e

˙n`1

.

8. 设 Sn “ 1 ` 22
` 33

` ¨ ¨ ¨ ` nn, n P N`. 证明: 对 n ě 2 成立不等式 @跟锦数

学微信公众号

nn
„

1 `
1

4pn ´ 1q



ď Sn ă n
n

„

1 `
2

epn ´ 1q



.

9. 设有 a1 “ 1, an “ npan´1 ` 1q, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , 又设 xn “
n
ź

k“1

ˆ

1 `
1

ak

˙

,

n P N`. 求数列 xn 的极限.

2.6.3练习题

1. (1) 设 a ą 0, x1 “
?
a, xn`1 “

?
a ` xn, n P N`, 求 lim

nÑ8
xn;

(2) 设 a ą 0, x1 “
?
a, xn`1 “

?
axn, n P N`, 求 lim

nÑ8
xn.

2. 设 A ą 0, 0 ă b0 ă A
´1, bn`1 “ bnp2 ´Abnq, b P N`. 证明: lim

nÑ8
bn “ A

´1.

3. 设参数 b ą 4, x1 “
1

2
, xn`1 “ bxnp1 ´ xnq, n P N`. 求证: txnu 发散.

4. 设 x1 “ 1, xn`1 “
1

2
px2
n ` 1q. 问: b 取何值时数列 txnu 收敛, 并求其极限.

5. 设 x0 “ a, xn “ 1 ` bxn´1, n P N`. 试求出使该数列收敛的 a, b 的所有值.

6. (对于线性迭代的全面讨论) 设给定初始值 x1, 然后用线性函数 fpxq “ ax` b 生

成迭代数列 txnu, 即 xn`1 “ axn ` b. 试回答以下问题:

(1) 是否存在线性函数, 使对于任何初始值 x1, txnu 总是收敛的?

(2) 是否存在线性函数, 使对于任何初始值 x1, txnu 总是发散的?
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(3) 是否存在线性函数, 使对于不同的初始值 x1, txnu 收敛到不同极限?

(4) 是否存在线性函数, 使对于某些初始值 x1, txnu 收敛, 而对于其他初始值 x1,

txnu 发散?

7. 设 txnu 为正数列, 且满足 xn`1 `
1

xn
ă 2, n P N`. 证明: txnu 收敛, 并求其极

限.

8. 设 A ą 0, x1 ą 0, xn`1 “
1

2

ˆ

xn `
A

xn

˙

, n P N`. 证明: lim
nÑ8

xn “
?
A.

9. 设 A ą 0, x1 ą 0, xn`1 “
xnpx

2
n ` 3Aq

3x2
n `A

, n P N`. 证明: txnu 收敛于
?
A.

2.7.3第1组参考题

1. 设 ta2k´1u, ta2ku 和 ta3ku 都收敛, 证明: tanu 收敛.

2. 设 tanu 有界, 且满足条件 an ď an`2, an ď an`3, n P N`. 证明: tanu 收敛.

3. 设 tan ` an`1u 和 tan ` an`2u 都收敛, 证明: tanu 收敛.

4. 设数列 tanu 收敛于 0. 又存在极限 lim
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an`1

an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ a. 证明: |a| ď 1.

5. 设 an “
n
ÿ

k“1

˜

c

1 `
k

n2
´ 1

¸

, n P N`. 计算 lim
nÑ8

an.

6. 用 ppnq 表示能整除 n 的素数的个数. 证明: lim
nÑ8

ppnq

n
“ 0.

7. 设 a0, a1, ¨ ¨ ¨ , ap 是 p ` 1 个给定的数, 且满足条件 a0 ` a1 ` ¨ ¨ ¨ ` ap “ 0. 求

lim
nÑ8

`

a0

?
n ` a1

?
n ` 1 ` ¨ ¨ ¨ ` ap

?
n ` p

˘

.

8. 证明: 当 0 ă k ă 1 时, lim
nÑ8

rp1 ` nqk ´ nks “ 0.

9. (1) 设 txnu 收敛, 令 yn “ npxn ´ xn´1q, n P N`, 问 tynu 是否收敛?

(2) 在上一小题中, 若 tynu 收敛, 证明: tynu 收敛于 0.

10. (1) 设正数列 lim
nÑ8

an

an`1

“ 0. 证明: tanu 是正无穷大量.

(2) 设正数列 tanu 满足条件 lim
nÑ8

an

an`1 ` an`2

“ 0. 证明: tanu 无界.

11. 证明:

ˆ

n

3

˙n

ă n! ă

ˆ

n

2

˙n

, 其中右边的不等式当 n ě 6 时成立.
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12. 证明:

ˆ

n

e

˙n

ă n! ă e

ˆ

n

2

˙n

.

13. (对于命题 2.5.4 的改进) 证明:

(1) n ě 2 时成立 1` 1`
1

2!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
`

1

n!n
“ 3´

1

2!1 ¨ 2
´ ¨ ¨ ¨ ´

1

n!pn ´ 1qn
;

(2) e “ 3 ´ lim
nÑ8

n
ÿ

k“0

1

pk ` 2q!pk ` 1qpk ` 2q
;

(3) 用
n
ÿ

k“0

1

k!
`

1

n!n
计算 e 要比不加上最后一项好得多.

14. 设 an “ 1 `
1
?

2
`

1
?

3
` ¨ ¨ ¨ `

1
?
n
´ 2

?
n, n P N`. 证明: tanu 收敛.

15. 设已知存在极限 lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
, 证明: lim

nÑ8

an

n
“ 0.

16. 证明: lim
nÑ8

pn!q1{n
2

“ 1.

17. 设对每个 n 有 xn ă 1 和 p1 ´ xnqxn`1 ě
1

4
. 证明 txnu 收敛, 并求极限.

18. 设 a1 “ b, a2 “ c, 在 n ě 3 时, 由 an “
an´1 ` an´2

2
定义. 求 lim

nÑ8
an.

19. 设 a, b, c 是三个给定的实数. 令 a1 “ a, b1 “ b, c1 “ c, 并以递推公式定义 @跟

锦数学微信公众号

an`1 “
bn ` cn

2
, bn`1 “

cn ` an

2
, cn`1 “

an ` bn

2
, n P N`.

求这三个数列的极限.

20. (1) 设 a1 ą b1 ą 0, an`1 “
2anbn

an ` bn
, bn`1 “

a

anbn, n P N`. 证明: tanu 和

tbnu 收敛于同一极限.

(2) 在 a1 “ 2
?

3, b1 “ 3 时, 证明上述极限等于单位圆的半轴长 π. (这里可以利

用极限 lim
nÑ8

n sin
π

n
“ π.)

(注意本题与例题 2.3.5 完全不同. 实际上这就是计算圆周率的 Archimedes- 刘

徽方法的迭代形式. 在 (2) 中的两个数列 tanu 和 tbnu 就是单位圆的外切和内接

正多边形的半周长 (请求出边数与 n 的关系).)
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2.7.3第2组参考题

1. 设 an “

c

1 `

b

2 ` ¨ ¨ ¨ `
?
n (n 重根号), n P N`. 证明: tanu 收敛.

2. 证明: 对每个自然数 n 成立不等式

ˆ

1 `
1

n

˙n

ą

n
ÿ

k“0

1

k!
´
e

2n
.

3. 求极限 lim
nÑ8

n sinp2πn!eq.

4. 设 Sn “ 1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n
, n P N`. 用 Kn 表示使 Sk ě n 的最小下标. 求极限

lim
nÑ8

Kn`1

Kn

.

5. 设 xn “
1

n2

n
ÿ

k“0

ln

ˆ

n

k

˙

, n P N`. 求 lim
nÑ8

xn.

6. 设二项式系数

ˆ

n

0

˙

,

ˆ

n

1

˙

, ¨ ¨ ¨ ,

ˆ

n

n

˙

的算术平均值和集合平均值分别记为 An

和 Gn. 证明: (1) lim
nÑ8

n
a

An “ 2; (2) lim
nÑ8

n
a

Gn “
?
e.

7. 设 An “

n
ÿ

k“1

ak, n P N`, 数列 tAnu 收敛. 又有一个单调增加的正数数列 tpnu,

且为正无穷大量. 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

p1a1 ` p2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` pnan

pn
“ 0.

8. 设 tanu 满足 lim
nÑ8

an

n
ÿ

i“1

a2
i “ 1. 证明: lim

nÑ8

3
?

3nan “ 1.

9. 设数列 tununě0对每个非负整数 n满足条件 un “ lim
mÑ8

pu2
n`1`u

2
n`2`¨ ¨ ¨`u

2
n`mq.

证明: 若存在有限极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

pu1 ` u2 ` ¨ ¨ ¨ ` unq,

则只能是每个 un “ 0.

10. (Toeplitz 定理) 设对 n, k P N` 有 tnk ě 0. 又有
n
ÿ

k“1

tnk “ 1, lim
nÑ8

tnk “ 0. 若

已知 lim
nÑ8

an “ a, 定义 xn “
n
ÿ

k“1

tnkak. 证明: lim
nÑ8

xn “ a. (几种变形: (1) 将
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条件
n
ÿ

k“1

tnk “ 1 改为 lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

tnk “ 1; (2) 不要求 tnk 非负, 将 (1) 中的条件改

为存在 M ą 0, 使得对每个 n, 成立不等式 |tn1| ` ¨ ¨ ¨ ` |tnn| ď M . 则结对对

a “ 0 仍成立.)

11. 用 Toeplitz 定理导出 Stolz 定理.

12. 设 0 ă λ ă 1, tanu 收敛于 a. 证明: lim
nÑ8

pan ` λan´1 ` λ
2an´2 ` ¨ ¨ ¨ ` λ

na0q “

a

1 ´ λ
.

13. 设 lim
nÑ8

xn “ 0, 并且存在常数 K, 使得 |y1|`|y2|`¨ ¨ ¨`|yn| ď K 对每个 n成立.

令 zn “ x1yn`x2yn´1`¨ ¨ ¨`xny1, n P N`, 证明: lim
nÑ8

zn “ 0. (从本题的条件

已可推出 lim
nÑ8

yn “ 0. 但是可以举出例子说明仅仅有条件 lim
nÑ8

xn “ lim
nÑ8

yn “ 0

不能得到 lim
nÑ8

px1yn ` x2yn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` xny1q “ 0.)

14. 设 yn “ xn ` 2xn`1, n P N`. 证明: 若 tynu 收敛, 则 txnu 也收敛.

15. 由初始值 a0 和 an “ 2n´1
´ 3an´1, n P N`, 确定数列 tanu. 求 a0 的所有可能

值, 使得数列 tanu 是严格单调增加的.

16. 证明数列
?

7,

b

7 ´
?

7,

c

7 ´

b

7 `
?

7,

d

7 ´

c

7 `

b

7 ´
?

7, ¨ ¨ ¨ 收敛, 并

求其极限.

17. 令 y0 ě 2, yn “ y
2
n´1 ´ 2, n P N`. 设 Sn “

1

y0

`
1

y0y1

` ¨ ¨ ¨ `
1

y0y1 ¨ ¨ ¨ yn
. 证

明: lim
nÑ8

Sn “
y0 ´

a

y2
0 ´ 4

2
.

18. 设 x1 “ c, xn`1 “ a
xn pa ą 0, a ‰ 1q, n P N`. 根据下面提供的函数 fpxq “ ax

和 fpfpxqq 的单调性和不动点的知识, 讨论数列 txnu 的敛散性.

(1) 在 a ą 1 时函数 fpxq “ ax 单调增加.

(i) 如 a ą e
1
e , 则 f 无不动点. 证明: 不论 c 如何, 数列 txnu 总是单调增加

的正无穷大量.

(ii) 在 a “ e
1
e 时 f 恰有一个不动点. 证明: 当 c ď e 时数列 txnu 单调增加

收敛于 e, 而当 c ă e 时, txnu 是单调增加的正无穷大量.

(iii) 如 1 ă a ă e
1
e , 则 f 有两个不动点, 根据 x1 “ c 的大小, 讨论数列 txnu

的敛散性.
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(2) 在 0 ă a ă 1 时函数 fpxq “ ax 单调减少, 存在唯一不动点.

(i) 如 e´e
ď a ă 1, 则复合函数 fpfpxqq “ aa

x

只有一个不动点. 证明: 数

列 txnu 收敛, 它的子列 tx2k´1u 和 tx2ku 是具有不同单调性的单调数列.

(ii) 如 0 ă a ă e´e, 则复合函数 fpfpxqq “ aa
x

有三个不动点. 证明: 除非

x1 “ c 恰好是 f 的不动点, 否则子列 tx2k´1u 和 tx2ku 分别单调收敛于

不同的极限, 数列 txnu 发散.

(这是关于迭代生成数列的一道名题, 从 Euler 开始就有许多人对它作过研究 (不

限于在实数范围内), 在美国数学月刊 87 卷 (1981) 235-252 页有详细介绍, 并附

有丰富的文献. 但是从混沌学的角度来看, 至少在实数范围内进行讨论时, 问题在

本质上是简单的, 只不过依赖于对函数 fpxq “ ax 和 fpfpxqq “ aa
x

的单调性和

不动点个数的讨论. 这些问题在学了微分学后就不难解决 (见 8.8.2 小节的第二组

参考题 17,18). 此外, 对本题的讨论也可以和计算机实验相配合, 其中出现一次倍

周期分岔.)

19. 设参数 b ą 0, x1 “
1

2
, xn`1 “ bxnp1 ´ xnq, n P N`. 证明以下结论 (对于情况

b ą 4 的讨论即是 2.6.3 小节中的题 3):

(1) 当 0 ă b ď 1 时, txnu 单调减少收敛于 0;

(2) 当 1 ă b ď 2 时, txnu 单调减少收敛于 1 ´
1

b
;

(3) 当 2 ă b ď 3 时, 子列 tx2k´1u 和 tx2ku 具有相反的单调性, 并收敛于同一极

限 1 ´
1

b
;

(4) 当 3 ă b ď 1 `
?

5 时, 子列 tx2k´1u 和 tx2ku 具有相反的单调性, 但收敛于

不同极限.

(这就是 20世纪 70年代中期以来在混沌学中研究得最多的范例之一.映射 fpxq “

bxp1 ´ xq 的名称由 Logistic 映射, 抛物映射等). 用这个映射通过迭代可以得到

非常丰富而复杂的结果 (例如见 [39,21,38]), 对其中的许多问题的研究一直延续

到现在. 虽然关于它的全面介绍在本书中是不可能的, 但以上四个小题就是进入混

沌的前奏曲, 它们完全是初等的. 例如, 用动力系统的术语来说, 前三种情况中从

x1 “ 0.5 出发的轨道 (即数列 txnu) 收敛到不动点上. 而最后一种情况就是说从

x1 “ 0.5 出发的轨道收敛到一个周期为 2 的轨道. 特别当 b “ 1 `
?

5 时, 有

x2k´1 “
1

2
, x2k “

1 `
?

5

4
, k P N`, 也就是说这条轨道本身就是一个周期 2 轨

道.
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20. 给定 x1, ¨ ¨ ¨ , xn, 令 x
p1q
i “

xi ` xi`1

2
, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, 其中 xn`1 “ x1. 归纳定义

@跟锦数学微信公众号

x
pkq
i “

x
pk´1q
i ` x

pk´1q
i`1

2
, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n,

其中 x
pk´1q
n`1 “ x

pk´1q
1 , k “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , 证明 lim

kÑ8
x
pkq
i “

x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n
. (本题较难,

可先讨论 n “ 2, 3, 4 等简单情况.已知有多种解法, 甚至还可以用多元函数或线性

代数为工具的解法.)

2.8第1次习题课

一. 数列极限的 ε ´N 定义

例题 1.1 用 ε ´N 语言证明 lim
nÑ8

n
?
a “ 1 (a ą 0).

例题 1.2 设 xn ą 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 且 lim
nÑ8

xn “ a ą 0, b ą 1. 用 ε ´N 语言

证明 lim
nÑ8

logb xn “ logb a.

二. 收敛数列的性质 (I)

例题 2.1 利用收敛数列的性质求 lim
nÑ8

c

2

b

2 ¨ ¨ ¨
?

2 (n 重根号).

三. 课堂练习题

1. 用 ε ´N 语言证明 lim
nÑ8

an

n!
“ 0 (注意分情况 a ‰ 0, a “ 0).

2. 用 ε ´N 语言证明 lim
nÑ8

nc

an
“ 0, 其中 c “ 0, a ą 1.

3. 设 lim
nÑ8

xn “ a, 又已知用 ε´N 语言描述这个极限时, 可取 N 与 ε 无关, 问

这样的数列 txnu 是否一定是常值数列? 如果不是, 又具有怎样的特性?

4. (1) 正面叙述 txnu 不是无穷小量 (用对偶法则).

(2) 证明叙述 “@ ε ą 0, D N, @ n,m ě N 有 |xn ´ xm| ă ε” 的否命题.

5. 证明: 给定实数 a 的任一邻域 Oδpaq 中必定同时存在有理数与无理数.

四. 命题的证明与讨论

例题 4.1 设 lim
nÑ8

xn “ a ą 0, 证明存在 N , 使 n ě N 时, xn ą 0.

例题 4.2 设 txnu 为正数列, 且 lim
nÑ8

xn “ a, 问是否有 a ą 0? (强调: 若肯定一

个结论, 则要给出证明. 而否定一个结论则只需举出一个反例. 证明要做到: 说话有依

据, 推理有逻辑性, 表述要清晰、简洁.)

例题 4.3 设 A 和 B 是两个非空数集, AYB “ R, 又 A 的每一个元素都小于 B

的每一个元素, 证明 supA “ inf B (布置前需作简单讲解)
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2.8第2次习题课

一. 习题讲评

1. 设 xn ą 0, a ą 0, a ‰ 1, 证明: lim
nÑ8

xn “ 1 ô loga xn “ 0. (先抄一个错误

的证法在黑板上, 在逐点纠正, 以此训练徐盛的表达能力, 特别是要分析证明叙述中的

逻辑关系.)

2. 设 A,B 为非空的有界集, C “ tx ` y;x P A, y P Bu, 证明: supC “

supA ` supB.

二. 若干基本概念数学分析学习必须建立在清晰的概念基础上, 仅对技巧感兴趣是

学不好数学分析的.

三. 收敛数列的性质 (II)

四. Cauchy 命题与 Stolz 定理

五. 例题

1. 设 lim
nÑ8

xn “ a, lim
nÑ8

yn “ b, 则有 lim
nÑ8

max txn, ynu “ max ta, bu.

2. 设 ak ą 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,m. 证明 (用夹逼定理): @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

pan1 ` a
n
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

n
mq

1
n “ max ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , amu .

3. (1) 设 x0 “ 1, xn`1 “
1

1 ` xn
, 证明 lim

nÑ8
xn “

?
5 ´ 1

2
. (2) 设 tFnu

为 Fibonacci 数列, 即 F0 “ F1 “ 1, Fn`1 “ Fn ` Fn´1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明:

lim
nÑ8

Fn

Fn`1

“

?
5 ´ 1

2
.

4. lim
nÑ8

3

4
¨
5

4
¨
17

16
¨ ¨ ¨

22n ` 1

22n
.

5. 设 xn “ a1`a2`¨ ¨ ¨`an,且有 lim
nÑ8

xn “ a,证明: lim
nÑ8

a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

n
“

0.

6. 设 0 ă λ ă 1, an ą 0 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 且 lim
nÑ8

an “ a, 证明: @跟锦数学微信

公众号

lim
nÑ8

pan ` λan´1 ` λ
2an´2 ` ¨ ¨ ¨ ` λ

na0q “
a

1 ´ λ
.

六. 课堂练习题

1. 求 lim
nÑ8

pλ ` 2λ2
` ¨ ¨ ¨ ` nλnq, 其中 |λ| ă 1.

2. 求 lim
nÑ8

ˆ

1
?
n2 ` 1

` ¨ ¨ ¨ `
1

?
n2 ` n

˙

.

3. 设 bn ą 0, lim
nÑ8

bn`1

bn
“ b. 证明: lim

nÑ8
b

1
n
n “ b.
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4. 证明对应于 lim
nÑ8

xn “ `8 时的 Cauchy 命题.

2.8第3次习题课

一. 习题讲评

二. 例题

1. 设 lim
nÑ8

xn “ α, lim
nÑ8

yn “ β, 证 lim
nÑ8

x1yn ` x2yn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` xny1

n
“ αβ.

2. 设 0 ă x0 ă
π

2
, xn “ sinxn´1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 求 lim

nÑ8
xn.

3. 求 lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n
`

1

n2

˙n

.

4. 求 lim
nÑ8

ˆ

1

n
`

1

n ` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n

˙

.

5. 设 A,B 是两个非空且互不相交的数集,若 AYB “ r0, 1s,则必存在 ξ P r0, 1s,

使得 @ δ ą 0, 于 Oδpξq 中既有 A 的点又有集 B 的点.

三. 课堂练习题

1. 设 0 ă x0 ă 1, xn`1 “ 1 ´
?

1 ´ xn, n P N`, 求 lim
nÑ8

xn.

2. 求极限: (1) lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

2n

˙n

; (2) lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n2

˙n

.

3. 证明: tanu 收敛 ô ta2nu 和 ta2n´1u 收敛到同一极限.

4. 求极限 lim
nÑ8

ˆ

1 ´
1

2
`

1

3
´

1

4
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn´1 1

n

˙

.

2.8第4次习题课

一. 子列

二. 本章小节

三. 单元测验 (约一小时)

1. 设 A 和 B 是上有界集, 定义 A`B “ tx ` y;x P A, y P Bu. 证明 suppA`

Bq “ supA ` supB.

2. 设 lim
nÑ8

xn “ a ą 0. 证明: 存在 N , 使当 n ě N 时, xn ą 0. 并举例说明逆

命题不成立.

3. 求 lim
nÑ8

ˆ

1

n `
?

1
`

1

n `
?

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n `
?
n

˙

.

4. 叙述并证明
0

0
型不定式的 Stolz 定理.

5. 证明极限 lim
nÑ8

c

1 `

b

2 ` ¨ ¨ ¨ `
?
n (n 重根号) 的存在性.
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第03章实数系的基本定理

3.1.3练习题

1. 试证明确界的唯一性.

2. 设对每个 x P A 成立 x ă a. 问: 在 supA ă a 和 supA ď a 中那个是对的?

3. 设数集 A 以 β 为上界, 又有数列 txnu Ă A 和 lim
nÑ8

xn “ β. 证明: β “ supA.

4. 求下列数集的上确界和下确界: (1) tx P Q;x ą 0u; (2)

"

y; y “ x2;x P

ˆ

´
1

2
, 1

˙*

;

(3)

"ˆ

1 `
1

n

˙n

;n P N`
*

; (4)
 

ne´n;n P N`
(

; (5) tarctanx; x P p´8,`8qu;

(6)

"

p´1qn `
1

n
p´1qn`1;n P N`

*

; (7)

"

1 ` n sin
nπ

2
;n P N`

*

.

5. 证明: (1) sup txn ` ynu ď sup txnu ` sup tynu;

(2) inf txn ` ynu ě inf txnu ` inf tynu.

6. 设有两个数集 A 和 B, 且对数集 A 中的任何一个数 x 和数集 B 中的任何一个

数 y 成立不等式 x ď y. 证明: supA ď inf B.

7. 设数集 A 有上界, 数集 B “ tx ` c;x P Au, 其中 c 是一个常数. 证明: supB “

supA ` c, inf B “ inf A ` c.

8. 设 A,B 是两个有上界的数集,又有数集 C Ă tx ` y;x P A, y P Bu,则 supC ď

supA ` supB. 举出成立严格不等号的例子.

9. 设 A,B 是两个有上界的数集,又有数集 C Ą tx ` y;x P A, y P Bu,则 supC ě

supA ` supB. 举出成立严格不等号的例子. (合并以上两题可见: 当且仅当

C “ tx ` y;x P A, y P Bu 时成立 supC “ supA ` supB.)

3.2.3练习题

1. 如果数列是 tp´1qnu, 开始的区间是 r´1, 1s. 试用例题 3.2.2 中的方法具体找出

一个闭区间套和相应的收敛子列. 又问: 你能否用这样的方法在这个例子中找出 3

个收敛子列?
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2. 如闭区间套定理中的闭区间套改为开区间套 tpan, bnqu, 其他条件不变, 则可以举

出例子说明结论不成立.

3. 如 tpan, bnqu 为开区间套, 数列 tanu 严格单调增加, 数列 tbnu 严格单调减少, 又

满足条件 an ă bn, n P N`, 证明
8
č

n“1

pan, bnq ‰ ∅.

4. 用闭区间套定理证明确界存在定理.

5. 用闭区间套定理证明单调有界数列的收敛定理.

3.3.3练习题

1. 对于给定的数列 txnu 和数 a, 证明: 在 a 的每个邻域中有数列 txnu 的无穷多项

的充分必要条件是, a 是数列 txnu 的某个子列的极限.

2. 证明: 有界数列发散的充分必要条件是存在两个收敛到不同极限值的子列.

3. 证明: 若 txnu 无界, 但不是无穷大量, 则存在两个子列, 其中一个子列收敛, 另一

个子列是无穷大量.

4. 用凝聚定理证明单调有界数列的收敛定理.

3.4.5练习题

1. 满足以下条件的数列 txnu 是否一定是基本数列? 若回答 “是”, 请作出证明; 若

回答 “不一定是”, 请举出反例: (1) 对每个 ε ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时, 成

立 |xn ´ xN | ă ε; (2) 对所有 n, p P N`, 成立不等式 |xn`p ´ xn| ď p{n; (3)

对所有 n, p P N`, 成立不等式 |xn`p ´ xn| ď p{n2; (4) 对每个自然数 p 成立

lim
nÑ8

pxn ´ xn`pq “ 0.

2. 用对偶法则于数列收敛的 Cauchy 收敛准则, 以正面方式写出数列发散的充分必

要条件.

3. 证明以下数列为基本数列, 因此都是收敛数列. (1) an “ 1 `
1

2!
`

1

3!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
,

n P N`; (2) bn “ 1 ´
1

2
`

1

3
´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qn´1 1

n
, n P N`;

(3) cn “
sin 2x

2p2 ` sin 2xq
`

sin 3x

3p3 ` sin 3xq
` ¨ ¨ ¨ `

sinnx

npn ` sinnxq
, n P N`.
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4. 设 an “ sin 1 `
sin 2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

sinn

n!
, n P N`, 证明: (1) 数列 tanu 有界, 但不单

调; (2) tanu 收敛.

5. 设从某个数列 tanu 定义 xn “
n
ÿ

k“1

ak, yn “
n
ÿ

k“1

|ak|, n P N`, 若数列 tynu 收敛,

证明数列 txnu 也收敛.

6. 设 Sn “ 1 `
1

2p
`

1

3p
` ¨ ¨ ¨ `

1

np
, n P N`, 其中 p ď 1, 证明 tSnu 发散.

7. 天文学中的 Kepler 方程 x ´ q sinx “ a (0 ă q ă 1) 是一个超越方程, 没有求

根公式 (见 [15] 的 22 和 72 页). 求近似解的一个方法是通过迭代. 确定 x1, 然后

用递推公式 xn`1 “ q sinxn ` a, n P N`. 证明这个方法的正确性. (这个方程是

Kepler 在 1609 年左右研究行星运动规律时得到的方程. 从天体力学的角度来分

析可以肯定对每个给定的 a, 方程存在唯一解. 这个解没有可用的显式表达式, 但

可以用近似方法求解. 本题就是用迭代生成数列的方法求近似解. 在 [14] 的 425

小节有解得无穷级数表达式.)

3.5.3练习题

1. 对开区间 p0, 1q 构造一个开覆盖, 使得它的每一个有限子集都不能覆盖 p0, 1q.

2. 用闭区间套定理证明覆盖定理.

3. 用覆盖定理证明闭区间套定理.

4. 用覆盖定理证明凝聚定理.

5. 试对于例题 3.5.2 的证明举出两个具体例子, 即 (1) 数集 A 无上界; (2) A 有上

界, 且有 b ă ξ “ supA 和 ξ R A.

3.6.4练习题

1. 求以下数列的上极限和下极限: (1) xn “
1 ` p´1qn

2
, n P N`; (2) xn “ sin

nπ

4
, n P

N`; (3) xn “ n
p´1qn, n P N`; (4) xn “ enp´1qn, n P N`.

2. 若 xn ě yn, n P N`, 证明: lim
nÑ8

xn ě lim
nÑ8

yn, lim
nÑ8

xn ě lim
nÑ8

yn.
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3. 对 txnu, 记 Sn “
1

n

n
ÿ

k“1

xk, 证明: lim
xÑ8

xn ď lim
nÑ8

Sn ď lim
nÑ8

Sn ď lim
nÑ8

xn. (可以

看出本题的结论蕴含了在 §2.4 节中的 Cauchy 命题.)

4. 设 tanu 为正数列. 证明: lim
nÑ8

n
?
an ď 1 的充分必要条件是对大于 1 的每个数 l

成立 lim
nÑ8

an

ln
“ 0.

5. 设 tanu 为正数列. 证明: lim
nÑ8

an`1

an
ď lim

nÑ8

n
?
an ď lim

nÑ8

n
?
an ď lim

nÑ8

an`1

an
.

6. 利用极限点的定义直接证明: 每个数列的极限点集中必有最大数和最小数.

7. 证明在例题 3.6.2 中所用到的关于上、下极限的公式.

8. 证明公式 (3.2).

9. 对上极限写出与命题 3.6.3 对应的结论, 并作出证明.

10. 证明公式 (3.5).

11. 证明命题 3.6.5.

3.7.3第1组参考题

1. 证明: 数列有界的充分必要条件是它的每个子列都收收敛子列.

2. 证明: 数列收敛的充分必要条件是存在一个数 a, 使数列的每个子列有收敛于 a

的子列.

3. 证明: 在有界闭区间上的无界函数一定在这个区间的某一点的每一个邻域中无界.

又问: 在开区间上的无界函数是否有于此类似的性质?

4. 设函数 f 在区间 pa, bq 上定义, 对区间 pa, bq 的每一个点 ξ, 存在 δ ą 0, 当

x P pξ ´ δ, ξ ` δq X pa, bq 时, 如 x ă ξ, 则 fpxq ă fpξq, 如 x ą ξ, 则

fpxq ą fpξq. 证明: 函数 f 在 pa, bq 上严格单调增加.

5. 试用上下极限的工具证明第二章 2.4.1 中的 Stolz 定理. (参考 3.6.4 小节的题

3.)

6. 设 txnu , tynu 是正数列. 在以下乘积均有意义时证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

xn lim
nÑ8

yn ď lim
nÑ8

pxnynq ď lim
nÑ8

xn lim
nÑ8

yn ď lim
nÑ8

pxnynq ď lim
nÑ8

xn lim
nÑ8

yn.
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7. 设 txnu 为正数列. 用上下极限证明: 若 lim
nÑ8

xn`1

xn
“ l, 则 lim

nÑ8

n
?
xn “ 1.

8. 若对于数列 tanu 的每个子列 tanku 都有 @跟锦数学微信公众号

lim
kÑ8

an1
` an2

` ¨ ¨ ¨ ` ank
k

“ a,

证明: lim
kÑ8

an “ a.

9. 设 txnu 为正数列, 证明: lim
nÑ8

n

ˆ

1 ` xn`1

xn
´ 1

˙

ě 1.

10. 设 txnu 为正数列, 证明: lim
nÑ8

ˆ

x1 ` xn`1

xn

˙n

ě e.

3.7.3第2组参考题

1. 证明: 对于 R 中的任何两个正数 a, b, 如有 0 ă a ă b, 则存在一个自然数 n, 使

得 na ą b. (这个结论称为 Archimedes 公理或原理).

2. 设有两个非空实数集 A 和 B, 满足条件: (1) R “ A YB; (2) 在 A 中的每一个

数都小于 B 中的每一个数. 证明: 或者 A 有最大数而 B 无最小数, 或者 B 有

最小数而 A 没有最大数. (这就是 Dedekind 的连续性定理或公理, 它与实数系

的每一个基本定理等价.)

3. 证明: 将实数 R 分成两个非空集合 A 和 B, 则或者 A 中有数列收敛于 B 中的

点, 或者 B 中有数列收敛于 A 中的点. (这个结论称为实数的连通性, 它与实数

系的每一个基本定理等价.)

4. 试用压缩映射原理证明数列 @跟锦数学微信公众号

?
7,

b

7 ´
?

7,

c

7 ´

b

7 `
?

7,

d

7 ´

c

7 `

b

7 ´
?

7, ¨ ¨ ¨

收敛, 并计算其极限. (即用压缩映射原理重做第二章的第二组参考题 16.)

5. 若对每个数列 tynu, 成立 lim
nÑ8

pxn ` ynq “ lim
nÑ8

xn ` lim
nÑ8

yn, 证明数列 txnu 收

敛.

6. (1) 设 txnu 为正数列, 且 lim
nÑ8

xn “ 0. 证明: 存在无限多个 n, 使得 xn ă

xk, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1.

(2) 设 txnu 为正数列, 且有正下界. 证明: lim
nÑ8

xn`1

xn
ě 1.
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7. 设 yn “ pxn ` qxn`1, n P N`, 其中 |p| ă |q|. 证明: 若 tynu 收敛, 则 txnu 也

收敛.

8. 设 txnu 有界, 且 lim
nÑ8

px2n ` 2xnq “ A. 证明 txnu 收敛, 并求其极限.

9. 设 xn “ sinn, n P N`, 证明数列 txnu 的极限点集合为 r´1, 1s.

10. 设 txnu 有界, 且 lim
nÑ8

pxn`1 ´ xnq “ 0. 将 txnu 的下极限和上极限分别记为 l

和 L. 证明: 在区间 rl, Ls 中的每一个点都是数列 txnu 的极限点. (众所周知, 本

题的条件与基本数列的条件差得很远, 一般来说当然不能保证数列 txnu 收敛. 但

是 1976 年有人发现, 如果 txnu 是迭代生成数列, 则从 lim
nÑ8

pxn`1 ´ xnq “ 0, 差

不多就可以推出 txnu 收敛, 从而 l “ L. 确切内容请看第五章第二组参考题的题

20. 见)

第04章函数极限

4.1.3思考题

1. 以下几种叙述中能否作为函数极限 lim
xÑa

fpxq “ A 的定义?

(1) @ ε ą 0, D δ ą 0, @ x P Oδpaq ´ tau, 成立 |fpxq ´A| ď ε;

(2) @ ε ą 0, D δ ą 0, @ x P Oδpaq ´ tau, 成立 |fpxq ´A| ă kε (k 为常数);

(3) @ n P N`, D δ ą 0, @ x P Oδpaq ´ tau, 成立 |fpxq ´A| ă 1{n;

(4) @ ε ą 0, D n, @ x P O 1
n
paq ´ tau, 成立 |fpxq ´A| ă ε.

2. 以下几种叙述能否作为函数极限 lim
xÑa

fpxq “ A 的定义?

(1) D δ ą 0, @ ε ą 0, @ x P Oδpaq ´ tau, 成立 |fpxq ´A| ă ε;

(2) @ δ ą 0, D ε ą 0, @ x P Oδpaq ´ tau, 成立 |fpxq ´A| ă ε;

(3) 当 x 充分靠近 a 时, fpxq 越来越接近 A.

3. 用对偶法则给出: (1) fpxq 在点 a 不收敛于 A 的正面叙述; (2) fpxq 在点 a 处

没有极限的正面叙述.

4. 怎样用正面方式叙述以下否定概念: (1) lim
xÑ8

fpxq ‰ A; (2) lim
xÑ´8

fpxq ‰ A; (3)

lim
xÑa

fpxq ‰ 8; (4) lim
xÑa´

fpxq ‰ A; (5) lim
xÑa`

fpxq ‰ `8.
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4.1.4思考题

思考题对多项式 pnpxq “ a0x
n
` a1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` an 证明 lim

xÑa
pnpxq “ pnpaq.

思考题设 lim
xÑa

gpxq “ A, lim
yÑA

fpyq “ B, 证明 lim
xÑa

fpgpxqq 只有 3 种可能性: (1)

lim
xÑa

fpgpxqq “ B; (2) lim
xÑa

fpgpxqq “ fpAq; (3) 极限 lim
xÑa

fpgpxqq 不存在.

4.1.5练习题

以下各题要求按照函数极限的定义来做.

1. 证明: lim
xÑ0

?
1 ` x ´

?
1 ´ x

x
“ 1.

2. 证明: lim
xÑ1

x2 ` x ´ 2

xpx2 ´ 3x ` 2q
“ ´3.

3. 证明: lim
xÑ`8

x ` 1

x2 ´ x
“ 0.

4. 当 a 取什么数值时, lim
xÑ´1

x3 ´ ax2 ´ x ` 4

x ` 1
存在? 此时极限为何?

5. 求 a, b, 使 lim
xÑ2

x2 ` ax ` b

x2 ´ x ´ 2
“ 2.

6. 问:使得 lim
xÑ0`

a ` sin 1
x

x
“ ˘8 的参数 a 是什么?

7. 证明: lim
xÑa

lnx “ ln a, 其中 a ą 0.

8. 证明: lim
xÑa

ex “ ea.

9. 证明 lim
xÑ0

fpxq 与 lim
xÑ0

fpx3
q 同时存在或不存在, 而当它们存在时必相等.

10. 问 lim
xÑ0

fpxq 与 lim
xÑ0

fpx2
q 是否一定同时存在或不存在?

11. 证明:如下定义的 Dirichlet 函数 Dpxq “

#

1, x P Q
0, x P R zQ

在每一点都没有极限.

12. 试举出一个在区间 p´8,`8q 上定义的函数, 使得它在点 x “ 1 处有极限, 但在

区间的其他点都没有极限.

13. 证明: 若 f 为周期函数, 且 lim
xÑ`8

fpxq “ 0, 则 fpxq ” 0.

14. 证明: 任何非常值的周期函数不可能是有理分式函数.
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4.2.3思考题

1. 试就 lim
xÑ`8

fpxq “ A和 lim
xÑa`

fpxq “ A两类极限叙述极限的唯一性定理、局部有

界性定理、局部保号性定理、比较定理、夹逼定理、Heine 归结原理和 Cauchy

收敛准则.

2. 回答下述有关极限的四则运算方面的问题:

(1) 若 lim
xÑa

rfpxq ` gpxqs 存在, 则当 x 趋于 a 时在 fpxq 和 gpxq 的敛散性之间

有何联系?

(2) 若 lim
xÑa

fpxq 存在, lim
xÑa

gpxq 不存在, 则 lim
xÑa

fpxqgpxq 是否存在?

3. 找出以下运算中的错误:

(1) lim
xÑ2

x ´ 2

sin 1
x´2

“
limxÑ2px ´ 2q

limxÑ2 sin 1
x´2

“
0

limxÑ2 sin 1
x´2

“ 0.

(2) lim
xÑ8

sinx

x
“ lim

xÑ8

1

x
¨ lim
xÑ8

sinx “ 0 ¨ lim
xÑ8

sinx “ 0.

4. 对于极限的加法运算法则作出两个证明: (1) 用函数极限定义; (2) 用 Heine 归结

原理.

5. 对于各种类型的函数极限中 A “ 8 但不带有确定符号的无穷大量的情况, 夹逼定

理不成立. 为什么? 举出反例.

4.2.4思考题

思考题 Heine 归结原理在这里也成立. 试证之.

4.2.4思考题

思考题 Heine 归结原理在这里也成立. 试证之.

4.2.5练习题

1. 证明:

(1) lim
xÑ`8

xk

ak
“ 0 pa ą 1, k ą 0q; (2) lim

xÑ`8

lnx

xk
“ 0, pk ą 0q; (3) lim

xÑ8

x
?
a “

1 pa ą 0q; (4) lim
xÑ`8

x
?
x “ 1.
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2. 求 lim
yÑ`8

a

1 ` y3

a

y2 ` y3 ` y
.

3. 求 lim
xÑ`8

ˆ

x2 ´ 1

x2 ` 1

˙

x´1
x`2

.

4. 求 lim
xÑ0

n
?

1 ` x ´ 1

x
, 其中 n 为自然数.

5. 设已知 lim
xÑ0

fpxq

x
“ l, b ‰ 0, 求 lim

xÑ0

fpbxq

x
.

6. 证明: lim
xÑ0

?
1 ` sinx ´

?
1 ´ sinx

sinx
“ 1.

7. 证明: 在区间 pa,`8q 上单调有界函数 f 一定存在极限 lim
xÑ`8

fpxq.

8. 设 fpxq 在区间 pa, bq 上为单调增加函数, 且存在一个数列 txnu Ă pa, bq, 使得

lim
nÑ8

xn “ b, lim
nÑ8

fpxnq “ A. 证明:

(1) f 在区间 pa, bq 上以 A 为上界; (2) lim
xÑb

fpxq “ A.

9. 设 lim
xÑ`8

fpxq “ A ą 0. 证明: 对每个 c P p0, Aq, 存在 M ą 0, 当 x ą M 时,

成立 fpxq ą c.

10. 设 fpa´q ă fpa`q. 证明: 存在 δ ą 0, 当 x P pa´ δ, aq 和 y P pa, a` δq 时, 成

立 fpxq ă fpyq.

11. 试用 Heine 归结原理证明单调函数的单侧极限存在定理. (这里先要将 Heine 归

结原理 (命题 4.2.3) 推广到单侧极限. 注意这是在条件中的数列可限于单调数列.)

4.3.4练习题

1. 计算以下极限: (1) lim
xÑ`8

ˆ

2

π
arctanx

˙x

; (2) lim
xÑπ

2
´
psinxqtanx; (3) lim

xÑ8

ˆ

x2 ´ 1

x2 ` 1

˙x2

;

(4) lim
xÑπ

2
´
pcosxq

π
2
´x; (5) lim

xÑ0

sin 2x ´ 2 sinx

x2
; (6) lim

xÑ1
p1 ´ xq tan

ˆ

π

2
x

˙

.

2. 注意以下两个不等式并求出正确值: (1) lim
xÑ`8

sinx

x
‰ 1; (2) lim

xÑ`8
p1 ` xq

1
x “ e.

3. 设 a ą 0, b ą 0, 求极限 lim
nÑ8

˜

n
?
a ` n

?
b

2

¸n

.

(本题是数列极限问题, 但现在可以用函数极限只是来解决.)
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4. 设 a1, ¨ ¨ ¨ , an 为正数, n ě 2, fpxq “

„

ax1 ` a
x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

x
n

n


1
x

, 求 lim
xÑ0

fpxq.

5. 计算极限 lim
nÑ8

n
ź

k“1

cos
x

2k
, 并证明 Viéte 公式 @跟锦数学微信公众号

π

2
“

1

b

1
2
¨

c

1
2
`

1
2

b

1
2
¨

d

1
2
`

1
2

c

1
2
`

1
2

b

1
2
¨ ¨ ¨

.

(这是数学家 Viéte 在 1593 年发表的. 它是数学史上第一次用无穷乘积来表示一

个数, 同时也是对于圆周率 π 的认识上的重大突破.)

4.4.2思考题

1. 10´10000, e´1010

, x, sinx 是否是无穷小量? 1010000, e1010

, xn, ax pa ą 1q 是否

是无穷大量?

2. 确定以下极限是否存在, 若存在等于什么?

(1) lim
xÑ0

sinx

x
; (2) lim

xÑ`8

sinx

x
; (3) lim

xÑ0
x sin

1

x
; (4) lim

xÑ8
x sin

1

x
; (5) lim

xÑ0
x sinx;

(6) lim
xÑ8

x sinx; (7) lim
xÑ0

1

x
sin

1

x
; (8) lim

xÑ8

1

x
sin

1

x
.

3. 当 x Ñ 0 时, 下述等式中哪些可以成立? (1) op1q “ Op1q; (2) Op1q “ op1q; (3)

opx2
q “ opxq; (4) Opx2

q “ opxq; (5) x ¨ opx2
q “ opx3

q; (6)
Opx2q

x
“ opxq.

4. 作出 y “ e
1
x 的图形, 观察: e

1
x Ñ `8 px Ñ 0`q 和 e

1
x “ op1q px Ñ 0´q.

4.4.4练习题

1. 确定以下无穷小量的阶: (1)
?

1 ` tanx ´
?

1 ´ tanx px Ñ 0q; (2) lnx ´

ln a px Ñ aq, a ą 0; (3) ax ´ 1 px Ñ 0q, 其中 a ą 0; (4) ax
2

´ bx
2

px Ñ 0q,

其中 a, b ą 0; (5) ln

ˆ

x ` cos
π

2
x

˙

px Ñ 1q; (6) lnx lnpx ´ 1q px Ñ 1`q.

2. 设存在极限 lim
xÑ0

fpxq

x
, 又有 fpxq ´ f

ˆ

x

2

˙

“ opxq px Ñ 0q, 证明 fpxq “

opxq px Ñ 0q.
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3. 与数列的几个常见的无穷大量之间的关系 lnn ! nε ! an ! n! ! nn pa ą

1, ε ą 0q 相类似, 证明当 x Ñ `8 时有 lnx ! xε ! ax ! xx pa ą 1, ε ą 0q,

其中 u ! v 的定义是 lim
u

v
“ 0.

4. 用等价量代换方法计算以下极限:

(1) lim
xÑ0

lnpsin2 x ` exq ´ x

lnpx2 ` e2xq ´ 2x
; (2) lim

xÑ`8
px ` 1qrlnpx2

` xq ´ 2 lnpx ` 1qs.

(3) lim
xÑ0

?
1 ` x ´ 6

?
1 ` x

3
?

1 ` x ´ 1
; (4) lim

xÑ0

?
cosx ´ 3

?
cosx

sin2 x
; (5) lim

xÑ0

p3 ` 2 sinxqx ´ 3x

tan2 x
;

(6) lim
tÑ0

ˆ

arcsin t

t

˙
1

t2

.

4.5.2参考题

1. 若函数 f 在区间 pa, bq上单调,且有一个数列 txnu使得 xn Ñ a`和 lim
nÑ8

fpxnq “

A. 请按照单侧极限的定义直接证明: lim
xÑa`

fpxq “ A.

2. 设函数 f 在区间 ra, bs 上严格单调增加, 且有一个在区间 ra, bs 内的数列 txnu

使得 fpxnq Ñ fpaq. 证明: lim
nÑ8

xn “ a.

3. 在 Heine 归结原理 (命题 4.2.3) 的条件中, (1) 若将每个数列 txnu 改为每个单

调数列 txnu, 其他要求不变, 则结论是否仍然成立? (2) 若将每个数列 txnu 增加

要求 |xn`1 ´ a| ă |xn ´ a|, n P N`, 其他不变, 则又如何?

又若在它的推论 (命题 4.2.4) 中作这些改动, 结论是否仍然成立?

4. 证明 sin
?
x ` 1 ´ sin

?
x 当 x Ñ `8 时极限为 0, 并分析其阶数.

5. 求 lim
xÑ`8

ˆ

1

x
¨
ax ´ 1

a ´ 1

˙
1
x

, 其中 a ą 0, a ‰ 1.

6. (1) 设函数 fpxq “ a1 sinx ` a2 sin 2x ` ¨ ¨ ¨ ` an sinnx, 且对所有 x 成立

|fpxq| ď | sinx|. 证明: |a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan| ď 1. (2) 设函数 fpxq “

a1 lnp1`xq`a2 lnp1`2xq` ¨ ¨ ¨ `an lnp1`nxq, 且对所有 x 成立 |fpxq| ď |x|.

试陈述与 (1) 相应的不等式并加以证明.

7. 对一般的自然数 n 计算极限 lim
xÑ0

sinnx ´ n sinx

x3
.
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8. 证明 Dirichlet 函数 (4.1.5 小节第 4 题) 有以下解析表达式: @跟锦数学微信公

众号

Dpxq “ lim
mÑ8

!

lim
nÑ8

rcospπm!xqs2n
)

.

9. (1)设函数 f 在区间 p0,`8q上满足要求 fp2xq “ fpxq,且存在有限极限 fp`8q.

证明: f 是常值函数. (2) 设存在 a ą 0, a ‰ 1, 使得函数 f 在区间 p0,`8q 上

满足要求 fpaxq “ fpxq. 证明: 若存在有限极限 fp`8q 或 fp0`q, 则 f 为常值

函数.

10. 设函数 f 在 R 上定义, 在 x “ 0 邻近有界, 又有 a ą 1, b ą 1, 使得对每个

x P R 成立 fpaxq “ bfpxq. 证明: lim
xÑ0

fpxq “ 0.

11. 设函数 f 在 p0,`8q 上单调增加, 且有 lim
xÑ`8

fp2xq

x
“ 1. 证明: 对每个 a ą 0,

成立 lim
xÑ`8

fpaxq

fpxq
“ 1.

12. 设 f 在 p0,`8q 上定义, 且在其中的每个上有界子区间上有界. 证明等式 @跟锦

数学微信公众号

lim
xÑ`8

fpxq

x
“ lim

xÑ`8
rfpx ` 1q ´ fpxqs

在右边为有限极限或 ˘8 时成立.

13. 设 f 在 p0,`8q 上定义, 且在其中的每个上有界子区间上有界. 证明等式 @跟锦

数学微信公众号

lim
xÑ`8

fpxq

xn`1
“

1

n ` 1
lim
xÑ`8

fpx ` 1q ´ fpxq

xn

在右边为有限极限或 ˘8 时成立.

14. 设 T 为正常数, 若函数 f, g 在 ra,`8q 上满足条件: (1) gpx ` T q ą gpxq, x P

ra,`8q; (2) lim
xÑ`8

gpxq “ `8, fpxq, gpxq 在 ra,`8q 的每个有界子区间上有界;

(3) lim
xÑ`8

fpx ` T q ´ fpxq

gpx ` T q ´ gpxq
“ l, 则 lim

xÑ`8

fpxq

gpxq
“ l.

15. 设成立 lim
xÑ0

fpxq “ 0, fpxq ´ f

ˆ

x

2

˙

“ opxq px Ñ 0q. 证明: fpxq “ opxq px Ñ

0q. (本题比 4.4.4 小节的练习题 2 要难一点.)
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第05章连续函数

5.1.2思考题

1. 当 f 于点 a 连续时, 函数 f2 和 |f | 在点 a 是否连续? 反之如何?

2. 设函数 f, g 在点 a 都不连续, 问 f ` g 和 f ¨ g 在点 a 是否连续?

3. 设函数 f 在区间 pa, bq 上有定义, 若对于每个闭区间 rc, ds Ă pa, bq, 函数 f 在

rc, ds 上连续, 证明 f 在 pa, bq 上连续.

4. 讨论下列函数的连续性, 若有间断点则确定它的类型:

(1) fpxq “

#

e
1
x , x P p´8, 0q,

x2, x P r0,`8q;
(2) fpxq “

#

e
1
x , x P R z t0u ,

0, x “ 0;
(3) fpxq “

$

&

%

lnp1 ` x2q

x
, x P p´1, 0q Y p0, 1q,

2, x “ 0.

5. 找出下列函数的间断点, 并确定类型: (1) fpxq “ sgnx; (2) gpxq “ x ´ rxs;

(3) fpgpxqq (f 和 g 由 (1) (2) 给定); (4) gpfpxqq (f 和 g 同 (3)); (5)

hpxq “
1
x
´

1
x`1

1
x´1

´
1
x

; (6) ypxq “
1
“

1
x

‰.

5.1.4练习题

1. 将对偶法则用于连续性的第一定义和第二定义, 写出函数 f 在点 a 处不连续的两

个正面叙述. (2) 证明连续性的两个定义的等价性.

2. 讨论下述函数的间断点及其类型:

(1) fpxq “ rxs; (2) fpxq “

$

’

&

’

%

esinx ´ 1

x
, x P p´8, 0q Y p0,`8q,

1, x “ 0;

(3) fpxq “ rxs ` r´xs; (4) fpxq “

$

’

&

’

%

x2 ´ x

|x|px2 ´ 1q
, x ‰ 0,˘1,

1, x “ 0,˘1.

3. 设函数 f P Cra, bs, 若有数列 txnu Ă ra, bs, 使得 lim
nÑ8

fpxnq “ A, 证明: 存在

ξ P ra, bs, 使得 fpξq “ A.
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4. 设函数 f 在 p´8,`8q 上定义, 在 x “ 0, 1 两点连续, 且满足 fpxq “ fpx2
q,

x P R. 证明: f是常值函数.

5. 设 f, g P CpIq, 证明: max tf, gu, min tf, gu P CpIq.

6. 设有三个函数 f1, f2, f3 P Cra, bs, 对每个 x P ra, bs, 定义 fpxq 是三个函数值

f1pxq, f2pxq, f3pxq 中处于中间的一个值, 证明: f P Cra, bs.

7. 证明: f 为连续函数的充分必要条件是:对每个自然数 n, 函数 @跟锦数学微信公

众号

fnpxq “

$

’

’

&

’

’

%

´n, fpxq ď ´n,

fpxq, ´n ă fpxq ď n,

n, fpxq ą n

连续.

8. 证明 Dirichlet 函数 Dpxq (其定义见第四章 4.1.5 小节第 11 题) 处处不连续,

并确定其类型.

9. 构造一个在 p´8,`8q 上有定义的函数, 使得它在某个指定点处连续, 但在所有其

他点都不连续.

10. 设 f P Cp´8,`8q, 且对任意 x, y P R 有 fpx ` yq “ fpxqfpyq. 证明: 这个函

数方程的解除了 f ” 0 之外, 就是 fpxq “ ax, 其中 a “ fp1q ą 0.

11. 设 f P Cp´8,`8q, 且对任意 x, y P R 有 f

ˆ

x ` y

2

˙

“
1

2
rfpxq ` fpyqs. 证明:

fpxq “ rfp1q ´ fp0qsx ` fp0q.

12. 根据 5.1.1 小节中第 5 点给出的定义, 证明: 函数 f 在点 a 连续的充分必要条

件是 f 在该点的振幅为 0, 即 ωfpxq “ 0.

5.2.1思考题

思考题举例说明: 区间上的函数即使处处不连续, 也可以具有介值性质.

5.2.3练习题

1. 设 f P Cra, bs, a ď x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ ă xn ď b, 证明: 存在 ξ P rx1, xns, 使成立

fpξq “
fpx1q ` fpx2q ` ¨ ¨ ¨ ` fpxnq

n
.
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2. 设 f 是定义在圆周上的连续函数. 证明: 存在一条直径, 使得 f 在其两端取相同

的值.

3. 若余弦多项式 Cnpxq “
n
ÿ

k“0

ak cos kx 的系数满足条件
n´1
ÿ

k“1

|ak| ă an, 证明:

Cnpxq 在区间 r0, 2πq 中至少有 2n 个零点.

4. 设 a1, a2, a3 ą 0, 且 b1 ă b2 ă b3. 证明: 方程
a1

x ´ b1

`
a2

x ´ b2

`
a3

x ´ b3

“ 0

在区间 pb1, b2q 和 pb2, b3q 内恰好各有一个根.

5. 证明: (1) 奇数次多项式方程fpxq “ x2n`1
`a1x

2n
`¨ ¨ ¨`a2nx`a2n`1 “ 0 至少

有一个实根. (2)偶数次多项式方程 fpxq “ x2n
`a1x

2n´1
`¨ ¨ ¨`a2n´1x

`a2n “ 0

可以没有实根, 但当 a2n ă 0 时则至少有两个实根.

6. 证明: x17
`

215

1 ` cos2 3x
“ 18 必有实根.

7. 若 f P Cra, bs, 且 fpxq 只取有理数. 问: f 有何特点?

8. 设 f P Cra, bs, 且为一对一映射. 证明: (1) 若 fpaq ă fpbq, 则 f 严格单调增

加; (2) 若 fpaq ą fpbq, 则 f 严格单调减少.

9. 设 f P Cp´8,`8q, 且有 fp´8q “ A ă B “ fp`8q. 证明: 对每个 c P pA,Bq,

存在 ξ, 使得 fpξq “ c.

10. 设 f P Cra, bq, 数列 txnu , tynu Ă ra, bq, 已知 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

xn “ b, lim
nÑ8

yn “ b, lim
nÑ8

fpxnq “ A, lim
nÑ8

fpynq “ B,

但 A ‰ B. 证明: 对每一个 η P pA,Bq, 存在数列 tznu Ă ra, bq, 满足要求

lim
nÑ8

zn “ b, lim
nÑ8

fpznq “ η.

5.3.3练习题

1. 设函数 f 在区间 ra, bs 上只有第一类间断点, 证明: f 在 ra, bs 上有界.

2. 若 f P Cra,`8q, 且存在有限极限 lim
xÑ`8

fpxq. 证明: f 在 ra,`8q 上有界.

3. 问:是否存在从 (1) p0, 1q, (2) r0, 1s, (3) p0, 1s 映射到整个实数轴 R 的连续函数?

(如果回答存在, 请举出例子; 如果回答不存在, 请作出证明.)

4. 问: 若函数 f 在区间 ra, bs 上的值域为闭区间, 则 f 是否在 ra, bs 上连续?
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5. 若 f P Cra,`8q, 且存在有限极限 lim
xÑ`8

fpxq. 证明: f 在 ra,`8q 上至少可以

取到最大值或最小值中的一个. (可以与书第 18 页例题 2.2.1 作比较)

6. 若 f P Cpa, bq, 且 fpa`q “ fpb´q “ `8, 证明: f 在 pa, bq 上有最小值.

7. 若 f P Cpa, bq, 且 fpa`q “ fpb´q. 证明: f 在 pa, bq 上至少可以取到最大值或

最小值中的一个.

8. 若 f P Cp´8,`8q, lim
xÑ˘8

fpxq “ `8, 且 fpxq 的最小值 fpaq ă a. 证明: 复合

函数 fpfpxqq 至少在两个点上取到它的最小值.

9. 求出 Dirichlet 函数和 Riemann 函数的所有极值点和最值点.

5.4.2思考题

1. 写出函数 f 在区间 I 上不一致连续的正面叙述.

2. 判断对或错: f 在区间 ra, bq 连续, 则 f 在 ra, bq 上一致连续.

3. 判断对或错: f 在区间 pa, bq 内的每一个闭区间上连续, 则 f 在 pa, bq 上一致连

续.

4. 判断对或错: f 在区间 pa, bq 上连续, 又有 a ă c ă d ă b, 则 f 在区间 pc, dq 上

一致连续.

5.4.5练习题

1. 若 f 在区间 I 上定义, 且存在 L ą 0, 使得对任一 x1, x2 P I 成立 |fpx1q ´

fpx2q| ď L|x1 ´ x2|, 则称 f 在 I 上满足 Lipschitz 条件. 证明: 在区间 I 上满

足 Lipschitz 条件的函数必是一致连续函数.

2. 根据一致连续函数的定义直接证明: 若 f 在 pa, bq 上一致连续, 则 f 有界.

3. (1) 设 f, g 在区间 I 上均为一致连续, 问: 它们的线性组合 af ` bg 和乘积 fg

在 I 上是否一致连续? (2) 设 f 在区间 I1 上一致连续, g 在区间 I2 上一致连续,

且区间 I2 包含了 f 的值域, 问: g ˝ f 在区间 I1 上是否一致连续?

4. 设 f P Cp´8,`8q, 且为周期函数, 证明: f 在 p´8,`8q 上一致连续.
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5. (1) 设 f P Cr0,`8q, 且有 lim
xÑ`8

rfpxq ´ pax` bqs “ 0, 证明 f 在 r0,`8q 上一

致连续; (2) 若将 (1) 中的 ax` b 换成 ax2
` bx` c, 结论是否成立? (3) 又若将

ax ` b 换成某个函数 gpxq, 问: 当 gpxq 具有什么性质时 (1) 中的结论仍成立?

6. 证明: 当 n ą 1 时, xn 在 r0,`8q 上不一致连续.

7. 证明: fpxq “ lnx 在 p1,`8q 一致连续, 但在 p0, 1q 上不一致连续.

8. (1) 证明: 函数 fpxq “
| sinx|

x
在区间 p´1, 0q 和 p0, 1q 上均一致连续, 但在

p´1, 0q Y p0, 1q 上不一致连续 (注意 p´1, 0q Y p0, 1q 不是一个区间.) (2) 若函数

f 在区间 pa, bq 和 rb, cq 上分别一致连续, 问: f 在 pa, cq 上是否一致连续.

9. 讨论以下函数在指定区间上是否一致连续: (可参考书第 118 页图 4.2) (1) 在区

间 p0, 1q 上的函数 x sin
1

x
; (2) 在区间 p0,`8q 上的函数

sinx

x
; (3) 在区间

r0,`8q 上的函数 x sinx.

5.5.2练习题

1. 设函数 f 在开区间 pa, bq 上定义, 且对每一个点 x P pa, bq, 存在邻域 Opxq, 使

得 f 在 Opxq 上单调增加, 证明: f 在 pa, bq 上单调增加.

2. 设 f P Cra, bs,且对 ra, bs上任一两个有理数 r1, r2, r1 ă r2 成立 fpr1q ď fpr2q,

证明: f 在 ra, bs 上单调增加.

3. 设 f 是 p´8,`8q 上的单调函数, 在每一点定义 gpxq “ fpx`q, 证明: g 是

p´8,`8q 上处处右连续的函数.

4. 设 f 为 p´8,`8q上的单调函数,且对一切 x, y P R满足 fpx`yq “ fpxq`fpyq.

证明: fpxq “ fp1qx.

5. 设 f P Cra, bs. 证明: f 在 pa, bq 中没有极值点的充分必要条件是 f 在 ra, bs 上

严格单调.

5.7.2第1组参考题

1. 设非负函数 f P Cr0, 1s, 且 fp0q “ fp1q “ 0. 证明: 对任一实数 a P p0, 1q, 存

在 x0 P r0, 1s, 使得 x0 ` a P r0, 1s, 又满足条件 fpx0q “ fpx0 ` aq. 又问: 如去

掉函数 f 非负的条件, 则结论还成立否?
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2. 设 f P Cr0, 1s, fp0q “ fp1q. 证明: @ n P N`, 存在 ξ, 使得 f

ˆ

ξ `
1

n

˙

“ fpξq.

3. 设 f P Cr0, 1s, fpr0, 1sq Ă r0, 1s. 证明: y “ fpxq 的图像不仅与直线 y “ x 有

交点, 而且还与直线 y “ 1 ´ x 有交点.

4. 设 f P Cp0,`8q, 又设对每个实数 c, 方程 fpxq “ c 至多只有有限个解. 是分别

给出极限 lim
xÑ`8

fpxq 及 lim
xÑ0`

fpxq 存在的充分必要条件, 并加以证明.

5. 设 f P Cp´8,`8q, 对于任意 x, y, 满足 |fpxq ´ fpyq| ď k|x ´ y| p0 ă k ă 1q.

证明: (1) 函数 kx´fpxq 单调增加, (2) 存在唯一的 ξ P p´8,`8q, 使 fpξq “ ξ.

6. 设 fnpxq “ xn ` x, n P N`. 证明: (1) 对每个 n ą 1, 方程 fnpxq “ 1 在
ˆ

1

2
, 1

˙

内有且仅有一个根, (2) 若 cn P

ˆ

1

2
, 1

˙

是 fnpxq “ 1 的根, 则存在极限

lim
nÑ8

cn. 试求出极限值.

7. 设对每个自然数 n, 数集 An Ă r0, 1s 是有限集, 而且 Ai XAj “ ∅, @ i, j P N`,

i ‰ j. 定义函数 fpxq “

$

&

%

1

n
, 若 x P An;

0, 若 x P r0, 1s 但不在任何 An 中.
对每个 a P

r0, 1s, 求 lim
xÑa

fpxq.

8. 设函数 f 在区间 I 上只有可去间断点. 定义 gpxq “ lim
tÑx

fptq, x P I, 证明:

g P CpIq.

9. 证明: 若函数 f 在区间 r0,`8q 上连续且有界, 则对任意给定的 λ, 存在一个数

列 txnu, 满足要求: (1) lim
nÑ8

xn “ `8; (2) lim
nÑ8

rfpλ ` xnq ´ fpxnqs “ 0.

10. 设函数 f 在区间 I 上满足带指数的 Lipschitz 条件, 即存在 M ą 0, α ą 0, 使

得当 x, y P I 时, 成立 |fpxq ´ fpyq| ďM |x ´ y|α. 证明: 若 α ą 1, 则 f 在 I

上是常值函数.

11. 举出一个函数 f , 它的定义域为 r0, 1s, 处处不连续, 但它的值域为区间.

12. 设 f P Cra, bs. 证明: 对每个给定的 ε ą 0, 存在区间 ra, bs 上的分段线性函数

Lpxq 使得 |fpxq ´ Lpxq| ă ε 在区间 ra, bs 上处处成立.

13. 设 f P Cp´8,`8q, 且 lim
xÑ8

fpfpxqq “ 8, 证明: lim
xÑ8

fpxq “ 8.

14. 设 f P Cp´8,`8q, 且存在 k ą 0, 使得对任一 x1, x2 P R, 成立 |fpx1q ´

fpx2q| ě k|x1 ´ x2|. 证明: f 严格单调且值域为 p´8,`8q.
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15. 证明: 不等于常数的连续周期函数一定有最小正周期. 又问: 如果将连续性条件去

掉, 结论还能成立否?

16. 设函数 f 在区间 ra,`8q 上满足 Lipschitz 条件, 其中 a ą 0. 证明:
fpxq

x
在

ra,`8q 上一致连续.

17. 证明: 函数 f 在区间 I 上一致连续的充分必要条件是: 对任何满条件 lim
nÑ8

pxn ´

ynq “ 0 的 txnu Ă I 和 tynu Ă I, 都有 lim
nÑ8

rfpxnq ´ fpynqs “ 0.

18. 证明: 函数 f 在有限区间 I 上一致连续的充分必要条件是: 当 txnu 为基本数列

时, tfpxnqu 也一定是基本数列.

19. 设函数 f 在区间 r0,`8q 上一致连续, 且对任何 x P r0, 1s 有 lim
nÑ8

fpx`nq “ 0.

证明: lim
nÑ`8

fpxq “ 0.

20. 设 f 在 p´8,`8q 上一致连续, 证明: 存在非负常数 a 和 b, 使得成立 |fpxq| ď

a|x| ` b.

5.7.2第2组参考题

1. 用连续函数的零点存在定理解决以下实际问题. (1) 一个煎饼, 不论形状如何, 必

可切一刀, 使面积二等分. (2) 两个煎饼, 不论形状如何, 相对位置如何, 必可切一

刀, 使它们的面积同时二等分 (双煎饼定理). (3) 三个煎饼, 不论形状如何, 相对

位置如何, 能否切一刀, 使它们的面积同时二等分? (4) 一个煎饼, 不论形状如何,

是否能以相互垂直的方式切两刀, 使面积四等分? (5) 某短跑运动员用 10 秒跑完

100 米. 证明: 其中至少有一段长为 10 米的路程恰用 1 秒完成. (6) 四只脚的

方台砸不平整的地上可能会摇晃. 但如适当转动的话, 一定能找到使它不摇晃的位

置. (7) 给定平面上的一条光滑的封闭曲线. 能否作一个包含这条闭曲线的正方形,

并且它的四边都与曲线相切? (本题出现的许多概念, 包括区域边界面积光滑曲线

和相切等, 在今后的教学中将会得到严格的数学处理. 但是目前可以采取朴素的观

点来对待题中的条件, 因为在所有这些题中, 主要的工具只是零点存在定理, 再加

上你的想象力.)

2. 设函数 f 在区间 r0, ns 上连续, 且有 fp0q “ fpnq, 其中 n 是一个自然数. 证

明:　至少存在 n 对不同的 px, yq, 使得 fpxq “ fpyq, 同时 x ´ y 为非零正数.
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图 9.2: 5.7.2 小节第二组参考题

题 1 (2) 的图 图 9.3: 5.7.2 小节第二组参考题

题 1 (4) 的图

图 9.4: 5.7.2 小节第二组参考题

题 5 (2) 的图

3. 设函数 f 在 ra, bs 上定义, 且处处有极限. 证明: (1) 对每个 ε ą 0, 在 ra, bs 中

使 lim
tÑx

fptq ´ fpxq| ą ε 的点至多只有有限个, (2) f 在 ra, bs 至多只有可列个间

断点.

4. 证明: 区间上的函数不可能以区间的每个点为它的可去间断点.

5. 是否存在定义于 p´8,`8q 的连续函数 f , 使对于任何 c P R, (1) 方程 fpxq “ c

都恰有两个解? (2) 方程 fpxq “ c 都恰有三个解?

6. 设 n 为自然数. 求满足函数方程 fpx ` ynq “ fpxq ` pfpyqqn px, y P Rq 的所有
解.

7. 设 f P Cr0, 1s, fp0q “ 0, fp1q “ 1, fpfpxqq ” x. 证明: fpxq ” x.

8. 确定使得函数方程 fpfpxqq “ kx9 在 p´8,`8q 上有连续解时参数 k 应满足的

充分必要条件.

9. 设 f 是从 R 到 R 的一对一连续映射, 有不动点, 又满足 fp2x ´ fpxqq ” x,

@ x P R. 证明: fpxq ” x.

10. 设函数 f P Cra, bs, 定义 M pxq “ max
aďyďx

fpyq, mpxq “ min
aďyďx

fpyq. 证明: 函数

M,m P Cra, bs.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 733 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

11. 设 f 在闭区间 ra, bs 上单调增加, fpaq ą a, fpbq ă b. 证明: f 在 pa, bq 内必有

不动点.

12. 设 f 在区间 r0, 1s 上满足以下条件: (1) fp0q ą 0, fp1q ă 0; (2) 存在一个函数

g P Cr0, 1s, 使得 f ` g 在 r0, 1s 上单调增加. 证明: f 在 p0, 1q 中有零点.

13. 设 f1, f2 是分别以 T1, T2 为周期的连续函数, 且均非常值函数. 证明: 若周期

T1, T2 不可公约, 则 f1 ` f2 不是周期函数.

14. 设 f, g 是周期函数, 且有 lim
xÑ`8

rfpxq ´ gpxqs “ 0, 证明: fpxq ” gpxq. (注意:

本题并不需要 f 和 g 为连续函数的条件.)

15. 证明: 函数 f 在区间 I 上一致连续的充分必要条件是: 对每一个 ε ą 0, 存在正数

N , 使得当 x, y P I, x ‰ y 且

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ fpyq

x ´ y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą N 时, 成立 |fpxq ´ fpyq| ă ε.

16. 设 f 在开区间 I 上连续, 且于每点 x P I 取到极大值 (或者于每点取到极小值).

证明: f 为 I 上的常值函数.

17. (本题是上一题的进一步加强) 设 f 在开区间上连续, 且于每一点 x P I 处取到极

值, 证明: f 为 I 上的常值函数.

18. 若 x0 为 f 的极大值点 (极小值点), 且存在一个邻域 Opx0q, 使得当 x P Opx0q

时, 满足不等式 fpxq ă fpx0q (fpxq ą fpx0q), 则称 x0 为 f 的严格极大值点

(严格极小值点). 证明: 任何函数的严格极大值点 (严格极小值点) 至多可列, 并

举出同时有可列个严格极大值点和严格极小值点的例子. (在每个区间上有严格极

大值点和严格极小值点的连续函数也是存在的. 见美国数学月刊, 90 卷 (1983),

281-282 页和 92 卷 (1985), 209-211 页.)

19. 设 f P Cp0,`8q, 对每个 x0 ą 0, 有 lim
nÑ8

fpnx0q “ 0. 证明: lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

(本题可以与 Heine 归结原理对比, lim
xÑ`8

fpxq “ 0 的充分必要条件是对每个

严格单调增加的正无穷大数列 txnu, 成立 lim
nÑ8

fpxnq “ 0. 本题表明, 当 f P

Cp0,`8q 时, 上述条件只需对所有等差增加的 txnu 成立即可.)

20. 设 f 是将区间 ra, bs 映入自身的连续映射. 从 ra, bs 内任一点 x 出发, 用 x1 “

x, xn`1 “ fpxnq pn P N`q 生成迭代数列 txnu. 证明: txnu 收敛的充分必要条件

是 lim
nÑ8

pxn`1´xnq “ 0. (这个出人意料的结果来自 1976 年在美国数学月刊的论

文 (83 卷 273 页). 它至少有两方面的意义: (1) 给出了以为迭代数列收敛的一个

充分必要条件. 这时只假定迭代函数连续, 与第二章中依赖于单调性的几何方法完
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全不同. 当然也与第三张的压缩映像原理无关. (2) 又可看成是 Cauchy 收敛准则

在一维迭代数列中的特殊化, 即此时不要求数列中下标任意大的两项之间的差任

意小, 只要求前后两项之差任意小即可.)

第06章导数与微分

6.1.2思考题

1. 设 f P Cpa, bq, 又在点 x0 P pa, bq 处可导. 在 x ‰ x0 时定义函数 gpxq “
fpxq ´ fpx0q

x ´ x0

. 问: 如何在 x0 处补充定义 gpxq 才能使得 g P Cpa, bq?

2. 说明 f 1
`
px0q 和 f 1

´
px0q 的不同意义, 并举出它们取不同数值的例子.

3. f 1px0q 和 pfpx0qq
1 有无区别? 为什么?

4. 验证下列三个函数 fpxq “ sin2 x, gpxq “ ´ cos2 x, hpxq “ ´
1

2
cos 2x 的导函数

均相等? 为什么相等?

5. 若 f 1px0q 存在, 求 lim
∆xÑ0

fpx0 ´∆xq ´ fpx0q

∆x
.

6. 若 rfpx2
qs
1
“ rf2

pxqs1, 证明: 或者 fp1q “ 1, 或者 f 1p1q “ 0.

7. (1) 在圆面积公式 Sprq “ πr2 和圆周长公式 lprq “ 2πr 之间有微分学的关系:

S1prq “ lprq. 请对此作出解释; (2) 同样, 在球体积公式 V “
4

3
πr3 和球面积公

式 Aprq “ 4πr2 之间有关系 V 1
prq “ Aprq, 请作出解释; (3) 能否在所知的初等

几何计算公式中再找出类似的微分学联系?

8. 设 fpxq 在 pa, bq 内可导. (1) 若 lim
xÑa`

fpxq “ 8, 是否可以推出 lim
xÑa`

f 1pxq “ 8?

(2) 若 lim
xÑa`

f 1pxq “ 8, 是否可以推出 lim
xÑa`

fpxq “ 8?

9. 判断以下命题的真假, 并说明理由: (1) 若 f 在 x “ 0 可导, 且 fp0q “ 0,

则 f 1p0q “ 0. 反之也成立; (2) 若 f 在 x0 可导, 且在某 Opx0q 内 fpxq ą

0, 则 f 1pxq ą 0; (3) 若 f 为 p´1, 1q 上的偶函数, 于 x “ 0 处可导, 则

f 1pxq “ 0; (4) 若 f 为 p´1, 1q 上的奇函数, 于 x “ 0 处可导, 则 f 1pxq “

0; (5) 若 f 在 x0 可导, 则 |f | 也在 x0 可导. 反之也成立; (6) 若存在极限

lim
∆xÑ0

fpx0 `∆xq ´ fpx0 ´∆xq

∆x
, 则 fpxq 与 x0 可导, 反之也成立.

10. (1) 如果 fpxq 在点 x0 既左连续, 又右连续, 问 fpxq 在 x0 是否连续? (2) 如果

fpxq 在点 x0 既左侧可导, 又右侧可导, 问 fpxq 在 x0 是否可导?
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6.1.4练习题

1. 证明一下基本事实: (1) 可导的偶函数的导函数为奇函数, (2) 可导的奇函数的导

函数为偶函数, (3) 可导的周期函数的导函数为周期函数.

2. 已知偶函数 fpxq 在点 x “ 0 处可导, 求 f 1p0q.

3. 确定 a 的值, 使两条曲线 y “ ax2 与 y “ lnx 相切.

4. 设函数 fpxq, gpxq 在点 x0 均可导. 证明: fpxq ´ gpxq “ opx ´ x0q px Ñ x0q

的充分必要条件是两条曲线 y “ fpxq 与 y “ gpxq 在 x “ x0 时相切.

5. 设函数 fpxq 可导, 且 fpxq 无零点. 证明: 两条曲线 y “ fpxq 和 y “ fpxq sinx

在相交处相切.

6. 设 ppxq 是有 n 个实根的 n 次多项式, 记它们的相异根为 x1, ¨ ¨ ¨ , xk, 其中 xi

的重数为 ni, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, n1 ` n2 ` ¨ ¨ ¨ ` nk “ n. 证明: 成立 p1pxq “

ppxq

˜

k
ÿ

i“1

ni

x ´ xi

¸

.

7. 设函数 fpxq “

$

&

%

x

1 ` e
1
x

, x ‰ 0,

0, x “ 0,
研究 fpxq 的可导性.

8. 设 n 为自然数, 在什么条件下, 函数 fpxq “

$

&

%

xn sin
1

x
, x ‰ 0,

0, x “ 0,
(1) 在 x “ 0

连续, (2) 在 x “ 0 可导, (3) 在 x “ 0 处导函数连续.

9. 设函数 fpxq 满足函数方程 fpx ` yq “ fpxq ¨ fpyq, 且已知 f 1p0q “ 1. 证明:

fpxq 处处可导, 且成立 f 1pxq “ fpxq.

10. 给定函数 fpxq “

#

0, x 为无理数,

x, x 为有理数,
gpxq “

#

0, x 为无理数,

x2, x 为有理数,
讨论它们的

连续性与可导性.

11. 设 fpxq “

#

x, x 为有理数,

x2
` x, x 为无理数,

(1) 证明 x ‰ 0 时, f 不连续; (2) 计算

f 1p0q.

12. 设在原点某邻域 Op0q 上有 |fpxq| ď gpxq, 且 gp0q “ g1p0q “ 0. 求 f 1p0q.
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6.2.4练习题

1. 对 y “ arctanx, 计算 ypnqp0q.

2. 对 y “ parctanxq2 计算 ypnqp0q.

3. 对 y “ parcsinxq2 计算 ypnqp0q.

4. 设 y “ xn´1e
1
x , 证明: ypnq “

p´1qn

xn`1
e

1
x .

5. 求下列函数的 n 阶导函数: (1) y “ sin3 x; (2) y “ ex sinx; (3) y “ xn´1 lnx;

(4) y “ x3ex; (5) y “
xn

1 ´ x
; (6) y “

xn

px ` 1q2
; (7) y “ sin ax sin bx.

6. 证明: y “ C1e
λ1x ` C2e

λ2x 满足微分方程 y ´ pλ1 ` λ2qy
1
` λ1λ2y “ 0.

7. 证明: y “ C1 sinpωt ` φq ` C2 cospωt ` φq 满足微分方程 y ` ω2y “ 0.

8. 若曲线由极坐标方程 ρ “ fpθq 表示, 则可得到参数方程 x “ fpθq cos θ, y “

fpθq sin θ, 求 y1pxq.

9. 证明: Archimedes 螺线 ρ “ aθ 与双曲螺线 ρ “ aθ´1 在相交处的切线正交.

10. 对下列参数方程求 y1pxq和 ypxq (在 (4)中假定 f 二阶可导): (1)

#

x “
?

1 ` t,

y “
?

1 ´ t;

(2)

#

x “ at cos t,

y “ at sin t;
(3)

#

x “ a cos3 t,

y “ a sin3 t;
(4)

#

x “ f 1ptq,

y “ tf 1ptq ´ fptq.

11. 求出由方程 x3
` y3

´ 3xy “ 0 确定曲线上有水平切线的点.

12. 是否可以利用函数 y “ sinx sin 3x sin 5x 的奇偶性计算 yp0q?

13. 是否可以不展开乘积 y “ p6 ` 5xqp4 ` 3xq2p2 ` xq3 就求出 yp5qp0q?

14. 设 f 为 7 次多项式, 若 fpxq ` 1 能被 px´ 1q4 整除, fpxq ´ 1 能被 px` 1q4 整

除, 能否利用导数工具求出 f .

6.3.4练习题

1. 证明: 若 f 1px0q ‰ 0, 则 lim
∆xÑ0

∆y

dy
“ 1.
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2. 设 u, v, w 均为 x 的可微函数, 求 y 的微分:

(1) y “ uvw; (2) y “
u

v2
; (3) y “ arctan

u

vw
; (4) y “

1
?
u2 ` v2 ` w2

.

3. 证明: 在 x{a2
« 0 时有近似公式: n

?
an ` x “ a`

x

nan´1
pa ą 0q. 并用于计算:

(1)
3
?

9; (2)
4
?

80; (3)
7
?

100; (4)
10
?

1000.

4. 通过单摆振动的试验, 用公式 g “ 4π2l{T 2 求重力加速度 g. 分别研究由 (a) 测

量摆长 l, (b) 测量周期 T 时的相对误差对 g 的影响.

5. 设要求测量值 x 的常用对数. 问: x 的相对误差会给结果带来什么影响?

6.4.2第1组参考题

1. 利用导数的定义计算极限 lim
xÑ0

p1 ` tanxq10 ´ p1 ´ sinxq10

sinx
.

2. 设 fpxq “
1

x2 ` 3x ` 2
, 计算 f p100q

p0q, 要求相对误差不超过 1%.

3. 设 f 在点 a 可导, fpaq ‰ 0. 计算 lim
nÑ8

«

f
`

a ` 1
n

˘

fpaq

ffn

.

4. 设 a ‰ 0, 计算 fpxq “
sinx ` sinpx ` aq

cosx ´ cospx ` aq
的导数并对结果作出解释.

5. 设 fp0q “ 0, f 1p0q 存在. 定义数列 xn “ f

ˆ

1

n2

˙

` f

ˆ

2

n2

˙

` ¨ ¨ ¨ ` f

ˆ

n

n2

˙

,

n P N`. 试求 lim
nÑ8

xn.

6. 求下列数列极限: (1) lim
nÑ8

ˆ

sin
1

n2
` sin

2

n2
` ¨ ¨ ¨ ` sin

n

n2

˙

;

(2) lim
nÑ8

„ˆ

1 `
1

n2

˙ˆ

1 `
2

n2

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1 `
n

n2

˙

.

7. 设 y “
1 ` x
?

1 ´ x
, 计算 ypnqpxq, n P N`.

8. 设 f 在 R 上有任意阶导数, 证明: 对每个自然数 n 成立 @跟锦数学微信公众号

„

xn´1f

ˆ

1

x

˙pnq

“
p´1qn

xn`1
f pnq

ˆ

1

x

˙

.
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9. 利用 1`x`x2
`¨ ¨ ¨`xn 的和, 求以下各式的和: (1) 1`2x`3x2

`¨ ¨ ¨`nxn´1;

(2) 12
` 22x ` 32x2

` ¨ ¨ ¨ ` n2xn´1. 又问: 不用微分学的方法能否求出 (1) 与

(2) 中的和?

10. 证明组合恒等式: (1)
n
ÿ

k“1

k

ˆ

n

k

˙

“ n2n´1, n P N`; (2)
n
ÿ

k“1

k2

ˆ

n

k

˙

“ npn `

1q2n´2, n P N`.

11. 证明: 由抛物线的焦点出发的射线经抛物线反射后一定平行于抛物线的对称轴.

12. 证明: 由椭圆的焦点出发的射线经椭圆反射后一定经过椭圆的另一个焦点.

13. 证明: 在曳物线 x “ a

ˆ

ln tan
t

2
` cos t

˙

, y “ a sin t 的每一条切线上从切点

到与 x 轴的焦点的长度为常数.

14. 证明: 函数 f 在 x0 可微的充分必要条件是 f 在 x0 的某个邻域内可以写成

fpxq “ fpx0q ` φpxqpx´ x0q, 其中 φpxq 于 x0 连续. (上述充要条件称为导数的

Carathéodory 定义. 若在教学中一开始就用它作为导数的定义, 则有不少优点.

这方面可以参考美国数学月刊上的两篇文章 (1991) 40-44 页, (1994) 332-338

页, 还可以参考教材 [69] 在这方面的内容. 本章多次利用例题 6.1.4 中的有限增

量公式 (6.3) 的做法与此类似.)

15. 设 n ě 2, 函数 fpxq “ fpx0q ` φpxqpx ´ x0q, φpxq 在某邻域 Opx0q 中 n ´ 1

阶可微, 且 φpn´1q
pxq 于 x0 连续. 证明: 存在 f pnqp0q.

16. 设 fpxq在区间 pa, bq上有 n阶导数,且存在不全为 0的 n`1个常数 a0, a1, ¨ ¨ ¨ , an

使得 a0fpxq ` a1f
1
pxq ` ¨ ¨ ¨ ` anf

pnq
pxq ” 0. 证明: fpxq 在 pa, bq 上存在任意

阶导数.

17. 设多项式 ppxq 只有实零点. 证明: rp1pxqs2 ´ ppxqppxq ě 0, @ x P R.

18. 设 f 在 r0, 1s 上可微, 且使得 tx P r0, 1s; fpxq “ 0 “ f 1pxqu “ ∅. 证明: f 在

r0, 1s 中只有有限个零点.

19. 对于 y “ arctanx, 证明: (1) ypnqpxq “ pn ´ 1q! cosn y sinn

ˆ

y `
π

2

˙

;

(2) ypnqpxq “
Pn´1pxq

p1 ` x2qn
, 其中 Pnpxq 为最高次项系数是 p´1qn´1n! 的 n ´ 1 次

多项式.
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20. 定义 f0pxq ” 1, fn`1pxq “ xfnpxq ´ f
1
npxq, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ . 证明: (1) fnpxq 是

n 次多项式; (2) fnpxq 有 n 个不同实根, 且关于原点对称.

6.4.2第2组参考题

1. (1) 求
n
ÿ

k“1

sin kx 和
n
ÿ

k“1

cos kx; (2) 求求
n
ÿ

k“1

k sin kx 和
n
ÿ

k“1

k cos kx.

2. 证明: (例题 5.1.4 中的) Riemann 函数 R 处处不可导.

3. 若从点 px0, y0q 向抛物线 y “ ax2
` bx` c 能够作出两条切线, 或只能作出一条

切线, 或不能作出切线. 问: 三种情况下的 px0, y0q 的位置与抛物线有什么关系?

4. 证明: Legendre 多项式 Pnpxq “
1

2nn!

dn

dxn
px2

´ 1qn 满足方程 P 1
n`1pxq ´

P 1
n´1pxq “ p2n ` 1qPnpxq.

5. 证明: Legendre 多项式满足方程 p1´x2
qPnpxq´2xP 1

npxq`npn`1qPnpxq “ 0.

6. 分析三项式 pu ` v ` wqn 展开的系数规律, 猜测并证明 puvwqpnq 的一般计算公

式.

7. 设 fpxq “ ax2
` bx ` c, 当 |x| ď 1 时 |fpxq| ď 1. 证明: 当 |x| ď 1 时

|f 1pxq| ď 4.

8. 证明: 对每个自然数 n 成立
n
ÿ

k“0

p´1qk
ˆ

n

k

˙

km “

#

0, 0 ď m ď n ´ 1,

p´1qnn!, m “ n.

9. 记 fnpxq “ x
n lnx, n P N`, 求 lim

nÑ8

f pnq
`

1
n

˘

n!
.

10. 设 f 在 x “ 0 处连续, 且存在极限 lim
xÑ0

fp2xq ´ fpxq

x
“ A. 证明: f 1p0q “ A.

11. 设 y “ p1 `
?
xq2n`2, n P N`, 求 ypnqp1q.

12. 设 fpxq 在区间 I 上三阶可导, f 1pxq ‰ 0, 则可定义 fpxq 的 Schwarz 导数如

下: Spf, xq “
f 1pxq

f 1pxq
´

3

2

ˆ

fpxq

f 1pxq

˙2

“

ˆ

fpxq

f 1pxq

˙1

´
1

2

ˆ

fpxq

f 1pxq

˙2

. 证明: (1) 若

fpxq “
ax ` b

cx ` d
, 即分式线性函数, 则 Spf, xq “ 0; (2) 若 ppxq 是 x 的多项式, 且

p1pxq的根都是互不相等的实数,则 Spp, xq ă 0; (3)若 f, g 具有所需的各阶导数,
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则 Spf˝g, xq “ Spf, gpxqqpg1pxqq2`Spg, xq; (4)若 Spf, xq ă 0, Spg, xq ă 0,则

Spf ˝g, xq ă 0; (5) 若 Spf, xq ă 0, 又记 fn “ f ˝ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f
loooooooomoooooooon

n 个 f

, 则 Spfn, xq ă 0.

第07章微分学的基本定理

7.1.2思考题

思考题对于下列问题, 如果肯定, 请作出证明; 如果否定, 请举出例子. 1. 如果

在命题中将函数 f 在点 a 右连续的条件去掉, 则结论是否还能成立? 2. 如果在命

题中的 A 是无穷大量, 而且不具有确定的符号, 则结论是否还能成立? 3. 如果存在

f 1
`
paq “ A, 则是否存在 f 1pa`q? 为什么?

7.1.4练习题

1. 用 Rolle 定理解决以下问题 (在方程中出现的系数均为实数):

(1) 证明: 方程 ex “ ax2
` bx ` c 的不同实根不多于 3 个;

(2) 证明: 方程 4ax3
` 3bx2

` 2cx “ a ` b ` c 在 p0, 1q 内至少存在一个根;

(3) 若 fpxq “ anx
n
` an´1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 “ 0 有 n` 1 个 (不同) 实根,

证明: fpxq ” 0;

(4) 若 2a2
ď 5b, 证明: 方程 x5

` ax4
` bx3

` cx2
` dx ` e “ 0 不可能有 5

个不同的实根;

(5) 证明: Legendre 多项式 Pnpxq “
1

2nn!
rpx2

´ 1qnspnq 在 p´1, 1q 内有 n 个

不同实根;

(6) 证明: Laguerre 多项式 Lnpxq “ expxne´xqpnq 有 n 个不同实根. (这里需要

用Rolle 定理的一个推广, 见下面的题 6.)

2. 若 f 在 ra, bs 上满足在 Rolle 定理中的条件, 且 f 1
`
paqf 1

´
pbq ą 0. 证明: f 1pxq “

0 在 pa, bq 中至少有两个根.

3. 设 f 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 上可微, 且有 0 ă a ă b 成立. 证明: 存在

ξ P pa, bq, 使成立 fpbq ´ fpaq “ ln
b

a
¨ ξf 1pξq.

4. 设 f 在 ra, bs 上可微, 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使成立 2ξrfpbq ´ fpaqs “ pb2
´

a2
qf 1pξq. (若应用 Cauchy 中值定理, 则要讨论其条件不满足的情况.)
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5. 设 f, g 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 上可微, 其中 gpxq 在区间 pa, bq 中无零点. 证

明: 存在 ξ P pa, bq, 使得
f 1pξq

g1pξq
“
fpξq ´ fpaq

gpbq ´ gpξq
.

6. 设 f 在 ra,`8q 上连续, 在 pa,`8q 上可微, 且 lim
xÑ`8

fpxq “ fpaq. 证明: 存在

ξ ą a, 使得 f 1pξq “ 0. (Rolle 定理在无限区间上的推广)

7. 设 fpxq 在 ra,`8q 可微, 且 0 ď fpxq ď
x

1 ` x2
. 证明: 存在 ξ ą a, 使得 @跟

锦数学微信公众号

f 1pξq “
1 ´ ξ2

p1 ` ξ2q2
.

8. 对于 (1) fpxq “ ax2
` bx ` c pa ‰ 0q, (2) fpxq “

1

x
px ą 0q, 计算在公式

fpx`∆xq ´ fpxq “ f 1px` θ∆xq∆x 中的 θ, 并求极限 lim
∆xÑ0

θ. (这些计算是检

验例题 7.1.4 的结论. 此外 (1) 与第二组参考题 9 有关.)

9. 证明: 当 x ě 0 时有
?
x ` 1´

?
x “

1

2
a

x ` θpxq
, 其中

1

4
ď θpxq ď

1

2
, 其具有

性质 lim
xÑ0`

θpxq “
1

4
, lim
xÑ`8

θpxq “
1

2
.

10. 证明: 在区间上的导函数如果单调, 则一定连续.

11. 设 f 在区间 ra, bs 上可微. 证明: 若 fpaq 是 f 的最大值, 则 f 1
`
paq ď 0; 若 fpbq

是 f 的最小值, 则 f 1
´
pbq ě 0.

12. 证明: 在 |x| ď
1
?

2
中, 成立 2 arcsinx ” arcsinp2x

a

1 ´ x2q.

13. 设函数 f 在区间 I 上二阶可微,且 f 2pxq ” 0. 问: f 是什么函数?

14. 证明: 在有限开区间 pa, bq 上无界的可微函数的导数也一定无界.

15. 设 f 在 p0, aq 上可微, fp0`q “ `8. 证明: f 1pxq 在点 x “ 0 的右侧无下界.

16. 设 f 在 ra, bs 连续, 在 pa, bq 可微, fpaq “ fpbq, 但 f 不是常值函数. 证明: 存

在 ξ P pa, bq, 使 f 1pξq ą 0.

17. 设 f 在 r0, 1s上连续,在 p0, 1q内二阶可微,又知连接点 Ap0, fp0qq和Bp1, fp1qq

的直线段与曲线 y “ fpxq 交于点 Cpc, fpcqq, 其中 0 ă c ă 1. 证明: 在 p0, 1q

内存在一点 ξ, 使得 f 2pξq “ 0.
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18. 设 f 在 ra, bs 连续, 在 pa, bq 可微, 且 f 1pxq 无零点. 证明: 存在 ξ, η P pa, bq,

使得
f 1pξq

f 1pηq
“

eb ´ ea

b ´ a
e´η.

19. 设 f 在 r0, 1s 上连续, 在 p0, 1q 内可微, fp0q “ fp1q “ 0, f

ˆ

1

2

˙

“ 1. 证明:

(1) 存在 η P

ˆ

1

2
, 1

˙

, 使 fpηq “ η; (2) 对任何实数 λ, 存在 ξ P p0, ηq, 使

f 1pξq ´ λpfpξq ´ ξq “ 1.

20. 设 f 为区间 I 上的可微函数. 证明: f 1 为 I 上的常值函数的充分必要条件是 f

为线性函数.

7.2.4练习题

1. 计算 x cscx, ln cosx, ln

ˆ

sinx

x

˙

的 Maclaurin 公式.

2. 能否用 Taylor 公式作如下计算: @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ0

sinx

x
“ lim

xÑ0

x ` opx2q

x
“ 1. lim

xÑ0

1 ´ cosx

x2
“ lim

xÑ0

1 ´
`

1 ´ 1
2
x2 ` opx3q

˘

x2
“

1

2
,

为什么?

3. 试对函数 fpxq “ px ` aqn pa ‰ 0q 和 x0 “ 0 计算它的 Taylor 多项式, 从而得

到二项式展开定理的一个新证明.

4. 设 f 在 x0 存在 f pnqpx0q, 且有 fpxq “
n
ÿ

k“0

akpx´x0q
k
`oppx´x0q

n
q px Ñ x0q,

证明: f 1pxq “
n´1
ÿ

k“0

pk ` 1qak`1px ´ x0q
k
` oppx ´ x0q

n´1
q px Ñ x0q.

5. 用间接法求函数 fpxq “
3
?

sinx3 的带 Peano 余项的 Maclaurin 公式, 要求写

出直到 x13 项的系数. 然后利用这个公式计算出函数 fpxq 在点 x “ 0 的直到

13 阶的各阶导数值.

6. 计算 arcsinx 的带 Peano 余项的 Maclaurin 公式.

7. 计算 fpxq “
arcsinx
?

1 ´ x2
的带 Peano 余项的 Maclaurin 公式.
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8. 估计下列近似公式的绝对误差:(1) ex « 1 ` x `
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
, 当 0 ď x ď 1;

(2) sinx « x ´
x3

6
, 当 |x| ď

1

2
; (3) tanx « x `

x3

3
, 当 |x| ď 0.1; (4)

?
1 ` x « 1 `

x

2
´
x2

8
, 当 0 ď x ď 1.

9. 若函数 f 在某点 x0 的任意阶 Taylor 多项式均为 0, 是否可推出 fpxq ” 0? (参

考例题 6.2.4 的结论.)

10. 设 f 在 r´1, 1s 上有任意阶导数, f pnqp0q “ 0, @ n P N`, 且存在常数 C ě 0,

使得对所有的 n P N` 和 x P r´1, 1s 成立不等式 |f pnqpxq| ď n!Cn. 证明:

fpxq ” 0.

11. 设 f 在 ra, bs 上二阶可微, 且 f 1paq “ f 1pbq “ 0. 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使得成

立 |fpξq| ě
4

pb ´ aq2
|fpbq ´ fpaq|.

12. (1) 设 f 在 pa, bq 上可微. 试问对每个点 t P pa, bq, 是否一定存在两个点

x1, x2 P pa, bq, 使得
fpx2q ´ fpx1q

x2 ´ x1

“ f 1ptq? (2) 设 f 在 pa, bq 上可微, 且

在某点 ξ P pa, bq 处 fpξq ą 0. 证明: 存在两个点 x1, x2 P pa, bq, 使得成立
fpx2q ´ fpx1q

x2 ´ x1

“ f 1pξq.

13. 设 f 在 ra,`8q 上二阶可微, 且 fpxq ě 0, f 2pxq ď 0, 证明: 在 x ě a 时

f 1pxq ě 0.

14. 设 f 在 p´1, 1q 内 n ` 1 阶可微, f pn`1q
p0q ‰ 0, n P N`, 在 0 ă |x| ă 1 上有

fpxq “ fp0q`f 1p0qx`¨ ¨ ¨`
f pn´1qp0q

pn ´ 1q!
xn´1

`
f pnqpθxq

n!
xn, 证明: lim

xÑ0
θ “

1

n ` 1
.

15. 证明: 在 |x| ď 1 时存在 θ P p0, 1q, 使得 arcsinx “
x

a

1 ´ pθxq2
, 且有 lim

xÑ0
θ “

1
?

3
.

16. 设 f 在 Oδpx0q 中 n 阶可微, 且 fpx0q “ ¨ ¨ ¨ “ f pn´1q
px0q “ 0, f pnqpx0q ‰ 0.

证明: 当 0 ă |h| ă δ 时, 成立 fpx0 ` hq ´ fpx0q “ hf
1
px0 ` θhq, 0 ă θ ă 1,

且成立 lim
hÑ0

θ “
1

n
1
n´1

.
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7.3.2第1组参考题

1. 设有 n 个实数 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 满足 a1 ´
1

3
a2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn´1 an

2n ´ 1
“ 0, 证明:

方程 a1 cosx ` a2 cos 3x ` ¨ ¨ ¨ ` an cosp2n ´ 1qx “ 0 在区间

ˆ

0,
π

2

˙

中至少

有一根.

2. 设 c ‰ 0, 证明: 方程 x5
` ax4

` bx3
` c “ 0 至少有两个根不是实数.

3. 设 a ‰ 0, 证明: 方程 x2n
` a2n

“ px ` aq2n 只有一个实根 x “ 0.

4. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 上可微, 且满足条件 @跟锦数学微信公众号

fpaqfpbq ą 0, fpaqf

ˆ

a ` b

2

˙

ă 0,

证明: 对每个实数 k, 在 pa, bq 内存在点 ξ, 使成立 f 1pξq ´ kfpξq “ 0.

5. 设 fpxq “
n
ÿ

k“1

cke
λkx, 其中 λ1, ¨ ¨ ¨ , λn 为互异实数, c1, ¨ ¨ ¨ , cn 不同时为 0. 证

明: f 的零点个数小于 n.

6. (1) 设 f 在 r0, 1s 上可微, fp0q “ 0, fpxq ‰ 0, @ x P p0, 1q, 证明: 存在

ξ P p0, 1q, 使成立 2
f 1pξq

fpξq
“
f 1p1 ´ ξq

fp1 ´ ξq
. (2) 设 f 在 r0, 1s 上可微, fp0q “ 0,

fpxq ‰ 0, @ x P p0, 1q, 证明: 对每个 α ‰ 0, 存在 ξ P p0, 1q, 使成立 |α|
f 1pξq

fpξq
“

f 1p1 ´ ξq

fp1 ´ ξq
.

7. 设 f 在 ra, bs上连续,在 pa, bq内可微,但不是线性函数,证明: 存在 ξ, η P pa, bq,

使成立 f 1pξq ą
fpbq ´ fpaq

b ´ a
ą f 1pηq.

8. 设 f 在 ra, bs 上二阶可微, fpaq “ fpbq “ 0, 且在某点 c P pa, bq 处有 fpcq ą 0,

证明: 存在 ξ P pa, bq, 使 f 2pξq ă 0.

9. 利用例题 7.1.3 的方法 (或其他方法) 于以下问题: (1) 设 f 在 ra, bs 三阶可微,

且有 fpaq “ f 1paq “ fpbq “ 0, 证明: 对每个 x P ra, bs, 存在 ξ P pa, bq, 使成立

fpxq “
f 1pξq

3!
px ´ aq2px ´ bq.
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(2) 设 f 在 r0, 1s 上五阶可微, 且有 f

ˆ

1

3

˙

“ f

ˆ

2

3

˙

“ fp1q “ f 1p1q “ fp1q “

0, 证明: 对每个 x P r0, 1s, 存在 ξ P p0, 1q, 使成立 @跟锦数学微信公众号

fpxq “
f p5qpξq

5!

ˆ

x ´
1

3

˙ˆ

x ´
2

3

˙

px ´ 1q3.

(3) 设 f 在 ra, bs 上三阶可微, 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使成立 @跟锦数学微信公

众号

fpbq “ fpaq `
1

2
pb ´ aqrf 1paq ` f 1pbqs ´

1

12
pb ´ aq3f 1pξq.

(4) 设 f 在 ra, bs 上二阶可微, 证明: 对每个 c P pa, bq, 有 ξ P pa, bq, 使成立

@跟锦数学微信公众号

1

2
fpξq “

fpaq

pa ´ bqpa ´ cq
`

fpbq

pb ´ cqpb ´ aq
`

fpcq

pc ´ aqpc ´ bq
.

10. 设 0 ă a ă b, f 在 ra, bs 上可微, 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使成立 @跟锦数学微信

公众号

1

a ´ b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a b

fpaq fpbq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ fpξq ´ ξf 1pξq.

11. 设 f 在区间 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 上 n 次可微, 设 a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “

b, 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使成立 @跟锦数学微信公众号

∆ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 ¨ ¨ ¨ 1

x0 x1 ¨ ¨ ¨ xn
...

...
. . .

...

xn´1
0 xn´1

1 ¨ ¨ ¨ xn´1
n

fpx0q fpx1q ¨ ¨ ¨ fpxnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
f pnqpξq

n!

ź

iąj

pxi ´ xjq.

12. 设 f 在 ra,`8q 上可微, 且 lim
xÑ`8

f 1pxq “ 8, 证明: f 在 ra,`8q 上非一致连续.

13. 设 f 在 p0, as 可微, 有存在有限极限 lim
xÑ0`

?
xf 1pxq, 证明: f 在 p0, as 上一致连

续.

14. 设 f 在 ra,`8q 上可微, 且 lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0, 证明: lim
xÑ`8

fpxq

x
“ 0.

15. 对分别满足以下两个条件的 f , 设已知 fp1q “ 1, 求 fp2q: (1) xf 1pxq`fpxq “ 0,

@ x P R; (2) xf 1pxq ´ fpxq “ 0, @ x ą 0.

16. 设 f 在 r0, 2s 上二阶可微, 且 |fpxq| ď 1, |fpxq| ď 1, 证明: |f 1pxq| ď 2.
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17. 证明: 若在例题 7.2.5 中的区间从 p0,`8q 改为 p´8,`8q, 则可以得到更好的估

计 M1 ď
a

2M0M1.

18. 设当 x P r0, 1s 时有 |fpxq| ď M . 又已知 f 在 p0, aq 中取到最大值. 证明:

|f 1p0q| ` |f 1paq| ďMa.

7.3.2第2组参考题

1. 设 f 在 ra, bs 上可微, 在 pa, bq 上二阶可微, 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使成立

f 1pbq ´ f 1paq “ fpξqpb ´ aq. (注意: 这里没有假定 f 1 P Cra, bs.)

2. 设 f 在 R 上无限次可微, f

ˆ

1

n

˙

“
n2

n2 ` 1
, 计算 f pkqp0q, @ k P N`.

3. 证明: 方程 x2n
´ 2x2n´1

` 3x2n´3
´ ¨ ¨ ¨ ´ 2nx ` 2n ` 1 “ 0 无实根.

4. 设 f 在 p´8,`8q 上二阶可微, 且有界, 证明: 存在 ξ, 使成立 f 2pξq “ 0.

5. 设 f 在 ra, bs 上可微, f 1paq “ f 1pbq, 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使成立 f 1pξq “
fpξq ´ fpaq

ξ ´ a
.

6. 设 f 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 上可微, 又有 c P pa, bq 使成立 f 1pcq “ 0. 证明:

存在 ξ P pa, bq, 使成立 f 1pξq “
fpξq ´ fpaq

b ´ a
.

7. 设 f 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 上可微, fpaq “ 0, fpxq ą 0, 证明: 对每个

α ą 0, 存在 x1, x2 P pa, bq, 使成立
f 1px1q

fpx1q
“ α

f 1px2q

fpx2q
.

8. 设 f 在 p´8,`8q 上二阶连续可微, |fpxq| ď 1, 且有 rfp0qs2 ` rf 1p0qs2 “ 4, 证

明: 存在 ξ, 使成立 fpξq ` f 2pξq “ 0.

9. 设 f 在 p´8,`8q 上二阶连续可微, 且对所有 x, h P R 成立 @跟锦数学微信公

众号

fpx ` hq ´ fpxq “ hf 1
ˆ

x `
h

2

˙

,

证明: fpxq “ ax2
` bx ` c.

10. (Schwarz 定理) 定义广义二阶导数 @跟锦数学微信公众号

f r2spxq “ lim
hÑ0`

fpx ` 2hq ´ 2fpxq ` fpx ´ 2hq

4h2
.

若 f P Cra, bs, 同时 f r2spxq 在 pa, bq 上处处等于 0, 证明: f 为线性函数.
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11. (Gronwall-Bellman 不等式的微分形式) 设 f 在 r0,`8q 上可微, fp0q “ 0, 且

有正常数 c ą 0, 使成立 |f 1pxq| ď c|fpxq|, @ x P r0,`8q, 证明: fpxq ” 0.

12. 设 f 在 r´1, 1s 上有各阶导数, 且对每个 n ě 0 有 |f pnqpxq| ď n!|x|, 证明:

fpxq ” 0.

13. 设 f 在 p´8,`8q 上有任意阶导数, 且存在常数 C ě 0, 使对所有 n P N` 和

x P p´8,`8q 成立不等式 |f pnqpxq| ď C, 又有 f

ˆ

1

n

˙

“ 0, @ n P N` 成立, 证

明: fpxq ” 0.

14. 设 f 在点 x0有 n阶导数,证明: f pnqpx0q “ lim
hÑ0

1

hn

n
ÿ

k“0

p´1qn´k
ˆ

n

k

˙

fpx0`khq.

15. 设 f 在 p´8,`8q 上 n 阶可微, @跟锦数学微信公众号

Mk “ sup
!

|f pkqpxq|; x P p´8,`8q
)

, k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n.

证明: 若 M0,Mn 为有限数, 则 M1,M2, ¨ ¨ ¨ ,Mn´1 都是有限数.

16. 设 f 在 r0,`8q 上 n 阶可微, 且存在有限极限 lim
xÑ`8

fpxq 和 lim
xÑ`8

f pnqpxq, 证

明: 对每个 k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 成立 lim
xÑ`8

f pkqpxq “ 0.

17. (1) 设 f 在 p0,`8q 上二阶可微, fpxq 有界, 且存在有限极限 lim
xÑ`8

fpxq, 证明:

lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0. (2) 设 f 在 ra,`8q 可微, 且存在有限极限 lim
xÑ`8

fpxq, (i) 举

例说明 lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0 不一定的够成立; (ii) 证明: 若 f 1 在 ra,`8q 上一致连

续, 则一定成立 lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0.

18. 设 f 在 pa, bq 上任意阶可微, 且对每个自然数 n 有 f pnqpxq ě 0 和 |fpxq| ďM ,

证明: 对每个 x P pa, bq, r ą 0, x ` r P pa, bq, 成立关于导数的估计式 @跟锦数

学微信公众号

f pnqprq ď
2Mn!

rn
, @ n P N`.

19. (Bernstein 定理) 设 f 在 pa, bq 上任意阶可微, 且对每个 n 成立 f pnqpxq ě 0,

证明: 对每个 x0 P pa, bq 存在 r ą 0, 使得当 x P rx0 ´ r, x0 ` rs Ă pa, bq 时, 成

立 fpxq “ lim
nÑ8

n
ÿ

k“0

f pkqpx0q

k!
px ´ x0q

k.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 748 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

第08章微分学的应用

8.1.3练习题

1. 以下几个函数极限均不宜用 L’Hospital 法则. 为什么?

(1) lim
xÑ1

x

x ` 1
; (2) lim

xÑ`8

x ` sinx

x ´ sinx
; (3) lim

xÑ`8

ex ` e´x

ex ´ e´x
; (4) lim

xÑ`8

x
?

1 ` x2
.

2. 求下列极限:

(1) lim
xÑ0

ax
2

´ bx
2

pax ´ bxq2
; (2) lim

xÑ`8

„ˆ

x3
´ x2

`
x

2

˙

e
1
x ´

a

1 ` x6



; (3) lim
xÑ0`

ˆ

ln
1

x

˙x

;

(4) lim
xÑ`8

ˆ

π

2
´ arctanx

˙
1

lnx

.

3. 确定 a, b, 使得当 x Ñ 0 时, 下列函数为尽可能高阶的无穷小量:

(1) fpxq “ x ´ pa ` b cosxq sinx; (2) fpxq “ ex ´
1 ` ax

1 ` bx
; (3) fpxq “

cotx ´
1 ` ax2

x ` bx3
; (4) fpxq “ cosx ´

1 ` ax2

1 ` bx2
.

4. 应用 Taylor 公式求下列极限:

(1) lim
xÑ0

ˆ

1

x
´

1

sinx

˙

; (2) lim
xÑ0

ex
3

´ 1 ´ x3

sin6 2x
; (3) lim

nÑ8
n2 ln

ˆ

n sin
1

n

˙

;

(4) lim
nÑ8

p´1qnn sinp
a

n2 ` 2πq; (5) lim
xÑ0

sinptanxq ´ tanpsinxq

x7
;

(6) lim
xÑ0

x sinpsinxq ´ sin2 x

x6
.

5. 设存在 f 2paq, 证明: lim
hÑ0

fpa ` 2hq ´ 2fpa ` hq ` fpaq

h2
“ fpaq.

6. 设 f 在某邻域 Opx0q 中二阶连续可微, f 1px0q ‰ 0, fpxq ‰ fpx0q, @ x ‰ x0. 求

@跟锦数学微信公众号

lim
xÑx0

„

1

fpxq ´ fpx0q
´

1

f 1px0qpx ´ x0q



.

7. 设 f 在 r0,`8q 上二阶连续可微, 且 fpxq ą 0, fp0q “ f 1p0q “ 0. 试求极限

lim
xÑ0`

xfpuq

ufpxq
, 其中 u 是函数 f 的图像在点 px, fpxqq 处的切线在 x 轴上的截距.

8. 令 fpxq “ lim
nÑ8

nx

«

ˆ

1 `
1

n ` 1

˙n`1

´

ˆ

1 `
1

n

˙n
ff

, 确定其定义域和值域.
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9. 设 x1 ą 0, xn`1 “ lnp1 ` xnq, n P N`, 证明: lim
nÑ8

nxn “ 2.

10. 设 x0 “ ln a, a ą 0, xn “
n´1
ÿ

k“0

lnpa ´ xkq, n P N`, 求 lim
nÑ8

xn.

8.2.2练习题

1. 问: 单调函数若可微, 则其导函数是否也单调? 反之又如何? 请举例说明.

2. 证明: 函数

ˆ

1 `
1

x

˙x

在区间 p´8,´1q 和 p0,`8q 上单调增加.

3. 设 f 在 r0,`8q 上可微, fp0q “ 0 且 f 1 严格单调增加. 证明:
fpxq

x
在 p0,`8q

上也严格单调增加.

4. 设 f, g 在 r0, as 上连续, 在 p0, aq 上可微, fp0q “ gp0q “ 0, f 1, g1 ą 0, 证明: 如

果
f 1

g1
单调增加, 则

f

g
也单调增加.

5. 设 f 在区间 ra,`8q 上二阶可微, 并且满足条件: (1) fpaq ą 0; (2) f 1paq ă 0;

(3) 在 x ą a 时, fpxq ď 0, 证明: fpxq 在 pa,`8q 内有且仅有只有一个实根.

6. 设 f P Cra,`8q, 且当 x ą a 时成立 f 1pxq ą k ą 0, 其中 k 为常数, 证明: 若

fpaq ă 0, 则于区间

ˆ

a, a ´
fpaq

k

˙

内方程 fpxq “ 0 有且只有一个实根.

7. 设 a ą 0, 证明: 方程 aex “ 1 ` x `
x2

2
只有一个实根.

8. 证明: 方程 fpxq “

ˆ

2

π
´ 1

˙

lnx ´ ln 2 ` lnp1 ` x2
q “ 0 在开区间 p0, 1q 内只

有一个实根.

8.3.2练习题

1. 设 f P CpIq, I 为区间, 证明: 若 x0 为 f 的唯一极值点, 则 x0 一定是最值点;

又若 x0 是极小值点 (极大值点), 则它是 f 的唯一最小值点 (唯一最大值点).

2. 求出方程 x3
` px ` q “ 0 由三个不同实根的充分必要条件.

3. 求出方程
1

x2
` px ` q “ 0 有三个不同实根的充分必要条件.

4. 证明: fpxq “ a2eλx ` b2e´λx (a, b ą 0) 存在与 λ 无关的极小值.
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5. 证明: y “
ax ` b

cx ` d
若不是常值函数, 则不会有极值.

6. 比较 p
?
nq

?
n`1 和 p

?
n ` 1q

?
n 的大小.

7. 考虑下列几何极值问题(能用初等方法做就不一定用微分学工具): (1) 在面积为定

值的三角形中, 什么三角形的周长最小? (2) 在周长为定值的三角形中, 什么三角

形的面积最大? (3) 在椭圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 的边长平行坐标轴的内街矩形中, 面积

最大的矩形的长和宽为多少? (4) 在椭圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 内, 边平行于坐标轴的内

接矩形中, 周长最大的矩形的长和宽为多少?

8. 考虑给定边界值的二阶非齐次微分方程 y ` ppxqy1 ` qpxqy “ rpxq, a ă x ă

b, ypaq “ A, ypbq “ B, 其中 p, q, r 是给定的函数, A 和 B 是给定的数, 又设

qpxq ă 0, @ x P pa, bq, 证明: 如果这个微分方程在闭区间 ra, bs 上存在解, 则必

唯一.

注. 前面与极值问题有关的材料还有 5.3.3 小节的题 9, 5.5.2 小节的题 5 和第五

章第二组参考题 16-18.

8.4.2练习题

本节及以后, 我们记书上的上凸函数为凹函数, 下凸函数为凸函数.

1. 在不假定函数 f 可微的条件下, 证明 Jensen 不等式 (8.11) 仍然成立.

2. 设 f 是区间 pa, bq 上的上凸函数, 且 fpxq ą 0, 证明:
1

f
是区间 pa, bq 上的下凸

函数. 又问: 若在上题中将 f 的上凸条件改为下凸, 则有何结论? (本题的变形是

对 f 加上一阶可微或二阶可微条件.)

3. 设 f, g 是 pa, bq 上的下凸函数, 证明: max tf, gu 也是 pa, bq 上的下凸函数.

4. 设 f 和 g 均为区间 I 上的单调增加非负下凸函数, 证明 f ¨ g 为区间 I 上的下凸

函数.

5. 设 f 在区间 I 上为下凸函数, 证明: F pxq “ efpxq 也是下凸函数.

6. 设 f 和 g 为 p´8,`8q 上的下凸函数, 问: 复合函数 f ˝g 是否一定是 p´8,`8q

上的下凸函数?
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7. 设 f 为 p´8,`8q 上的下凸函数, 证明: f 为单调函数, 或者存在点 c, 使得 f

在 p´8, cs 上单调减少, 而在 rc,`8q 上单调增加.

8. 设 f 在 p´8,`8q 上有界, 且 fpxq ě 0, 证明: f 只能是常值函数.

9. 设 f 在 pa, bq 上 n 阶可微 pn ą 2q, f pnqpxq ą 0, 又有 x0 P pa, bq, 使对于

k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1 成立 f pkqpx0q “ 0, 证明: (1) n 为奇数时, f 在 pa, bq 上严

格单调增加; (2) n 为偶数时, f 在 pa, bq 上严格下凸.

10. 设 f 在开区间 pc, dq 上为下凸函数, 则 f 一定满足内闭的 Lipschitz 条件. (这

就是说对每个有界闭区间 ra, bs Ă pc, dq, 存在 M ą 0, 对所有 x1, x2 P ra, bs,

成立 |fpx1q ´ fpx2q| ďM |x1 ´ x2|.)

11. 证明: f 在开区间 I 上为下凸函数的充分必要条件是对每个 c P I, 存在 a, 使得

在区间 I 上成立不等式 fpxq ě apx ´ cq ` fpcq.

12. 设 f 在 ra,`8q 上为下凸函数, 证明: lim
xÑ`8

fpxq

x
一定有意义.

13. 设 f 为 p´8,`8q 上的下凸函数, 又有 lim
xÑ˘8

fpxq

x
“ 0, 证明: f 是常值函数.

14. 设 f 是 ra, bs 上的凸函数, 如果有 c P pa, bq 使得 fpaq “ fpcq “ fpbq, 证明:

fpxq 是 ra, bs 上的常值函数.

15. 设 a ă b ă c ă d, 证明: 若 f 在 ra, cs 和 rb, ds 上是下凸函数, 则 f 也是 ra, ds

上的下凸函数.

16. 证明: 不存在三次或三次以上的奇次多项式为 p´8,`8q 上的凸函数.

17. 设 f 在区间 pa, bq 上二阶可微, f 2 保号, 证明: 对区间内的任何两点 a ă x1 ă

x2 ă b 用 Lagrange 中值定理得到 fpx1q ´ fpx2q “ f
1
pξqpx1 ´ x2q 时, 其中的

中值 ξ P px1, x2q 总是唯一的.

18. 若曲线 y “ fpxq 以 px0, fpx0qq 为拐点, 且存在 f 2px0q, 证明: f 2px0q “ 0.

19. 问: 若已知有 f 2px0q “ 0, 则点 px0, fpx0qq 是否一定是曲线 y “ fpxq 的拐点?

20. 设 f 在点 x0 处 n (n ą 2) 阶可微, 且满足条件 fpx0q “ ¨ ¨ ¨ “ f
pn´1q

px0q “ 0,

但 f pnqpx0q ‰ 0, 请参考命题 8.3.1 写出点 px0, fpx0qq 是拐点的充分必要条件并

作出证明.
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8.5.3练习题

1. 证明: 当 x ą 1 时成立 lnx ą
2px ´ 1q

x ` 1
.

2. 证明: 当 0 ă a ă b 时成立不等式 a ln a ` b ln b ą pa ` bqplnpa ` bq ´ ln 2q.

3. 证明: 对任意 0 ă x1 ă x2, 成立不等式
x2 ´ x1

x2

ă ln
x2

x1

ă
x2 ´ x1

x1

.

4. 证明以下不等式: (1) a
x1`x2`¨¨¨`xn

n ď
1

n
pax1 ` ax2 ` ¨ ¨ ¨ ` axnq, 其中 a ą 0;

(2)

ˆ

x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙p

ď
1

n
pxp1 ` x

p
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

p
nq, 其中 p ą 1;

(3) 当 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn ą 0 时,
x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n
ď pxx1

1 x
x2

2 ¨ ¨ ¨xxnn q
1

x1`x2`¨¨¨`xn .

5. 证明: 对于 0 ă α ă 1 和 x ą 1 成立 xα ´αx`α´ 1 ď 0, 而当 α ą 1 时不等

式反向成立.

6. 从命题 2.5.1 已知对每个 n P N` 成立不等式
ˆ

1 `
1

n

˙n

ď e ď

ˆ

1 `
1

n

˙n`1

.

作为进一步的发展, 求出最大的 α 和最小的 β, 使得 @跟锦数学微信公众号

ˆ

1 `
1

n

˙n`α

ď e ď

ˆ

1 `
1

n

˙n`β

, @ n P N`.

(本题与例题 8.2.3 有联系.)

7. 证明: 对 0 ă a ă b 成立以下不等式: @跟锦数学微信公众号

a ă
2

1
a
`

1
b

ă
?
ab ă

b ´ a

ln b ´ ln a
ă
a ` b

2
ă

d

a2 ` b2

2
ă b.

8. 对于 2n 个正数 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn 和 λ1, λ2, ¨ ¨ ¨ , λn, 且 λ1`λ2` ¨ ¨ ¨ `λn “ 1, 定

义加权的 t 阶平均值 (或 t 阶和) 为 Mtpx, λq “

˜

n
ÿ

i“1

λix
t
i

¸
1
t

. 它在 t “ ´1 时

为调和平均值, t “ 1 时为算术平均值, t “ 2 时为平方平均值 (即均方根值). 又

若在 t “ 0,`8,´8 时用极限作补充定义, 则在 t “ 0 时为几何平均值, t “ `8

时为 max txu, t “ ´8 时为 min txu. 证明: Mtpx, λq 是 t 的单调增加函数, 在

n ą 1 且 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn 不全相等时为 t 的严格单调增加函数.

9. 证明: 若在 Minkowski 不等式 (8.18) 中的参数 p ě 1 的条件改为 0 ă p ă 1,

则不等式反向成立.
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10. 证明 Young 不等式: 若 x, y ě 0, p, q ą 0,
1

p
`

1

q
“ 1, 则成立不等式

x
1
py

1
q ď

x

p
`
y

q
.

11. 试用 Young不等式证明: (1)广义的算术平均值-几何平均值不等式; (2) Hölder

不等式.

12. 设 f 和 φ 在 x ě a 时可微, fpaq “ φpaq, 且当 x ě a 时, 成立 |f 1pxq| ď φ1pxq,

证明: 当 x ě a 时, 成立 |fpxq ´ fpaq| ď φpxq ´ φpaq.

13. 设 f 满足 fp1q “ 1, 且当 x ě 1 时有 f 1pxq “
1

x2 ` f2pxq
, 证明: 极限 lim

xÑ8
fpxq

存在, 且小于 1 `
π

4
.

14. 设 A “ paijqnˆn 是每行每列的和均等于 1 的非负元素矩阵, 又有

¨

˚

˚

˚

˝

y1

...

yn

˛

‹

‹

‹

‚

“

A

¨

˚

˚

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

, 其中两个向量的所有元素也都是非负数, 证明: y1 ¨ ¨ ¨ yn ě x1 ¨ ¨ ¨xn.

15. 若记 Tnpxq “ x ´
1

3!
x3
` ¨ ¨ ¨ `

p´1qn

p2n ` 1q!
x2n`1

“

n
ÿ

k“0

p´1qk

p2k ` 1q!
x2k`1 为 sinx

在 x “ 0 处的 2n ` 1 次 Taylor 多项式, 证明: @跟锦数学微信公众号

sinx ą
n
ÿ

k“0

p´1qk

p2k ` 1q!
x2k`1, 其中 x ą 0, n 为奇数;

sinx ă
n
ÿ

k“0

p´1qk

p2k ` 1q!
x2k`1, 其中 x ą 0, n 为偶数.

(例题 8.5.3 是本题的一个特例. 类似地可建立关于 cosx 的结果.)

16. 证明例题 8.5.4 中右边的不等式.

8.6.2练习题

1. 随手画出一条曲线代表 y “ fpxq, 然后试画出其一阶导函数和二阶导函数的图形.

(本题应作为数学分析课程的基本技能来要求.)
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2. 证明: 曲线 y “
x ` 1

x2 ` 1
有位于同一直线上的三个拐点, 并作图.

3. 作出以下函数的图像:

(1) y “

ˆ

1 `
1

x

˙x

px ą 0q; (2) y “
1

1 ` x2
e

1

1´x2 ; (3) y “
x4

p1 ` xq3
; (4)

y “ p1 ` x2
qe´x

2

; (5) y “
lnx

x
px ą 0q; (6) y “ x

2
3e´x; (7) y “

px ´ 1q3

px ` 1q2
; (8)

y “

d

x3

x ´ a
pa ą 0q; (9) y “ xx px ą 0q; (10) y “ x

1
x px ą 0q.

4. 证明: 方程 xy “ yx 在第一象限内的图像由一条直线和一条曲线组成, 并作出此

图像.

5. 作出以下用参数方程给出的曲线: (1) x “ t2 ´ 2, y “ tpt2 ´ 2q; (2) x “ 2t ´

t2, y “ 3t ´ t3; (3) x “
3t

1 ` t3
, y “

3t2

1 ` t3
; (4) x “ t ´ t3, y “ 1 ´ t4;

(5) x “ apt ´ sin tq, y “ ap1 ´ cos tq (摆线); (6) x “ apcos t ` t sin tq, y “

apsin t ´ t cos tq (圆的渐开线).

8.7.3练习题

本节的计算题应当根据在学习中所能使用的计算工具来安排. 下面的题中只有第

1 题是计算题, 且只需要用计算器.

1. 用 Newton 求根法计算 (要去精确到 0.0001): (1) x3
´ 2x2

´ 4x ´ 7 “ 0 在

r3, 4s 之间的根的近似值; (2) sinx “ 1 ´ x 的根的近似值.

2. 在命题 8.7.1 中给出了保证 Newton 求根法的充分条件, 其中共有 4 项要求. 试

举出例子, 说明不满足其中的某些要求时, 用 Newton 求根法有可能失败.

3. 证明: 在命题 5.2.1 中提供的二分法是方程求根的一阶算法.

4. 证明: 2.6.3 小节的题 9 中的算法是求平方根的三阶算法.

5. 设 A ą 0, 从 x0 ą 0 出发用递推公式 xn`1 “
xnpx

3
n ` 2Aq

2x3
n `A

作迭代, 证明数列

txnu 收敛, 求出其极限, 并确定其收敛的阶.

6. 用 Newton 求根法设计一个求
k
?
A pA ą 0, k ą 0q 的迭代算法, 并对其收敛速

度作出分析.
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7. 用 Newton 求根法设计一个求
1

A
的迭代算法, 其中只用加法和乘法运算, 并对其

收敛速度作出分析.

8.8.2第1组参考题

1. 设 |fpxq ` f 1pxq ď 1, fpxq 在 p´8,`8q 上有界, 证明: |fpxq| ď 1.

2. 设 fpxq 在 x “ 0 的某邻域内二阶可微, 且 lim
xÑ0

ˆ

1 ` x `
fpxq

x

˙

1
x

“ e3. 求出

fp0q, f 1p0q, fp0q 和 lim
xÑ0

ˆ

1 `
fpxq

x

˙

1
x

.

3. 例题 8.1.10 可推广如下: 设正数数列 txnu 为满足递推公式 xn`1 “ fpxnq 的无

穷小量, 函数 f 有 Maclaurin 展开式 fpxq “ x ` Axk ` opxkq px Ñ 0q, 其

中 k 为大于 1 的某自然数, 系数 A ‰ 0, 证明: 有 α ą 0, 使得存在非零极限

lim
nÑ8

nxαn, 并求出此极限.

4. 设 f P Cra, bs, 证明: f 在 pa, bq 内没有极值点的充分必要条件是 f 在区间

ra, bs 上为严格单调函数.

5. 证明: 关于三点不等式 (见命题 1.3.4) 的一个推广: 在 0 ă p ă 1 时成立不等式

|a ` b|p ď |a|p ` |b|p.

6. 证明: 对每个自然数 n, 成立不等式
e

2n ` 2
ă e ´

ˆ

1 `
1

n

˙n

ă
e

2n ` 1
.

7. 证明: 当 0 ă x ă
π

2
时成立不等式

ˆ

sinx

x

˙3

ą cosx.

8. 证明: 当 0 ă x ă
π

2
时成立不等式 2 sinx ` tanx ě 3x.

9. 证明: 当 0 ă x ă 1 时成立不等式 π ă
sinπx

xp1 ´ xq
ď 4.

10. 证明: 当 x P

„

0,
π

2



时成立比 Jordan 不等式 (例题 8.5.6) 更好的结果: sinx ě

2

π
x `

1

12π
xpπ2

´ 4x2
q.

11. 证明: 对 n 个正数 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn 成立不等式 @跟锦数学微信公众号

x1x2 ¨ ¨ ¨xn

px1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnqn
ď
p1 ` x1qp1 ` x2q ¨ ¨ ¨ p1 ` xnq

pn ` x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnqn
.
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12. 证明: 当 x P

ˆ

0,
π

4

˙

时, 成立 psinxqcosx
ă pcosxqsinx, 而在 x P

ˆ

π

4
,
π

2

˙

时不

等式反向.

13. 设 p ą 1, a, b ą 0, 证明: (1) 当 t ą 0 时成立
1

p
t

1
p
´1a`

ˆ

1 ´
1

p

˙

t
1
pb ě a

1
pb1´1

p ;

(2) 当 0 ă t ă 1 时成立 t1´pap ` p1 ´ tq1´pbp ě pa ` bqp.

14. 设 ppxq 为三次多项式, ppaq “ ppbq “ 0, 证明: ppxq 在 ra, bs 上不变号的充分必

要条件是 p1paqp1pbq ď 0.

15. 证明: 在 R 上满足函数方程 gpgpxqq “ ´x3
` x ` 1 的可微函数是不存在的.

16. 设 fpxq 在 r0, 1s 上二阶可导, fp0q “ fp1q “ 0, min
0ďxď1

fpxq “ ´1, 证明: 存在

ξ P p0, 1q, 使得 f 2pξq ě 8.

17. 设 f 在 r´1, 1s 上三阶可微, fp0q “ f 1p0q “ 0, fp1q “ 1, fp´1q “ 0, 证明: 存

在 ξ P p´1, 1q, 使成立 f3pξq ě 3.

18. 设 f, g 在 ra, bs 上连续可微, fpaq “ fpbq “ 0, Wronski 行列式 @跟锦数学微

信公众号

W pf, gq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq gpxq

f 1pxq g1pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0, @ x P ra, bs,

证明: gpxq 在 pa, bq 中有零点.

8.8.2第2组参考题

1. 设 f 在 p0,`8q 上单调减少, 可微, 且满足不等式 0 ă fpxq ă |f 1pxq|, 证明: 当

0 ă x ă 1 时, 成立不等式 xfpxq ą
1

x
f

ˆ

1

x

˙

.

2. 若 fp0q “ 0, 且存在 f pn`1q
p0q, 定义 gpxq “

$

&

%

fpxq

x
, x ‰ 0,

f 1p0q, x “ 0,
证明: gpxq 的 n

阶导函数 gpnq 在 x “ 0 连续, 且 gpnqp0q “
1

n ` 1
f pn`1q

p0q. (例题 8.1.9 的推

广.)

3. 设 f 在点 a 存在 f pnqpaq, 且 fpaq “ 0, 令 F pxq “ rfpxqsn, 证明: 对于

k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1, F pkqpaq “ 0. 又举例说明: 导数 f pnqpaq 存在的条件不能去

掉.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 757 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

4. 记 Pnpxq “ 1 `
x

1!
`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
, n P N`, 证明: (1) n 为偶数时 Pnpxq ą

0, @ x P R; (2) n 为奇数是 Pnpxq 有唯一的实零点; (3) 若将 P2n`1pxq 的零

点记为 xn, n P N`, 则 txnu 为严格单调减少的负无穷大量; (4) 当 x ă 0 时成

立不等式 P2npxq ą ex ą P2n`1pxq; (5) 当 x ą 0 时成立不等式 ex ą Pnpxq ě
ˆ

1 `
x

n

˙n

; (6) 对一切 x P R 成立 lim
nÑ8

Pnpxq “ ex. (本题中不需要用 Taylor

展开式的知识.)

5. 定义 x0 “ a, x1 “ b, xn`1 “
p2n ´ 1qxn ` xn´1

2n
, 求 lim

nÑ8
xn.

6. 设 0 ă x0 ă y0 ď
π

2
, 并用递推公式 xn`1 “ sinxn 和 yn`1 “ sin yn 生成两个

数列 txnu 和 tynu, 证明: lim
nÑ8

xn

yn
“ 1.

7. 证明: 若函数 y “
ax2 ` 2bx ` c

αx2 ` 2βx ` γ
pα ‰ 0q 有三个拐点, 则它们必在一条直线上.

8. 下凸函数的 Jensen 定义是: 称函数 f 在区间 I 上为下凸, 如果对所有 x1, x2 P

I, 成立 f

ˆ

x1 ` x2

2

˙

ď
1

2
rfpx1q ` fpx2qs. 证明: 对连续函数来说, 下凸的

Jensen 定义和 §8.4 节中的下凸定义等价. (确实存在按 Jensen 定义为下凸但

不满足 §8.4 节中定义的下凸定义的函数, 例题 5.1.3 的不连续解就是如此 (参见

[53,55,57]).)

9. 设 f 在区间 pa, bq 上按 Jensen 定义为下凸函数, 且至多只有第一类间断点, 证

明: f 在 pa, bq 上连续.

10. 设 f 在区间 pa, bq 上按 Jensen 定义为下凸函数, 且在 pa, bq 内的每个闭子区间

上有界, 证明: f 在 pa, bq 上连续.

11. 函数 f 在区间 p´1, 1q 上二阶可微, fp0q “ f 1p0q “ 0, 且在该区间上满足不等式

|f 2pxq| ď |fpxq| ` |f 1pxq|, 证明: fpxq ” 0.

12. 设 fpxq 为区间 I 上的可微函数, 满足微分方程 f 1pxq “ gpfpxqq, 其中 g 是在 f

的值域上有定义的函数, 证明: f 一定是单调函数.

13. 证明: 在 p´8,`8q 上二阶可微的函数 f 不可能对于一切 x 同时满足不等式

fpxq ą 0, f 1pxq ą 0, f 2pxq ă 0.

14. 设 f 在 R 上三阶可微, 证明: 存在一个点 a 使得 fpaqf 1paqfpaqf 1paq ě 0.
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15. 设 ppxq是多项式,证明: 若对每个 x成立不等式 p3pxq´p2pxq´p1pxq`ppxq ě 0,

则 ppxq ě 0 对每个 x 成立.

16. 设 P 为多项式, P pxq有 n个大于 1的互异实根,令 Qpxq “ px2
`1qP pxqP 1

pxq`

xrpP pxqq2 ` pP 1
pxqq2s, 证明: Qpxq “ 0 至少有 2n ´ 1 个互异实根.

(下面两个题用于证明第二章第二组参考题 19 中所用到的结论.)

17. 设 fpxq “ ax, 证明: (1) 如 a ą e
1
e , 则 f 无不动点; (2) 如 a “ e

1
e , 则 f 恰有

一个不动点; (3) 如 1 ă a ă e
1
e , 则 f 有两个不动点.

18. 设 gpxq “ aa
x

, 证明: (1) 如 e´e
ď a ă 1, 则 g 只有一个不动点; (2) 如

0 ă a ă e´e, 则 g 有三个不动点.

19. 讨论三角方程 a sin θ ` b cos θ ´ sin θ cos θ “ 0 在 r0, 2πq 中的实根个数.

20. 从平面上的一个定点向一个给定的椭圆可以引出多少条法线? 讨论在什么区域上

法线的条数最多. (本题以及类似的问题最早是由 Appollonius (约公元前 262-

前 190 年) 提出和解决的. 又见于数学译林, 1992 年 4 期, 即 V.I. Arnold 给出

的构成对物理专业学生的最低限度的数学的一百个问题中的第 7 题.)

第09章不定积分

9.1.2思考题

1. 不定积分与原函数这两个概念有什么区别? 有什么联系?

2. 在 x “ 0处不连续的函数 fpxq “

$

&

%

2x sin
1

x
´ cos

1

x
, 当 x ‰ 0,

0, 当 x “ 0
在 p´8,`8q

上是否有原函数?

3. 在不定积分公式

ż

sgnx dx ““ |x| ` C 和

ż

1

x
dx “ ln |x| ` C 中为什么会出

现绝对值号?

4. 下列等式是否正确? 说明理由: (1) d

ż

fpxq dx “ fpxq; (2) d

ż

fpxq dx “

fpxq dx; (3)

ż

dfpxq “ fpxq; (4) d

ż

dfpxq “ dfpxq; 其中 d

ż

fpxq dx 是

指对于

ż

fpxq dx 中每一个函数求微分所得到的集合.
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5. 以下推导中有什么错误? 用分部积分公式可得到如下等式:

ż

dx

x
“ x ¨

1

x
´

ż

x d

ˆ

1

x

˙

“ 1 `

ż

dx

x
, 因此, 0 “ 1.

9.1.6练习题

1. 计算下列不定积分: (1)

ż

x

1 ` x2
dx; (2)

ż

dx
a

xp1 ´ xq
; (3)

ż

lnp1 ` x2
q dx;

(4)

ż

arctan
?
x

a

xp1 ` xq
dx; (5)

dx

ex ´ 1
; (6)

x lnpx `
?

1 ` x2q

p1 ` x2q2
dx;

(7)

ż

xex

p1 ` xq2
dx; (8)

ż

1 ` x

xp1 ` xexq
dx; (9)

ż

ln2
px `

a

1 ` x2q dx; (10)

ż

earctanx

p1 ` x2q
3
2

dx.

2. 用配对积分法计算下列不定积分:

(1)

ż

dx

1 ` x2 ` x4
; (2)

ż

ex dx

ex ` e´x
; (3)

ż

b sinx ` a cosx

a sinx ` b cosx
dx pa ‰ bq; (4)

ż

dx

1 ` x3
.

3. 通过计算下列不定积分

ż

pcos4 x ´ sin4 xq dx 与

ż

pcos4 x ` sin4 xq dx, 进而求

出不定积分

ż

cos4 x dx 与

ż

sin4 x dx.

4. 导出计算下列不定积分的递推公式:

(1)

ż

sinn x dx; (2)

ż

tann x dx; (3)

ż

secn x dx; (4)

ż

1

xn
?

1 ` x2
dx.

5. 试求: (1)

ż

xfpxq dx; (2)

ż

f 1p2xq dx.

6. 设对任意自然数 m,n, 定义 Ipm,nq “

ż

cosm x sinn x dx, 证明:

(1) Ipm,nq “ ´
sinn´1 x cosm`1 x

m ` n
`
n ´ 1

m ` n
Ipm,n ´ 2q;

(2) Ipn, nq “ ´
cos 2x sinn´1 x cosn´1 x

4n
`
n ´ 1

4n
Ipn ´ 2, n ´ 2q.

9.2.4练习题

1. 用观察法将被积函数拆开后计算不定积分:
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(1)

ż

x

px ` 1qpx ` 2q
dx; (2)

ż

x2 ` x ` 1

xp1 ` x2q
dx;

(3)

ż

dx

x4px2 ` 1q
; (4)

ż

4x2 ` 3

px2 ` 1qpx2 ` 2q
dx.

2. 计算下列有理函数的不定积分: (1)

ż

x5 ´ x

1 ` x8
dx; (2)

ż

dx

xpxn ` aq
pa ‰ 0q; (3)

ż

x dx

px ` 1qpx2 ` 3q
; (4)

ż

x ´ 1

px2 ` 2x ` 3q2
dx; (5)

ż

1 ` x ` x2

px ´ 2q10
dx;

(6)

ż

x3 ` 1

x3 ´ 5x2 ` 6x
dx; (7)

ż

dx

1 ` x6
; (8)

ż

x2 ´ x ` 3

px2 ` x ` 1qpx ´ 1q2
dx.

3. 讨论下列三角函数有理式的不定积分:

(1)

ż

dx

1 ` cosx
; (2)

ż

dx

sinx cos4 x
; (3)

ż

dx

2 ` tan2 x
; (4)

ż

tan5 x sec3 x dx;

(5)

ż

secx

p1 ` secxq2
dx; (6)

ż

sin2 x cosx

sinx ` cosx
dx; (7)

ż

sinx cosx

1 ` sin4 x
dx;

(8)

ż

dx

sin4 x cos2 x
.

4. 计算 Poisson 积分

ż

1 ´ r2

1 ´ 2r cosx ` r2
dx, (´1 ă r ă 1).

5. 计算下列无理函数的不定积分:

(1)

ż

dx
?

sinx cos 7x
; (2)

ż

dx

x
?

2x2 ` 3
; (3)

ż

a

tan2 x ` 2 dx; (4)

ż

xex dx
?

1 ` ex
;

(5)

ż

dx
a

px ´ 1q3px ´ 2q
; (6)

ż

?
x ´ 1

3
?
x ` 1

dx.

9.3.2参考题

1. 设 f 1psin2 xq “ cos 4x ` tan2 x, 0 ă x ă 1, 求函数 fpxq.

2. 计算下列不定积分:

(1)

ż

x arctanx lnp1`x2
q dx; (2)

ż

1 ´ lnx

px ´ lnxq2
dx; (3)

ż

rxs| sinπx| dx px ě

0q; (4)

ż

sinx lnpsinxq dx; (5)

ż

dx

sinpx ` aq sinpx ` bq
; (6)

ż

1 ´ xn

xp1 ` xnq
dx pn P

N`q.

3. 对每个自然数 n, 定义 In “

ż

pax ` bqn
?
cx ` d

dx, 求出计算 In 的递推公式.
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4. 对于实数 a ‰ 0 与自然数 n ą 2, 定义 In “

ż

˜

sin x´a
2

sin x`a
2

¸n

dx. 证明: 对于 In

有递推公式 In “
2 sin a

n ´ 1
tn´1

´ In´2 ` 2In´1 cos a, 其中 t “
sin x´a

2

sin x`a
2

.

5. 设 Q 为 n 次多项式, 且具有 n 个相异实根 xi, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 又设 P 是与 Q

不可约的 m 次多项式, 且 m ă n, 证明: @跟锦数学微信公众号

ż

P pxq

Qpxq
dx “

n
ÿ

i“1

P pxiq

Q1pxiq
ln |x ´ xi| ` C.

6. 求

ż

fpxq dx, 其中 fpxq 为 x 到离其最近的整数的距离.

7. Liouville 在十九世纪三十年代对于初等函数的不定积分在什么条件下是初等函

数进行过深入的研究 (参见 [54]), 他得到的一个结果是:

定理设 f, g 为有理函数, g 不是常值函数, 如果

ż

fpxqegpxq dx 是初等函数, 则存

在有理函数 h, 使得

ż

fpxqegpxq dx “ hpxqegpxq ` C.

试用这个定理证明:

ż

e´x
2

dx 和

ż

ex

x
dx 都是非初等不定积分 (由后者又可推出

ż

dx

lnx
也是非初等不定积分).

第10章定积分

10.1.3练习题

对下面的前 10 个题来说, 每题至少可以有两个解法, 其中的一个解法是从定积分

定义出发, 而另一个解法是以 Lebesgue 定理 (命题 10.1.6) 为根据的, 这两种解法的

思路很不一样. 初学者通过这样的训练既可以熟悉定积分的基本出发点, 又可以学到应

用 Lebesgue 定理和相关的概念去处理右边的 Riemann 可积函数. 对于今后遇到的

有关可积函数的问题都可以如此考虑.

1. 设 fpxq “

#

xp1 ´ xq, x 是有理数,

0, x 是无理数
问 f 在 r0, 1s 上是否可积?

2. 设 f, g P Rra, bs, 且 f 的值域为 ra, bs, 问 g ˝ f 在 ra, bs 上是否可积? 又若 f, g

在 ra, bs 上都不可积, 问 g ˝ f 在 ra, bs 上是否一定不可积?
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3. 讨论区间 ra, bs 上 f, |f |, f2 可积性之间的关系.

4. 设 f P Rra, bs, g 与 f 仅在有限个点上取不同值, 证明: g P Rra, bs, 并且
ż b

a

f “

ż b

a

g (因此对于 ra, bs 上的有界函数, 如果它在有限个点上没有定义, 我们

可以采取补充定义的的方法进行讨论. 这时的可积性和可积时的积分值与补充定

义的具体做法无关). 又问: 如果 f 和 g 在 ra, bs 上几乎处处相等, 例如只在所有

有理点上的函数值不同, 则是否有相同的结论?

5. 设 f P Rra, bs, 且对每个 pα, βq Ă ra, bs, D x1, x2 P pα, βq, 使 fpx1qfpx2q ď 0,

问定积分

ż b

a

f 的值是多少? 为什么?

6. 设 g P Rra, bs, M “ sup
xPra,bs

tgpxqu, m “ inf
xPra,bs

tgpxqu, 如果 m ă M , f P

Crm,M s, 证明: f ˝ g P Rra, bs.

7. 设 f P Rra, bs, 且 1{f 在 ra, bs 上有界, 证明: 1{f P Rra, bs.

8. 设 f 在 ra, bs 上有界, 且其所有间断点构成一个收敛数列, 证明: f P Rra, bs.

9. 设 f 在区间 ra, bs 上的每一点的极限都存在且等于零, 证明 f P Rra, bs 且
ż b

a

f “ 0.

10. 证明: Riemann 函数 (见例题 5.1.4) 在每个有界闭区间 ra, bs 上可积.

11. 对连续函数, 能否如下定义定积分: 如果 f P Cra, bs 且存在实数 I, 使 @跟锦数

学微信公众号

lim
nÑ8

b ´ a

n

n
ÿ

i“1

f

ˆ

a `
i

n
pb ´ aq

˙

“ I,

则 f P Rra, bs 且

ż b

a

f “ I.

12. 设 f, g P Rra, bs, P “ tx0, x1, ¨ ¨ ¨ , xnu 是区间 ra, bs 的分划, 证明: @ ε ą

0, D δ ą 0, 是对于满足 }P } ă δ 的任意分割 P , 成立 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

fpxkqgpxkq∆xk ´

ż b

a

fpxqgpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε.

10.2.1思考题

思考题
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(1) 举例说明: 在积分第一中值定理中 g 的保号性条件不满足时, 定理的结论可以

不成立.

(2) 举例说明: 在积分第二中值定理中 g 不是单调函数时, 定理的结论可以不成

立.

10.2.4练习题

1. 设 f P Cra, bs, 且对满足条件 gpaq “ gpbq “ 0 的每个函数 g P Cra, bs, 都有
ż b

a

fpxqgpxq dx “ 0, 证明: f ” 0.

2. 设非负函数 f P Rra, bs, 且

ż b

a

f ą 0, 若有多项式 P 使

ż b

a

P 2
pxqfpxq dx “ 0,

证明: P ” 0.

3. 设 f P Cr´1, 1s, 且对 r´1, 1s 上的每个可积偶函数 g 都有

ż 1

´1

fpxqgpxq dx “ 0,

证明: f 是 r´1, 1s 上的奇函数.

4. 计算极限 lim
nÑ8

ż 1

0

p1 ´ x2
q
n dx.

5. 分析例题 10.2.4 的条件和证明过程, 试写出它的可能推广, 并作出证明. (这是一

道开放题, 要求设计一定的条件, 使 lim
nÑ8

ż 1

0

fnpxq dx “ 0 成立.)

6. 已知 xn P

„

0,
π

2



, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 且满足
2

π

ż π{2

0

sinn xn dx “ sinn xn, 计算极限

lim
nÑ8

xn.

7. 设 f P Cr´1, 1s, 证明: lim
hÑ0`

ż 1

´1

h

h2 ` x2
fpxq dx “ πfp0q.

8. 设 f P Cr0, 1s, 计算: (1) lim
nÑ8

ż 1

0

xnfpxq dx; (2) lim
nÑ8

ż 1

0

nxnfpxq dx.

9. 设正数列 tanu 满足 lim
nÑ8

ż an

0

xn dx “ 2, 计算极限 lim
nÑ8

an.

10. 设 n P N`, In “

ż π{2

0

sin2 nt

sin t
dt, 计算极限 lim

nÑ8

In

lnn
.

10.3.1思考题

思考题举例: (1) 可积函数未必有原函数; (2) 有原函数的函数未必可积.
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10.3.3练习题

1. 计算下列各题: (1)

ˆ
ż x

0

t sin
1

t
dt

˙1

x“0

; (2)
d

dx

ż x3

x2

sin t

t
dt;

(3) lim
xÑ0

şx

0 parctan tq2 dt

x2
; (4) lim

xÑ`8

´

şx

0 et
2

dt
¯2

şx

0 e2t2 dt
.

2. 设 f P Cra, bs, 且存在常数 M,η ą 0, 使对每个 rα, βs Ă ra, bs, 恒有 @跟锦数

学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM pβ ´ αq1`η,

证明: f ” 0.

3. 设 f P Cra, bs, 且在 ra, bs 上满足不等式 fpxq ď

ż x

a

fptq dt, 证明: 在 ra, bs 上

fpxq ď 0.

4. 设函数 f P Cr0, πs, 且有

ż π

0

fptq cos t dt “

ż π

0

fptq sin t dt “ 0, 证明: f 在区

间 p0, πq 内至少有两个零点.

5. 设 f 为周期函数,且于每个有界区间上可积,证明: 变上限积分 F pxq “

ż x

0

fptq dt

可以表示为一个周期函数与一个线性函数之和.

6. 设 f P Cp´8,`8q, 且积分

ż a`T

a

fpxq dx 的值与 a 无关, 证明: f 为周期函数.

7. 设 f P Cp0,`8q, 且对任何 a, b ą 0, 积分

ż ab

a

fpxq dx 的值与 a 无关, 试求函

数 f .

8. 设 f P Rra, bs, 证明: 存在 ξ P ra, bs, 使成立

ż b

ξ

fpxq dx “

ż ξ

a

fpxq dx, 并举例

说明这样的 ξ 在 pa, bq 内不一定存在.

9. 设 f P Cra, bs,且处处大于 0,证明: 在 ra, bs上有
d

dx

„
ż x

a

fptq dt ´

ż b

x

dt

fptq



ě

2.

10. 设 aptq, bptq, cptq, dptq均为变量 t的多项式,证明:

ż x

1

aptqcptq dt

ż x

1

bptqdptq dt´
ż x

1

aptqdptq dt

ż x

1

bptqcptq dt 可被 px ´ 1q4 整除.

11. 设 f P Cp´8,`8q, gpxq “ fpxq

ż x

0

fptq dt 且单调减少, 证明: f ” 0.
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12. 设 f 在 r0,`8q 上可微, 且满足

ż x

0

tfptq dt “
x

3

ż x

0

fptq dt, 求 f .

10.4.6练习题

1. Cauchy 曾经用下面的例子说明用 Newton-Leibniz 公式时必须验证条件, 请指

出以下计算中的错误并作更正: @跟锦数学微信公众号

ż 3π{4

0

sinx

1 ` cos2 x
dx “ arctanpsecxq|3π{40 “ ´ arctan

?
2 ´

π

4
.

2. 计算下列各题: (1)

ż 2

0

|1 ´ x| dx; (2)

ż 2

´2

min

"

1

|x|
, x2

*

dx;

(3) lim
xÑ`8

?
x

ż x`1

x

dt
?
t ` cos t

; (4)

ż π
4

´
π
4

cos2 x

1 ` e´x
dx; (5)

ż π

0

ˆ
ż x

0

sin t

π ´ t
dt

˙

dx;

(6)

ż π

0

dx

a2 sin2 x ` b2 cos2 x
(ab ‰ 0).

3. 利用对称性, 计算下列各题: (1)

ż π

0

x dx

1 ` cos2 x
; (2)

ż 1

0

x

ex ` e1´x
dx;

(3)

ż 2

´2

x lnp1 ` exq dx; (4)

ż π
4

0

lnp1 ` tanxq dx; (5)

ż π
2

0

sinn x

sinn x ` cosn x
dx;

(6)

ż π

0

an sin2 x ` bn cos2 x

a2n sin2 x ` b2n cos2 x
dx.

4. 设 f P Cr0, as, a ą 0.

(1) 在 r0, as 上 fpxq ` fpa ´ xq ‰ 0, 计算 I “

ż a

0

fpxq

fpxq ` fpa ´ xq
dx; (2) 在

r0, as 上 fpxqfpa ´ xq ” 1, 计算 I “

ż a

0

dx

1 ` fpxq
.

5. 设 f 为连续函数, 证明下列等式:

(1)

ż π

0

xfpsinxq dx “
π

2

ż π

0

fpsinxq dx;

(2)

ż a

1

f

ˆ

x2
`
a2

x2

˙

dx

x
“

ż a

1

f

ˆ

x `
a2

x

˙

dx

x
;

(3)

ż 2π

0

fpa cosx ` b sinxq dx “ 2

ż π

0

f
´

a

a2 ` b2 cosx
¯

dx.

6. 设 n P N`, 计算

ż π

0

sin2n´1 x cosp2n`1qx dx 与

ż π

0

cos2n´1 x sinp2n`1qx dx.
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7. 计算 Ipm,nq “

ż 1

0

xm lnn x dx, 其中 m,n 是正整数.

8. 计算 Jpm,nq “

ż π
2

0

sinm x cosn x dx, 其中 m,n 是正整数.

9. 求 F 1p0q, 其中 F pxq “

ż x

0

cos
1

t
dt.

10. (Fejér (费耶尔) 积分) 证明:

ż π
2

0

ˆ

sinnx

sinx

˙2

dx “
nπ

2
.

11. 定义 fpxq “

ż x`π
2

x

| sin t| dt, x P p´8,`8q. (1) 证明: f 是周期为 π 的周期函

数; (2) 求 f 的最大值与最小值.

12. 设 f P Cr0, 1s, 且在 p0, 1q 上可微, 如果

ż 1

7
8

fpxq dx “
1

8
fp0q, 证明: 存在

ξ P p0, 1q, 使 f 1pξq “ 0.

10.5.2第1组参考题

1. 设 m 为正整数, 0 ă a ă b, 试从定积分的定义出发计算

ż b

a

xm dx.

2. (1) 举例: 从 |f | P Rra, bs 未必能推出 f P Rra, bs; (2) 证明: 若 f 是导函数, 则

当 |f | P Rra, bs 时, 就一定有 f P Rra, bs.

3. 设 f, g P Rra, bs, ξ 和 ξ1 是从属于分划 P 的两个不同介点集, 证明: @跟锦数学

微信公众号

lim
}P }Ñ0

n
ÿ

k“1

fpξkqgpξ
1
kq∆xk “

ż b

a

fpxqgpxq dx.

4. 设 f 在区间 I “ pa, bq 上为下凸函数, 证明: f 的两个单侧导函数 f 1
´
pxq 和

f 1
`
pxq 在 I 中的任意有界闭区域 rc, ds 上可积, 且成立 Newton-Leibniz 公式:

@跟锦数学微信公众号

fpdq ´ fpcq “

ż d

c

f 1
´
pxq dx “

ż d

c

f 1
`
pxq dx.

5. 设 f P Rra, bs, 证明: 对于每一个给定的 ε ą 0, 存在函数 g 使得

ż b

a

|fpxq ´

gpxq| dx ă ε, 其中的 g 是: (1) 阶梯函数; (2) 折线函数; (3) 连续函数; (4) 连

续可微函数.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 767 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

6. 证明积分的连续性命题: 设 f P Rra ´ δ, b ` δs, 其中 δ ą 0, 则有 @跟锦数学微

信公众号

lim
hÑ0

ż b

a

|fpx ` hq ´ fpxq| dx “ 0.

7. 设 f P Rra, bs, 证明: @ ε ą 0, D rc, ds Ă ra, bs, 使 f 在子区间 rc, ds 上的振幅

ωf rc,ds ă ε.

8. 设 f P Rra, bs, 证明: f 的连续点在 ra, bs 中稠密 (即 f 在 ra, bs 的每个子区间

pc, dq 中有连续点).

9. 设非负函数 f P Rra, bs, 求证: 积分

ż b

a

fpxq dx “ 0 的充分必要条件是 f 在所

有连续点处的值都等于 0.

10. 设 f, g P Rra, bs, 且在 ra, bs 的每个子区间中有 x 使得 fpxq “ gpxq, 证明:
ż b

a

fpxq dx “

ż b

a

gpxq dx.

11. (积分第一中值定理的一种推广) 证明: 设 f, g P Rra, bs, 其中 f 在 ra, bs 上有原

函数, g 在 ra, bs 上不变号, 则存在 ξ P pa, bq, 使得 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

fpxqgpxq dx “ fpξq

ż b

a

gpxq dx.

12. 计算以下渐近等式 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

xn´1

1 ` x
dx “

a

n
`
b

n2
` o

ˆ

1

n2

˙

pn Ñ 8q

中的待定常数 a, b.

13. 设非负严格增加函数 f 在区间 ra, bs 上连续, 有积分中值定理, 对于每个 p ą 0

存在唯一的 xp P pa, bq, 使 @跟锦数学微信公众号

fppxpq “
1

b ´ a

ż b

a

fpptq dt.

试求 lim
pÑ8

xp.

14. 设 f P Cr0,`8q, a 为实数, 且存在有限极限 @跟锦数学微信公众号

lim
xÑ8

„

fpxq ` a

ż x

0

fptq dt



.

证明; fp`8q “ 0.
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15. 设 f P Cp´8,`8q, 定义 F pxq “

ż b

a

fpx ` tq cos t dt, a ď x ď b. (1) 证明: F

在 ra, bs 上可导; (2) 计算 F 1pxq.

16. 设 n P N`, 计算积分

ż π{2

0

sinnx

sinx
dx.

17. 令 Bpm,nq “
n
ÿ

k“0

Ck
n

p´1qk

m ` k ` 1
, m,n P N`. (1) 证明 Bpm,nq “ Bpn,mq;

(2) 计算 Bpm,nq.

18. 证明: 当 m ă 2 时, lim
xÑ0`

1

xm

ż x

0

sin
1

t
dt “ 0.

19. 证明: 当 λ ă 1 时, lim
RÑ`8

Rλ

ż π{2

0

e´R sin θ dθ “ 0.

20. 设 f P C2
r0, πs, 且 fpπq “ 2,

ż π

0

rfpxq ` fpxqs sinx dx “ 5. 求 fp0q.

21. 设 f 为 r0, 1s 上的连续非负函数, 找出满足条件 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

fpxq dx “ 1,

ż 1

0

xfpxq dx “ a,

ż 1

0

x2fpxq dx “ a2

的所有 f , 其中 a 为给定实数.

22. 设 f 在 r0, 1s 上可微, 且满足条件 fp1q “ 3

ż 1{3

0

ex´1fpxq dx, 证明: 存在

ξ P p0, 1q, 使得 fpξq ` f 1pξq “ 0.

23. 设 f 为 r0, 1s 上的连续正函数, 且 f2
ptq ď 1` 2

ż t

0

fpsq ds. 证明: fptq ď 1` t.

24. 设 f P C1
r1,`8q, fp1q “ 1, 且当 x ě 1 时有 f 1pxq “

1

x2 ` f2pxq
, 证明: 存在

有限极限 fp`8q, 且 fp`8q ă 1 `
1

4
π.

(本题与 8.5.3 小节题 13 相同, 当然这里可以用积分方法做.)

25. 证明:

ż 2π

0

ˆ
ż 2π

x

sin t

t
dt

˙

dx “ 0.

10.5.2第2组参考题

1. (连续量的平均值) 设 f 为 r0,`8q 上的单调函数, 定义 f 的平均值为 F pxq “
$

&

%

fp0`q, x “ 0,
1

x

ż x

0

fptq dt, x ą 0.
证明: (1) F 在 r0,`8q 上为单调连续函数, 且与 f 具
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有相同的单调性; (2) F p`8q “ fp`8q.

2. 证明: f P Rra, bs 且

ż b

a

f “ I 的充分必要条件是存在 ra, bs 的一个分割序列

tPkukPN`, 满足条件 lim
kÑ8

}Pk} “ 0, 使得 lim
kÑ8

nk
ÿ

i“1

fpξk,iq∆xk,i “ I, 而且极限值不

依赖于介点集的选取. (本题表明在 Riemann 积分的定义中分划的任意性要求可

以降低. 例如用等距分划也是可以的.)

3. 设 f 在 ra, bs 上有界, 证明: 如果存在常数 I, 是对每个 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 对

ra, bs的任意分划 P “ tx0, x1, ¨ ¨ ¨ , xnu,只要 }P } ă δ,就有

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpxiq∆xi ´ I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă

ε, 则 f P Rra, bs 且

ż b

a

f “ I.

(不引入介点集来定义的积分在历史上称为 Cauchy 积分. 本题表明对于有界函

数来说, Cauchy 积分与 Riemann 积分一致.)

4. (Riemann 定理) 设 f P Rra, bs, g 以 T 为周期且在 r0, T s 上可积, 证明: @跟

锦数学微信公众号

lim
pÑ`8

ż b

a

fpxqgppxq dx “
1

T

ż T

0

gpxq dx ¨

ż b

a

fpxq dx.

5. 设 f 是一个 n 次多项式, 且满足条件

ż 1

0

xkfpxq dx “ 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 证明:

ż 1

0

f2
pxq dx “ pn ` 1q2

ˆ
ż 1

0

fpxq dx

˙2

.

6. 计算下列积分: (1)

ż π
2

0

cosn x cosnx dx; (2)

ż π
2

0

cosn x sinnx dx.

7. 证明: lim
nÑ8

ż 1

0

cosn
1

x
dx “ 0.

8. 1996 年发下来计算圆周率的全新算法, 它可以计算圆周率在任意指定位数上的数

字, 而不必求出这一位之前的每一位数字. 这种算法的基础是关于圆周率的新公

式. 它涉及一个积分的两种计算方法. 下面的问题就是其中的前一半. 其余部分见

下册的例题 16.2.6. 证明:

ż 1?
2

0

4
?

2 ´ 8x3 ´ 4
?

2x4 ´ 8x5

1 ´ x8
dx “ π.
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第11章积分学的应用

11.1.4练习题

由于在习题集 [27] 及其学习指引 [59]) 和各种教科书中都有许多集合计算题可用,

因此本节只收入少量练习题作为补充.

1. 设椭圆方程为 Ax2
` 2Bxy ` Cy2

“ 1, 其中 A ą 0,∆ “ AC ´B2
ą 0. 设试

用例题 11.1.1 中的第三种方法(即公式 (11.1)) 证明: 由该椭圆围成的面积等于
π
?

∆
.

2. 试以公式 (11.1) 为出发点, 推导极坐标下的扇形面积计算公式 (11.2).

3. 已知三个半径为 r 的圆, 其中每个圆的圆周都通过另外两个圆的圆心, 求三个圆

公共部分的面积. (本题有不用微积分的初等解法.)

4. 周长一定的等腰三角形, 腰与底的比例为多少时, 它绕底边旋转所得的旋转体体积

最大?

5. 半轴长为 a和 b的一个椭圆在曲线 y “ c sin
x

a
上进行无滑动地地滚动,问 a, b, c

之间的关系怎样时, 椭圆在曲线上滚动了曲线的一个周期时, 它正好转了一周?

6. 在单位圆周上任意取一段位于第一象限且长度为 s 的弧, 设位于该弧下方、x 轴

上方的曲边梯形的面积为 A, 而位于该弧左侧、y 轴右侧的曲边梯形的面积为 B.

证明: A `B 只依赖于弧的长度 s, 而与弧的位置无关.

7. 试求抛物线 y2
“ 2x 与其过焦点的弦所围成的图形面积的最小值.

8. 至少用两种方法计算下列三个圆的公共部分的面积: x2
` y2

ď 4, px´ 2q2 ` y2
ď

4, x2
` py ´ 2q2 ď 4.

9. 求椭圆柱
x2

16
`
y2

100
ď 1 夹在平面 z “ 0, y “ 2z 之间部分的体积.

10. 求圆柱面 x2
` y2

“ a2 与 x2
` z2

“ a2 所围立体区域的体积.

(这个立体区域在中国古代数学史上称为牟合方盖, 它是刘徽在研究球体积计算问

题中提出来的, 见 [35]. 在这之前, Archimedes 在其著作《方法》的命题 15 中

已经给出了这个立体区域的体积计算 (参见 [60] 的 192 页).)
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11.2.5练习题

1. 设 f 在 ra, bs 上单调增加, 证明: 对每个 c P pa, bq, 函数 F pxq “

ż x

c

fptq dt 为

ra, bs 上的下凸函数.

2. 设 f 在 r0,`8q 上是下凸函数, 证明: 函数 F pxq “
1

x

ż x

0

fptq dt 是 p0,`8q 上

的下凸函数.

3. 设 f 于 r0, 1s 上为非负的上凸函数, 证明:

ż 1

0

2fpxq dx ě max
xPr0,1s

tfpxqu.

4. 设 f 在 ra, bs 上为上凸可微函数, fpaq “ fpbq “ 0, f 1paq “ α ą 0, f 1pbq “ β ă

0. 证明: 0 ď

ż b

a

fpxq dx ď
1

2
αβ ¨

pb ´ aq2

β ´ α
.

5. 设 f P C1
r0, 2s, fp0q “ fp2q “ 1, |f 1pxq| ď 1. 证明:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2

0

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 1.

6. 已知函数 f P Cra, bs, 且 fpxq 处处大于 0, 证明:

ż b

a

fpxq dx ¨

ż b

a

1

fpxq
dx ě

pb ´ aq2.

7. 已知非负函数 f P Rra, bs,

ż b

a

fpxq dx “ 1, k 为实数, 证明: @跟锦数学微信公

众号
ˆ
ż b

a

fpxq cos kx dx

˙2

`

ˆ
ż b

a

fpxq sin kx dx

˙2

ď 1.

8. 设 f P C1
ra, bs 且 fpaq “ 0, 证明比例题 11.2.3 更强的不等式: @跟锦数学微信

公众号
ż b

a

f2
pxq dx ď

pb ´ aq2

2

ż b

a

rf 1pxqs2 dx ´
1

2

ż b

a

rf 1pxqs2px ´ aq2 dx.

9. 设 f 在 r0, 1s 上可微且当 x P p0, 1q 时, 0 ď f 1pxq ď 1, fp0q “ 0. 证明: @跟锦

数学微信公众号
ˆ
ż 1

0

fpxq dx

˙2

ě

ż 1

0

f3
pxq dx,

且仅当 fpxq ” 0 或 fpxq “ x 时成立等号.

10. (1) 试用 Young 不等式证明: 当 a, b ě 1 时成立 ab ď ea´1
` b ln b; (2) 设

函数 f P Rra, bs, 试用 Minkowski 不等式证明下面两个不等式不能同时成立:
ż π

0

|fpxq ´ sinx|2 dx ď
3

4
和

ż π

0

|fpxq ´ cosx|2 dx ď
3

4
.
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11.3.3练习题

1. 证明: (1)

ż

?
2π

0

sinx2 dx ą 0; (2)
1

20 3
?

2
ă

ż 1

0

x10

3
?

1 ` x6
dx ă

1

20
;

(3)

ż π
2

0

x

ˆ

sinnx

sinx

˙4

dx ă
n2π2

4
; (4) 0 ă

π

2
´

ż π
2

0

sinx

x
dx ă

π3

144
;

(5) 0.005 ă

ż 100

0

e´x

x ` 100
dx ă 0.01; (6)

2

9
π2
ă

ż π
2

π
6

2x

sinx
dx ă

1

3
π2.

2. 设 f 在 r0, as pa ą 0q 上有可积的导函数, 证明: |fp0q| ď
1

a

ż a

0

|fpxq| dx `
ż a

0

|f 1pxq| dx.

3. 设 f 在 r0, 1s 上有可积的导函数, 证明: @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

|fpxq| dx ď max

"
ż 1

0

|f 1pxq| dx,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

*

.

4. 设函数 f 在 ra, bs 上可微, |f 1pxq| ď M , 且

ż b

a

fpxq dx “ 0. 对于函数 F pxq “
ż x

a

fptq dt. (1) 证明: |F pxq| ď
M pb ´ aq2

8
; (2) 在增加条件 fpaq “ fpbq “ 0

时证明: |F pxq| ď
M pb ´ aq2

16
.

5. 证明: 对每个正整数 n, 成立
2

3
n
?
n ă 1 `

?
2 ` ¨ ¨ ¨ `

?
n ă

4n ` 3

6

?
n.

6. 设 f 在 ra, bs 上可微, fpaq “ fpbq “ 0, |f 1pxq| ď M , 证明:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

M

4
pb ´ aq2.

7. 设 f 在 ra, bs 上二阶可微, fpaq “ fpbq “ 0, |fpxq| ďM , 证明:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

M

12
pb ´ aq3.

8. (矩形公式) 设 f P C2
ra, bs, 证明: 存在 ξ P pa, bq, 使成立 @跟锦数学微信公众

号
ż b

a

f ´ pb ´ aqf

ˆ

a ` b

2

˙

“
fpξqpb ´ aq3

24
.
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9. 设 f 在 r´1, 1s 上可微, 且有 a P p0, 1q, 使得

ż a

´a

fpxq dx “ 0, 证明: @跟锦数

学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

´1

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM p1 ´ a2
q.

10. 设 f 于 r0, 1s 上可微, |f 1pxq| ďM , 证明:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M

2n
.

11. 设 f 在区间 r0, 1s 上可微, 且 f 1 P Rr0, 1s, 对正整数 n 定义 An “

ż 1

0

fpxq dx´

1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

, 证明: lim
nÑ8

nAn “
1

2
pfp0q ´ fp1qq.

12. 设 f 在区间 r0, 1s 上二阶可微, 且 f P Rr0, 1s, 对正整数 n 定义 Bn “
ż 1

0

fpxq dx ´
1

n

n
ÿ

i“1

f

ˆ

2i ´ 1

2n

˙

. 证明: lim
nÑ8

n2Bn “
1

24
rf 1p1q ´ f 1p0qs.

11.4.5练习题

1. 求下列极限: (1) lim
nÑ8

n

ˆ

1

n2 ` 12
`

1

n2 ` 22
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n2

˙

;

(2) lim
nÑ8

«

1
?
n2
`

1
a

npn ` 1q
` ¨ ¨ ¨ `

1
a

np2n ´ 1q

ff

;

(3) lim
nÑ8

r1a ` 3a ` p2n ` 1qasb`1

r2b ` 4b ` ¨ ¨ ¨ ` p2nqbs
a`1 ,其中 a, b ‰ ´1; (4) lim

nÑ8

n´1
ź

k“0

ˆ

2 ` cos
kπ

n

˙
π
n

;

(5) lim
nÑ8

1

n
n
a

npn ` 1q ¨ ¨ ¨ p2n ´ 1q; (6) lim
nÑ8

1

n2

n
ÿ

k“1

a

pnx ` kqpnx ` k ´ 1q px ą

0q.

(题 (4) 可利用第十一章第二组参考题 2 中的 Poisson 积分, 题 (6) 可利用第十

章第一组参考题 3.)

2. 证明对于区间

ˆ

2

3
, 1

˙

中的数A,存在N 使 n ą N 时,成立
?

1`
?

2`¨ ¨ ¨`
?
n ă

An
3
2 , 并与 11.3.3 小节的题 5 在方法和结果上进行比较.

3. 设 fpxq P Cr0, 1s, fpxq 处处大于 0, 求极限 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n

d

f

ˆ

1

n

˙

f

ˆ

2

n

˙

¨ ¨ ¨ f

ˆ

n ´ 1

n

˙

fp1q.
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由此导出算术平均值-几何平均值的积分形式, 并与 11.2.1 小节的不等式 (11.10)

作比较.

4. 设 An “
1

n ` 1
`

1

n ` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n
, 求 lim

nÑ8
npln 2 ´Anq.

5. 设 Bn “
2

2n ` 1
`

2

2n ` 3
` ¨ ¨ ¨ `

2

4n ´ 1
, 求 lim

nÑ8
n2
pln 2 ´Bnq.

6. 求 lim
nÑ8

?
n

ż 1

´1

p1 ´ x2
q
n dx.

7. 试从 Stirling 公式 (命题 11.4.2) 的证明中推导出 n! “
?

2πn

ˆ

n

e

˙n

e
θn
4n , 其中

0 ă θn ă 1. (在第十一章第二组参考题 15 中有更好的结果, 但需要比 (11.34)

更强的不等式.)

8. 试写出 p2nq!!, p2n ´ 1q!! 和 Cn
2n 的渐近公式.

9. 利用 Sitrling 公式计算下列极限: (1) lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n

˙n2

¨
n!

nn
?
n

;

(2) lim
nÑ8

p´1qn

˜

´
1
2

n

¸

?
n.

10. 证明: lim
nÑ8

?
n

n
ź

k“1

e1´ 1
k

`

1 ` 1
k

˘k
“

?
2π

e1`γ
, 其中 γ 为 Euler 常数.

11.5.2第1组参考题

1. 设 f P C1
r0, 1s, 且 fp0q “ 0, fp1q “ 1, 证明:

ż 1

0

|fpxq ´ f 1pxq| dx ě
1

e
.

2. 设 a ą 0, 证明:

ż π

0

xasinx dx ¨

ż π
2

0

a´ cosx dx ě
π3

4
.

3. (Tchebycheff (切比雪夫) 不等式) (1) 设 F P Cra, bs, 处处大于 0, 且单调减少,

证明: @跟锦数学微信公众号
ż b

a

F pxq dx ¨

ż b

a

xF 2
pxq dx ď

ż b

a

F 2
pxq dx ¨

ż b

a

xF pxq dx;

(2) 设 f, g 在区间 ra, bs 上可积, 且对任何 x ă y 具有性质 pfpxq´fpyqqpgpxq´

gpyqq ě 0, 又设 p P Rra, bs, 且处处大于 0, 证明: @跟锦数学微信公众号
ż b

a

ppxqfpxq dx ¨

ż b

a

ppxqgpxq dx ď

ż b

a

ppxq dx ¨

ż b

a

ppxqfpxqgpxq dx.
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4. 设 f 在 r0, 1s 上连续, 且 0 ď f ă 1, 证明:

ż 1

0

fpxq

1 ´ fpxq
dx ě

ş1

0 fpxq dx

1 ´
ş1

0 fpxq dx
.

5. 证明不等式:

ż 1

0

cosx
?

1 ´ x2
dx ě

ż 1

0

sinx
?

1 ´ x2
dx.

6. 设 f p2nq P Cra, bs, 且 f pkqpaq “ f pkqpbq “ 0, k “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1. 证明: @跟

锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
pn!q2pb ´ aq2n`1

p2nq!p2n ` 1q!
max
xPra,bs

!

|f p2nqpxq|
)

.

7. 设函数 f, g P Cra, bs, 且 fpxq ı 0, gpxq 处处大于 0. 记 @跟锦数学微信公众号

dn “

ż b

a

|fpxq|ngpxq dx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

试证: 数列

"

dn`1

dn

*

收敛, 并求出其极限.

8. 计算 lim
nÑ8

«

sin π
n

n ` 1
`

sin 2π
n

n ` 1
2

` ¨ ¨ ¨ `
sinπ

n ` 1
n

ff

.

9. 对任意实数 a, 证明: lim
nÑ8

n`1
ź

k“1

cos

˜?
2k ´ 1

n
a2

¸

“ e´
a4

2 .

10. 设 f 是 r1,8q 上的非负单调减少函数, 令 an “
n
ÿ

k“1

fpkq ´

ż n

1

fpxq dx, n P N`.

试证: 数列 tanu收敛. (这是面积原理的一个简单情况 (参见 [26]). 取 fpxq “
1

x
,

就得到关于 Euler 常数的命题 2.5.6; 取 fpxq “
1
?
x

, 就是第二章第一组参考题

14.)

11. 计算积分

ż 1

0

sinx2 dx, 使得误差不超过 0.001.

12. 证明: 函数 F pxq “

ż x

0

sin
1

t
dt 在区间 p0, 1s 上有无穷多个零点.

13. 设 f 在 ra, bs 上可导, f 1 单调增加且有 f 1pxq ě m ą 0, 证明: @跟锦数学微信

公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

cos fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

m
.
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14. 设 f 在 ra, bs 上连续可微, 且满足 f 1pxq ě m ą 0, |fpxq| ď π, 证明:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sin fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

m
.

15. 对 n P N`, 定义 Sn “ 1 `
n ´ 1

n ` 2
`
n ´ 1

n ` 2
¨
n ´ 2

n ` 3
` ¨ ¨ ¨ `

n ´ 1

n ` 2
¨
n ´ 2

n ` 3
¨ ¨ ¨

1

2n
,

证明: lim
nÑ8

Sn
?
n
“

?
π

2
.

11.5.2第2组参考题

1. 曲线 K 的极坐标方程为 ρ “ ρpθq, 0 ď θ ď π, ρ P Cr0, πs, 且已知 K 上任何两

点之间的距离不超过 1, 证明: 由曲线 K 与射线 θ “ 0, θ “ π 围成的扇形面积

S “
1

2

ż π

0

ρ2
pθq dθ ď

π

4
. (由此可见, 直径不超过 1 的图形面积最多为

π

4
.)

2. 设 f P Cra, bs, 且处处大于 0. 记 fk,n “ fpa ` khnq, hn “
b ´ a

n
, k “

1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

n
a

f1nf2n ¨ ¨ ¨ fnn “ exp

„

1

b ´ a

ż b

a

ln fpxq dx



,

并用于证明 (Poisson 积分):
1

2π

ż 2π

0

lnp1 ´ 2r cosx ` r2
q dx “ 2 ln r, 其中

r ą 1.

3. 设 f P Cr0, 1s,

ż 1

0

x2fpxq dx “ 1. (1) 证明: max
0ďxď1

t|fpxq|u ě 3; (2) 又知
ż 1

0

xfpxq dx “ 0, 证明: max
0ďxď1

t|fpxq|u ą 10.2.

4. 设 f P Cr0, 1s, 如果对某个正整数 n ą 1, 成立 @跟锦数学微信公众号
ż 1

0

fpxq dx “

ż 1

0

xfpxq dx “ ¨ ¨ ¨ “

ż 1

0

xn´1fpxq dx “ 0,

ż 1

0

xnfpxq dx “ 1,

求证: M “ max
0ďxď1

t|fpxq|u ě 2npn ` 1q.

5. 求出使不等式 c1 ď

ż b

a

sinx

x
dx ď c2 成立的最佳常数 c1, c2, 对其中的积分限分

两种情况讨论: (1) 0 ď a ă b; (2) a ă b.

6. 在命题 11.2.3 (即 Young 不等式) 中的可微条件可以去掉, 此外还可以得到另一

个方向的不等式. 设 f P Cr0,`8q, 严格单调增加, 且 fp0q “ 0, 及其反函数

为 gpyq. 对 a, b ą 0, 证明下列不等式并解释其几何意义: ab ď

ż a

0

fpxq dx `
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ż b

0

gpyq dy ď bgpbq`agpaq´fpaqgpbq,其中等号成立的充分必要条件是 b “ fpaq

(即 a “ gpb).

7. 设 f P Cpa, bq,证明: (1)若对任何 a ă x1 ă x2 ă b成立不等式 f

ˆ

x1 ` x2

2

˙

ď

1

x2 ´ x1

ż x2

x1

fpxq dx, 则 f 为下凸函数; (2)若对任何 a ă x1 ă x2 ă b成立不等

式
1

x2 ´ x1

ż x2

x1

fpxq dx ď
fpx1q ` fpx2q

2
, 则 f 为下凸函数; (3) 若以上两个不

到那个是中的任何一个始终成立等号, 则 f 只能是线性函数. (因此 Hadamard

不等式 (11.7) 中的每个不等式都是 f 下凸的充分必要条件.)

8. 设 f P C1
r0, as, fp0q “ 0.

(1)证明:

ż a

0

|fpxqf 1pxq| dx ď
a

2

ż a

0

|f 1pxq|2 dx,且其中成立等号当且仅当 fpxq “

cx;

(2) (Opial 不等式) 增加条件 fpaq “ 0, f 在 p0, aq 上大于 0, 证明: @跟锦数学

微信公众号
ż a

0

|fpxqf 1pxq| dx ď
a

4

ż a

0

|f 1pxq|2 dx.

9. (Bellman-Gronwall 不等式) 设当 x ě 0 时 fpxq, gpxq 为非负连续函数, 且有

fpxq ď A `

ż x

0

fptqgptq dt, 其中 A ą 0, 证明: 当 x ě 0 时, @跟锦数学微信公

众号

fpxq ď A exp

ˆ
ż x

0

gptq dt

˙

.

10. 设 f P C2
r0, 1s, fp0q “ fp1q “ 0, f 在 p0, 1q 中无零点, 证明:

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 2pxq

fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ą

4, 且其中 4 是最佳下界.

11. 设 f 在 r0, 1s 上可积, 且有 0 ă m ď fpxq ďM , 则有 @跟锦数学微信公众号

ż 1

0

fpxq dx ¨

ż 1

0

1

fpxq
dx ď

pm `M q2

4mM
.

(这是 Cauchy-Schwarz 不等式的反向不等式, 也称为 Kantorovich (康托罗维

奇) 不等式.)

12. 设非常值函数 f 在区间 ra, bs 上可微, 且 fpaq “ fpbq “ 0, 证明: 在 ra, bs 内至

少存在一点 ξ, 使 |f 1pξq| ą
4

pb ´ aq2

ż b

a

|fpxq| dx.
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13. 设 f P C2
r0, 1s, fp0q “ fp1q “ f 1p0q “ 1, f 1p1q “ 1, 证明:

ż 1

0

rfpxqs2 dx ě 4,

且其中等号车里当且仅当 fpxq “ x3
´ x2.

14. 设函数 f 在区间 ra, bs 上处处大于 0, 且对于 L ą 0 满足 Lipschitz 条件

|fpx1q ´ fpx2q| ď L|x1 ´ x2|, 又已知对于 a ď c ď d ď b 有 @跟锦数学微信公

众号
ż d

c

dx

fpxq
“ α,

ż b

a

dx

fpxq
“ β,

证明以下积分不等式:

ż b

a

fpxq dx ď
e2Lβ ´ 1

2Lα

ż d

c

fpxq dx.

15. 先用微分学或其他方法证明: 当 0 ă x ă 1 时, 成立不等式 @跟锦数学微信公众

号

0 ă
1

2
ln

1 ` x

1 ´ x
´ x ă

x3

3p1 ´ x2q
,

并用 x “
1

2n ` 1
代入, 得到比 (11.34) 更强的不等式. 然后证明比 (11.32) 更

为精细的 Stirling 公式, 也就是一般性公式 (11.31) 中 m “ 0 的情况: @跟锦数

学微信公众号

lnn! “ ln
?

2π `

ˆ

n `
1

2

˙

lnn ´ n `
θn

12n
,

或者其等价形式: n! “
?

2πn

ˆ

n

e

˙n

e
θn
12n , 其中 0 ă θn ă 1.

第12章广义积分

12.1.3练习题

1. 设 f 在 r0,`8q 上非负连续, 且积分

ż `8

0

fpxq dx “ 0, 证明: f ” 0.

2. 如果广义积分

ż b

a

f2 收敛, 则称 f 在 ra, bs 上平方可积, 分无穷限积分与无界积

分两种情况讨论广义积分的平方可积性与绝对可积性之间的关系.

3. 设 f P Cr0, 1s, fp0`q “ `8, 定义函数 @跟锦数学微信公众号

fnpxq “ min tfpxq, nu , 0 ă x ď 1, n P N`.

证明: 广义积分

ż 1

0

f 收敛的充分必要条件是存在有限极限 lim
nÑ8

ż 1

0

fnpxq dx.
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4. 设 f 在 p´8,`8q 上内闭可积,

ż `8

´8

f2 收敛, 证明: 对任何实数 a, 下列广义积

分也收敛:

ż `8

´8

|fpxqfpx ` aq| dx.

5. 设 f 在 p´8,`8q 上内闭可积, 并且 lim
xÑ`8

fpxq “ A, lim
xÑ´8

fpxq “ B 都存在且

有限. 证明: 对任意实数 a, 广义积分

ż `8

´8

rfpx ` aq ´ fpxqs dx 收敛, 并求它的

值.

6. 找出以下广义积分计算中的错误, 说明理由, 并计算其主值. 在积分

ż 1
2

´
1
2

dx

x
?

1 ´ x2

中, 又由被积函数是奇函数, 积分区间关于原点对称, 从而所求积分为 0.

12.2.3练习题

1. 讨论下列广义积分的敛散性, 若是收敛, 还要讨论是条件收敛还是绝对收敛:

(1)

ż `8

0

x sin4 x dx; (2)

ż `8

3

ln lnx

lnx
sinx dx; (3)

ż `8

0

1

x
ecosx sinpsinxq dx;

(4)

ż `8

1

ln
x2

x2 ´ 1
dx; (5)

ż `8

1

ln

ˆ

cos
1

x
` sin

1

x

˙

dx; (6)

ż 1

0

1

x
ln

1 ` x

1 ´ x
dx;

(7)

ż `8

0

«

1
?
x
´

d

ln

ˆ

1 `
1

x

˙

ff

dx; (8)

ż `8

0

sinx
?
x ` cosx

dx.

2. 对于以下含参数的广义积分, 确定出使积分绝对收敛、条件收敛和发散的参数范

围:

(1)

ż π
2

0

dx

sinp x cosq x
; (2)

ż `8

0

cosx

1 ` xp
dx (p ą 0); (3)

ż `8

0

sinx

x
| lnx|p dx;

(4)

ż `8

0

lnp1 ` xq

xp
dx; (5)

ż `8

0

sinx2

1 ` xp
dx (p ě 0); (6)

ż `8

0

xp sinx

1 ` xq
dx;

(7)

ż `8

0

esinx sin 2x

xp
dx; (8)

ż `8

e

dx

px ´ eqppln lnxqq
.

3. 设 a1, ¨ ¨ ¨ , an 为互不相同的实数, p1, ¨ ¨ ¨ , pn ą 0, 讨论广义积分 @跟锦数学微

信公众号
ż `8

´8

dx

|x ´ a1|
p1|x ´ a2|

p2 ¨ ¨ ¨ |x ´ an|pn

的敛散性.

4. 讨论广义积分

ż `8

0

„

ln

ˆ

1 `
1

x

˙

´
1

1 ` x



dx 的敛散性.
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5. 判别广义积分

ż `8

0

x dx

1 ` x4 sin2 x
的敛散性.

6. 求函数 F pxq “

ż `8

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t2 ´
1

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

dt 的定义域.

7. 设 f 1 P Cr0, 1s 且 f 1pxq 处处大于 0, 证明: 广义积分

ż 1

0

fpxq ´ fp0q

xp
dx 在

p ă 2 时收敛, p ě 2 时发散.

8. 设

ż `8

a

f 为条件收敛, 证明:

(1) 广义积分

ż `8

a

p|f | ˘ fq 发散; (2) lim
xÑ`8

şx

ap|f | ` fq
şx

ap|f | ´ fq
“ 1.

9. 设 f P C1
ra,`8q 单调, 且 fp`8q “ 0, 证明:

ż `8

a

f 1pxq sin2 x dx 收敛.

10. 设 f, g P Cra,`8q, f 1pxq 非负, fp`8q “ 0, 且 gpxq 在 ra,`8q 上有界, 证明:
ż `8

a

fpxqg1pxq dx 收敛.

12.3.3练习题

1. 根据例题 12.3.1 的注, (1) 写出命题 10.4.5 在广义积分情况的推广, 并作出证明;

(2) 推广该例题, 也就是说当 f 在区间 r0,`8q 上满足什么条件时, 可以利用类似

的方法, 或命题 10.4.5 的推广形式, 证明 f 在这个区间上的广义积分等于 0.

2. 计算下列广义积分:

(1)

ż `8

0

e´x| sinx| dx; (2)

ż `8

1

dx

ex`1 ` e3´x
; (3)

ż b

a

dx
a

px ´ aqpb ´ xq
;

(4)

ż `8

0

dx

p1 ` x2qn
(n P N`); (5)

ż 1

0

xn
ˆ

ln
1

x

˙m

dx (n,m P N`);

(6)

ż `8

0

sin
`

x ´ 1
x

˘

x
dx; (7)

ż `8

0

lnx

px2 ` 1qpx2 ` 4q
dx; (8)

ż 1

´1

d

dx

ˆ

1

1 ` 2
1
x

˙

dx.

3. 利用 Euler 积分 (例题 12.3.4) 计算下列积分:

(1)

ż π
2

0

ln tanx dx; (2)

ż 1

0

lnx
?

1 ´ x2
dx; (3)

ż 1

0

arcsinx

x
dx; (4)

ż π
2

0

x cotx dx;

(5)

ż π

0

x ln sinx dx; (6)

ż π

0

x sinx

1 ´ cosx
dx; (7)

ż `8

0

x
?

e2x ´ 1
dx;

(8)

ż π
2

0

ln | sin2 x ´ a2
| dx (a2

ď 1).
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4. 利用 Froullani 积分 (例题 12.3.5 及其注) 计算下列积分 pa, b ą 0q:

(1)

ż `8

0

arctan ax ´ arctan bx

x
dx; (2)

ż `8

0

e´ax ´ e´bx

x
dx;

(3)

ż `8

0

cos ax ´ cos bx

x
dx; (4)

ż `8

0

sin ax sin bx

x
dx; (5)

ż 1

0

xa´1 ´ xb´1

lnx
dx;

(6)

ż `8

0

b sin ax ´ a sin bx

x2
dx.

5. 利用 Dirichlet 积分 (例题 12.3.6) 计算下列积分:

(1)

ż `8

0

sin2 x

x2
dx; (2)

ż `8

0

sin4 x

x2
dx; (3)

ż `8

0

sin4 x

x4
dx; (4)

ż `8

0

x ´ sinx

x3
dx;

(5)

ż `8

´8

sinx

xpx ´ πq
dx; (6)

ż `8

0

sinx2

x
dx.

6. 利用概率积分 (例题 12.3.7) 计算下列积分:

(1)

ż `8

0

e´x
2

`

x2 `
1
2

˘2 dx; (2)

ż `8

0

e´ax
2´

b2

x2 dx.

7. 设 a, b ą 0,广义积分

ż `8

0

f

ˆ

ax `
b

x

˙

dx收敛,证明:

ż `8

0

f

ˆ

ax `
b

x

˙

dx “

1

a

ż `8

0

f
´

a

t2 ` 4ab
¯

dt.

12.4.2练习题

1. 设 f 于 ra,`8q 上可导, f 1 内闭可积, 且广义积分

ż `8

a

fpxq dx 和

ż `8

a

f 1pxq dx

都收敛, 证明: lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

2. 设函数 fpxq 在 ra,`8q 上有有界的导函数且无穷限积分

ż `8

a

fpxq dx 收敛, 证

明: lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

3. 举例说明例题 12.4.2 之逆不成立, 也就是说, 当函数 f 在 ra,`8q 上单调, 且满

足条件 lim
xÑ`8

xfpxq “ 0 时, 广义积分

ż `8

a

fpxq dx 仍可能发散.

4. 若

ż `8

a

fpxq dx 收敛, 且 xfpxq 单调, 证明: lim
xÑ`8

xfpxq lnx “ 0.

5. 设函数 f 在 ra,`8q 上可微且无穷限积分

ż `8

0

fpxq dx 收敛, 证明: 存在数列

txnu, 使 lim
nÑ8

xn “ `8, lim
nÑ8

f 1pxnq “ 0.
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6. (1) 设 f P Cra,`8q, 且

ż `8

a

|fpxq| dx 收敛. 证明: 存在数列 txnu Ă ra,`8q,

满足条件 lim
nÑ8

xn “ `8, lim
nÑ8

xnfpxnq “ 0;

(2) 证明在 f P Cra,`8q, 且 f 在 ra,`8q 上的广义积分为条件收敛时有与 (1)

相同的结论.

(3) 问: 在 f 不满足连续条件时结论是否成立? 根据 f 在 ra,`8q 上的广义积分

为绝对收敛和条件收敛分别讨论.

12.5.2第1组参考题

1. 证明: 对于任何实数 α, 成立恒等式

ż `8

0

dx

p1 ` x2qp1 ` xαq
“

ż `8

1

dx

1 ` x2
“
π

4
,

并计算以下积分: (1)

ż `8

0

dx

p1 ` x2qp1 ` x6q
; (2)

ż π
2

0

dx

1 ` tan100 x
.

2. 证明 (或改进) 对以下广义积分的估计:

(1)
1

29
ă

ż `8

1

x30 ` 1

x60 ` 1
dx ă

1

29
`

1

59
; (2)

π

10
ă

ż 2

0

dx

p4 `
?

sinxq
?

4 ´ x2
ă
π

8
;

(3)
1

30
ă

ż `8

2

?
x3 ´ x2 ` 3

x5 ` x2 ` 1
dx ă

?
2

20
; (4) 0.0099 ă

ż `8

0

e´x

x ` 100
dx ă 0.01.

3. 设 f 在 p´8,`8q 上内闭可积, p ě 1, 且 |f |p 在 p´8,`8q 上可积, 证明: @跟

锦数学微信公众号

lim
hÑ0

ż `8

´8

|fpx ` hq ´ fpxq|p dx “ 0.

4. 设 f, g 在 p´8,`8q 上内闭可积, p ą 1, 且 |f |p, |g|
p
p´1 在 p´8,`8q 上可积,

证明: 函数 Iptq “

ż `8

´8

fpx ` tqgpxq dx 在 p´8,`8q 上连续.

5. 设 f P C1
ra,`8q, 单调减少, 且 fp`8q “ 0, 证明: 广义积分

ż `8

a

fpxq dx 收

敛的充分必要条件是

ż `8

a

xf 1pxq dx 收敛.

6. 设 f 在 ra,`8q 上为内闭可积的正函数, 且有 lim
xÑ`8

ln fpxq

lnx
“ p, 则当 ´8 ď

p ă ´1 时, 积分

ż `8

a

fpxq dx 收敛, 而当 ´1 ă p ď `8 时, 积分

ż `8

a

fpxq dx

发散.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 783 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

7. 证明:

ż `8

1

ˆ

1

rxs
´

1

x

˙

dx “ γ, 其中 γ 是 Euler 常数 (见 2.5.3 小节).

8. 判别广义积分

ż `8

0

«

ˆ

1 ´
sinx

x

˙´
1
3

´ 1

ff

dx 的收敛性与绝对收敛性.

9. 讨论以下带有参数的广义积分的敛散性, 确定使得积分绝对收敛、条件收敛和发

散的参数范围:

(1)

ż `8

0

xp

1 ` xq| sinx|r
dx (p, q, r ą 0); (2)

ż `8

1

sinx cos 1
x

xp
dx.

10. 设 f 在 ra,`8q 上单调有界, 广义积分

ż `8

a

fpxq sin px dx 在 p ą 0 时收敛, 证

明: lim
pÑ`8

ż `8

a

fpxq sin px dx “ 0.

11. 设 f P Cr0,`8q, 广义积分

ż `8

a

ϕpxq dx 绝对可积, 证明: @跟锦数学微信公众

号

lim
nÑ8

ż

?
n

0

f

ˆ

x

n

˙

ϕpxq dx “ fp0q

ż `8

0

ϕpxq dx.

12. 设 f 在 p´8,`8q 上绝对可积, 证明:

(1) lim
nÑ8

ż `8

´8

fpxq sinnx dx “ 0; (2) lim
nÑ8

ż `8

´8

fpxq| sinnx| dx “
2

π

ż `8

´8

fpxq dx.

13. 在常义积分的第二中值定理的基础上, 证明广义积分第二中值定理: 设广义积分
ż b

a

gpxq dx 收敛 (奇点为 a 或 b, 或者 a 和 b 都是奇点), 如果 f 在 pa, bq 上单调

有界,则存在 ξ P ra, bs,使

ż b

a

fpxqgpxq dx “ fpa`q

ż ξ

a

gpxq dx`fpb´q

ż b

ξ

gpxq dx.

14. 设广义积分

ż `8

1

fpxq dx收敛. 证明: 存在 ξ P p1,`8q,使得

ż `8

1

x´1fpxq dx “
ż ξ

1

fpxq dx.

15. 设 a ą 0, f 在 ra,`8q 上平方可积, 证明: 积分

ż `8

a

fpxq

x
dx 收敛.

16. 在 x ą 0 时定义特殊函数 Γ pxq “

ż `8

0

tx´1e´t dt, 证明: (1) Γ pxq ă `8, @ x ą

0; (2) Γ px ` 1q “ xΓ pxq; (3) Γ p1q “ 1, Γ pn ` 1q “ n!, @ n P N`; (4)

Γ

ˆ

1

2

˙

“
?
π. (从 (3) 可见 Γ pxq 是阶乘 n! 的连续化. 这在一定条件下是唯一

的, 见下册 §23.3 对 Γ pxq 的介绍和命题 23.3.1, 或参见 [14,55].)
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12.5.2第2组参考题

1. 先证明不等式 (12.8), 然后由

ż 1

0

p1 ´ x2
q
n dx ď

ż `8

0

e´nx
2

dx ď

ż `8

0

dx

p1 ` x2qn

出发, 用夹逼方法计算概率积分.

2. (Gordon 不等式) 证明: 函数 fpxq “ e
x2

2

ż 8

x

e´
t2

2 dt 在 x ą 0 时严格单调减少,

且成立
x

x2 ` 1
ă fpxq ă

1

x
.

3. 设 f P Cr0,`8q 且平方可积, 令 gpxq “

ż x

0

fptq dt, 证明:
gpxq

x
在 r0,`8q 上

平方可积, 且成立

ż `8

0

g2pxq

x2
dx ď 4

ż `8

0

f2
pxq dx.

4. 设 f 在 r0,`8q 上二阶可微, f 和 f 在这个区间上均平方可积, 证明: f 1 在这个

区间上也平方可积.

5. 设 f P C1
r0,`8q, 且 xfpxq 和 f 1pxq 在这个区间上均平方可积, 证明: (1) f 也

在这个区间上平方可积; (2) 成立不等式 @跟锦数学微信公众号

ż `8

0

f2
pxq dx ď 2

ˆ
ż `8

0

x2f2
pxq dx

ż `8

0

pf 1pxqq2 dx

˙

1
2

;

(3) 在上述不等式中成立等号的充分必要条件是 fpxq “ ae´bx
2

, 其中 b ą 0.

6. 问 a, b 是怎样的正实数时, 广义积分 @跟锦数学微信公众号

ż `8

b

ˆ

b

?
x ` a ´

?
x ´

b

?
x ´

?
x ´ b

˙

dx

是收敛的?

7. 设有理函数 fpxq “
P pxq

Qpxq
在 p´8,`8q上可积,证明:

ż `8

´8

P pxq

Qpxq
dx “ 2πi

ÿ

k

Ak,

其中 Ak 是有理函数 f 的部分分式分解中
1

xk
的系数, xk 是分母 Qpxq 的零点,

和式只对虚部大于 0 的 xk 求和. 当 xk 为单根时, 有简单公式 Ak “
P pxkq

Q1pxkq
.

8. 应用上题的结果于下列各小题: (1) 证明: 对 n P N` 成立
ż `8

´8

1

1 ` x2n
dx “

π

n
csc

π

2n
;
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(2) 证明: 若 n,m P N` 满足条件 2m ` 1 ă 2n, 则成立

ż `8

´8

x2m

1 ` x2n
dx “

π

n
csc

p2m ` 1qπ

2n
;

(3) 计算积分: (a)

ż `8

0

x50

x100 ` 1
dx; (b)

ż `8

0

x30 ` 1

x60 ` 1
dx.

9. 设 f 是 p´8,`8q 上的非负函数, 且满足以下条件: @跟锦数学微信公众号
ż `8

´8

fpxq dx “ 1,

ż `8

´8

xfpxq dx “ 0,

ż `8

´8

x2fpxq dx “ 1.

证明: (1) 当 x ą 0 时, 成立

ż x

´8

fptq dt ě
x2

1 ` x2
; (2) 当 x ă 0 时, 成立

ż x

´8

fptq dt ď
1

1 ` x2
.

10. 设 p ą 0, 定义 gpxq “

$

’

&

’

%

p

„

x

p



`
p

2
, x ě 0,

´gp´xq, x ă 0.

证明: 对所有 x, 成立 @跟锦数

学微信公众号

p

2π

ż `8

´8

rxps
ÿ

n“´rxps

sin
`

n ` 1
2

˘

pt

sin 1
2
pt

¨
sinxt

t
dt “

1

2
rgpx`q ´ gpx´qs.

原书第2册勘误

1. Page 175, Line 2, fxp0, 0q, fyp0, 0q Ñ fxpx, yq, fypx, yq.

2. Page 175, T 8, Ω P R2
Ñ Ω Ă R2.

3. Page 207, T 10, 应加条件: r ě 2, D 1 ď i, j ď r, s.t. fpxiq ‰ fpxjq. 如果没

加这条件而做出, 那肯定是错误的!

4. Page 207, T 1, fpx0q Ñ fpx0q.

5. Page 214, T 4, li 应位于 S2
“

 

px, y, zq;x2
` y2

` z2
“ 1

(

的大圆上, 且夹角

为有向角.

6. Page 278, T 5,
4a2

π
Ñ 2a2.

7. Page 290, T 1 (11), px ´ 1qpx ´ 2q Ñ |x ´ 1| ¨ |x ´ 2|.

8. Page 397, T 8,

?
2

3
π Ñ

4
?

2

3
π.
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暂未做的题目

15.3.2 参考题 11, 16, 17, 18, 20.

16.3.6 练习题 2 8.

16.5.2 参考题 3 17.

17.3.2 第1组参考题 1 6. (1 5 可见熊金城的点集拓扑讲义哦.)

20.5.2 第2组参考题.

21.4.4 练习题 1 26.

21.6.2 第1组参考题 9, 11, 12.

21.6.2 第2组参考题 4, 5, 7, 8.

22.1.3 思考题.

22.4.4 练习题 2.

22.5.4 练习题 2(1), 4,5,6.

22.6.2 第1组参考题 1,2,4,8.

22.6.2 第2组参考题 4,6.

23.2.3 练习题 1(8),(9).

23.2.6 练习题 6, 8(3), 9(2), 10.

第13章数项级数

13.1.2思考题

这一小节的思考题主要用于对级数定义进行复习,对于其中的是非题,若回答“是”,

则要作出证明, 若回答“不是”, 则要举出反例.

1. (例题 13.1.2 之续) 设比赛开始时, 乌龟在 Achilles 之前 1000 m, Achilles 的

速度为 10 m/s, 乌龟的爬行速度为 0.1 m/s. 试将 Zeno 悖论中的论点转化为无

穷级数求和问题, 并计算出 Achilles 赶上乌龟所需要的时间. (本题表明: 有了无

穷级数的工具之后, Zeno 的这个悖论就不再是悖论了.)

2. 设级数
ÿ

an 和
ÿ

bn 均收敛 (或发散), 讨论下列级数的敛散性:
ÿ

pan ˘ bnq,
ÿ

anbn,
ÿ an

bn
(bn ‰ 0), 又对于

ÿ

an 和
ÿ

bn 均为正项级数情况讨论同样的

问题.

3. 对于级数
ÿ

max tan, bnu,
ÿ

min tan, bnu 继续上题的讨论.
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4. 如果级数
ÿ

pan ` an`1q 收敛, 是否必可推出
ÿ

an 收敛? 在
ÿ

an 是正项级数

时, 答案又是什么?

5. 记 S “ 1 ´ 1 ` 1 ´ 1 ` ¨ ¨ ¨ , 并作以下计算: S “ 1 ´ p1 ´ 1 ` 1 ´ 1 ` ¨ ¨ ¨ q “

1 ´ S ñ S “
1

2
, 问: 其中有何错误? 又可在阅读第二组参考题 18 后再做此题.

6. 讨论级数 a1 ´ a1 ` a2 ´ a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an ´ an ` ¨ ¨ ¨ 的敛散性.

7. 如果对每个正整数 p成立 lim
nÑ8

pan`1 ` an`2 ` ¨ ¨ ¨ ` an`pq “ 0, 问: 是否能由此

推出级数
ÿ

an 一定收敛?

8. 设 an ď cn ď bn, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 若已知级数
ÿ

an 和
ÿ

bn 同时收敛 (或发散),

问: 能否推出级数
ÿ

cn 收敛 (或发散)? 并请将你的结论与数列的夹逼定理见上

册 20 页) 作比较.

9. 设
ÿ

an 收敛于和 S, 若对每个 n 将 a2n´1 和 a2n 两项作交换, 证明所得的新级

数收敛, 并求其和.

10. 设有收敛正项级数
ÿ

an, 且对于每个正整数 n 成立 an ď Rn, 其中 Rn 为第 n

个余项, 证明:
ÿ

an 实际上是有限和.

13.2.5练习题

1. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 和
8
ÿ

n“1

bn 的通项为等价量: an „ bn, 又记两个级数的部分和

为 Sn 和 S1n, 余项为 Rn 和 R1
n, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 证明: (1) 若两个级数均收敛, 则

Rn „ R
1
n; (2) 若两个级数均发散, 则 Sn „ S

1
n.

2. 设
ÿ

an 为正项级数, 证明: 任意改变其中各项的顺序和加括号后得到的基数与

原来大家数具有相同的敛散性, 且在收敛时级数的和不变. (这表明, 如果无限项求

和时每项为非负数, 或至多只有有限项为负数, 则有限项求和时的结合律和交换律

对无现象求和都依然成立.)

3. 讨论下列各级数的敛散性:

(1)
8
ÿ

n“1

1

3
?
n
; (2)

8
ÿ

n“1

1

n1` 1
n

; (3)
8
ÿ

n“1

„

1

n
´ ln

ˆ

1 `
1

n

˙

; (4)
8
ÿ

n“1

nn´1

p2n2 ` n ` 1q
n´1
2

;

(5)
8
ÿ

n“2

nlnn

plnnqn
; (6)

8
ÿ

n“1

e´p1`
1
2
`¨¨¨`

1
nq

np
;
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(7)
8
ÿ

n“1

˜

a
1
n ´

b
1
n ` c

1
n

2

¸

(a, b, c ą 0); (8)
8
ÿ

n“1

ˆ

1 ´
lnn

n

˙n

.

4. 从例题 13.2.6 和 13.2.7 知道, 若从收敛正项级数
8
ÿ

n“1

an 作出 tunu, 其中 un 为

a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 的调和平均值或几何平均值, 则
8
ÿ

n“1

un 收敛. 但是若 un 为算术

平均值, 则情况大不一样. 证明: 若正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则除了一种特殊情形之

外, 级数
8
ÿ

n“1

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
必定发散.

5. 试用 Sapagof 判别法 (即命题 13.2.3) 或其他方法证明下列数列收敛于 0: (1)
"

p2nq!

4npn!q2

*

; (2)

"

nn

enn!

*

; (3)

"

n!

px ` 1qpx ` 2q ¨ ¨ ¨ px ` nq

*

(x ą 0).

6. 举出一个收敛的正项级数
ÿ

an 的例子, 使它满足条件 lim
nÑ8

nan “ 1.

7. 已知正项级数
ÿ

an 收敛, p ą 1, 证明: 级数
ÿ

apn 一定收敛. 又若去掉
ÿ

an

为正项级数的条件, 结论是否还成立?

8. 设数列 tanu 单调减少收敛于 0, 且 bn “ an ´ 2an`1 ` an`2 ě 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 级数
8
ÿ

n“1

nbn 收敛, 且其和为 a1.

9. 设对于每个正整数 n 都有 0 ă an ă a2n ` a2n`1, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

an 发散.

10. 设 x ą 0, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

xn

p1 ` xqp1 ` x2q ¨ ¨ ¨ p1 ` xnq
收敛.

11. 设 x ą 0, 讨论级数
8
ÿ

n“1

p2 ´ xqp2 ´ x
1
2 qp2 ´ x

1
3 q ¨ ¨ ¨ p2 ´ x

1
n q 的敛散性.

12. 设
8
ÿ

n“1

an为正项级数,证明: (1)若在Raabe判别法中的极限 lim
nÑ8

n

ˆ

an

an`1

´ 1

˙

存在, 则在对数判别法 (13.15) 中的极限 lim
nÑ8

ln 1
an

lnn
也存在, 且极限值相同; (2)

若在 Bertrand 判别法中的极限 lim
nÑ8

lnn

„

n

ˆ

an

an`1

´ 1

˙

´ 1



存在, 则在对数

判别法 (13.16) 中的极限 lim
nÑ8

ln 1
nan

ln lnn
也存在, 且极限值相同.
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13. 设
8
ÿ

n“1

an 为正项级数, k 为一正整数, 如果 lim
nÑ8

an`k

an
“ l, 证明: l ă 1 时,

8
ÿ

n“1

an

收敛; l ą 1 时,
8
ÿ

n“1

an 发散. (本题如取 k “ 1, 就是 d’Alembert 判别法. 因此

本题可看作为 d’Alembert 判别法的一个推广.)

14. (Dini (迪尼)) 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 其余项 Rn “

8
ÿ

k“n`1

ak, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证

明:
8
ÿ

n“1

an

Rn´1

发散, 但对任意 p ą 0,
8
ÿ

n“1

an

R1´p
n´1

收敛.

15. 设 0 ă a1 ă
π

2
, 然后用迭代公式 an “ sin an´1 生成数列 tanu, 讨论级数

8
ÿ

n“1

apn

的敛散性. (参考上册 233 页的例题 8.1.10.)

13.3.4练习题

1. 讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性:

(1)
8
ÿ

n“2

sin nπ
12

lnn
; (2)

8
ÿ

n“1

p´1qn2
1
n

?
n

; (3)
8
ÿ

n“1

p´1qn
cos2 n

n
; (4)

8
ÿ

n“1

sinnx

n

ˆ

1 `
1

n

˙n

;

(5)
8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙

sinnx

n
; (6)

8
ÿ

n“1

sin
´

π
a

n2 ` a2
¯

;

(7)
8
ÿ

n“1

p´1qn´1

„

p2n ´ 1q!!

p2nq!

p

; (8)
8
ÿ

n“1

p´1qn sinn

n
; (9)

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

rn ` p´1qn´1sp
; (10)

8
ÿ

n“2

ln

„

1 `
p´1qn

np



;

(11)
8
ÿ

n“2

sin

ˆ

nπ `
1

lnn

˙

; (12)
8
ÿ

n“1

p´1qnpn
1
n ´ 1q.

2. 将调和级数
8
ÿ

n“1

1

n
的各项改变符号, 其规则是每 p 个正项后为 q 个负项, 然后再

如此重复, 但不改变各项原有的顺序. 证明: 所得级数当且仅当 p “ q 时收敛.

3. 设 0 ă α ă 1, 将级数
8
ÿ

n“1

p´1qn´1

nα
按照每 p 个正项后为 q 个负项的规则进行重

排, 但保持正项和负项之间的原有顺序, 证明: 重排后的基数当且仅当 p “ q 时收

敛.

4. 设 p, q ą 0, 讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性:
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(1) 1 ´
1

2q
`

1

3p
´

1

4q
` ¨ ¨ ¨ `

1

p2n ´ 1qp
´

1

p2nqq
` ¨ ¨ ¨ ;

(2)
8
ÿ

n“1

p´1qnp1 ` pqp2 ` pq ¨ ¨ ¨ pn ` pq

n!nq
.

5. 研究级数
8
ÿ

n“1

1

1 ` nxn
(若分母为零则去掉该项) 的条件收敛性和绝对收敛性.

6. 设数列 tanu严格减少且趋于零,证明下列级数收敛:
8
ÿ

n“1

p´1qn¨
a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
.

7. 证明下列级数收敛: 1´
1

3

ˆ

1 `
1

2

˙

`
1

5

ˆ

1 `
1

2
`

1

3

˙

´
1

7

ˆ

1 `
1

2
`

1

3
`

1

4

˙

`¨ ¨ ¨ .

8. (Du Bois-Reymond 判别法) 设级数
8
ÿ

n“2

pan ´ an´1q 绝对收敛, 级数
8
ÿ

n“1

bn 收

敛, 证明:
8
ÿ

n“1

anbn 收敛.

9. (Dedekind 判别法) 设级数
8
ÿ

n“2

pan ´ an´1q 绝对收敛, lim
nÑ8

an “ 0, 级数
8
ÿ

n“1

bn

的部分和数列有界, 证明:
8
ÿ

n“1

anbn 收敛.

10. 已知级数
8
ÿ

n“1

an 发散, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

n

˙

an 也发散.

11. 证明: 当 |q| ă 1 时, 成立

˜

8
ÿ

n“0

qn

¸

¨

˜

8
ÿ

n“0

qn

¸

“

8
ÿ

n“0

pn ` 1qqn.

12. 证明: 级数
8
ÿ

n“0

p´1qn

n ` 1
与自身的 Cauchy 乘积实数发散级数.

13. 设 Spxq “
8
ÿ

n“0

p´1qnx2n`1

p2n ` 1q!
, Cpxq “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n

p2nq!
, 证明: 2SpxqCpxq “ Sp2xq.

14. 设级数
8
ÿ

n“1

an

bn
,
8
ÿ

n“1

ˆ

an

bn

˙2

均收敛, 又对每个 n 有 bnpan ` bnq ‰ 0. 证明: 级数

8
ÿ

n“1

an

an ` bn
收敛.
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15. 两个发散级数的 Cauchy 乘积可以是收敛的. 试验证下列两个发散级数 @跟锦数

学微信公众号

1 ´
8
ÿ

n“1

ˆ

3

2

˙n

, 1 `
8
ÿ

n“1

ˆ

3

2

˙n´1 ˆ

2n `
1

2n`1

˙

的 Cauchy 乘积是绝对收敛级数.

16. (1) 举例说明收敛级数与发散级数的乘积既可能收敛, 也可能发散. (2) 证明: 对

于正项收敛级数和正项发散级数, 其乘积一定发散 (假定其中的正项收敛级数的和

大于 0).

13.4.3练习题

1. 讨论下列无穷乘积的敛散性: (1)
8
ź

n“1

d

n ` 1

n ` 2
; (2)

8
ź

n“1

p1`x2n`1
q; (3)

8
ź

n“1

n

c

1 `
1

n
;

(4)
8
ź

n“1

ˆ

n2 ´ 1

n2 ` 1

˙p

; (5)
8
ź

n“1

„

1 ` p´1qn
1

n



; (6)
8
ź

n“1

„

1

e

ˆ

1 `
1

n

˙n

.

2. 设 a, b ą 0, 求 lim
nÑ8

pa ` 1qpa ` 2q ¨ ¨ ¨ pa ` nq

pb ` 1qpb ` 2q ¨ ¨ ¨ pb ` nq
.

3. 设数列 tanu 的每一项满足条件 0 ă an ă
π

2
, 证明: 级数

8
ÿ

n“1

a2
n 收敛的充分必要

条件是无穷乘积
8
ź

n“1

cos an 收敛.

4. 如果对正数数列 tanu 存在极限 lim
nÑ8

n

ˆ

an

an`1

´ 1

˙

“ r ą 0, 证明: 级数

8
ÿ

n“1

p´1qnan 收敛.

5. 讨论无穷乘积
8
ź

n“n0

pα ` nqpβ ` nq

p1 ` nqpγ ` nq
的敛散性, 其中 α, β, γ 为参数, 且设 n0 已

足够大, 使得乘积中出现的所有因子均大于 0.

6. (Euler) 对于 0 ă x ă 1, 证明:

p1 ` xqp1 ` x2
qp1 ` x3

q ¨ ¨ ¨ “
1

p1 ´ xqp1 ´ x3qp1 ´ x5q ¨ ¨ ¨
.
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7. (Stirling) 证明: 若级数
8
ÿ

n“1

anpx
2
´ 1qpx2

´ 22
q ¨ ¨ ¨ px2

´ n2
q 于某个 x 值收敛,

则级数对任何 x 值都收敛. [题目待修改]

8. (Landau (兰道)) 证明: 级数
8
ÿ

n“1

n!an

xpx ` 1q ¨ ¨ ¨ px ` nq
(x ‰ 0,´1,´2, ¨ ¨ ¨ ) 与

Dirichlet 级数
8
ÿ

n“1

an

nx
对同样的 x 值收敛. [题目待修改]

9. 设正数数列 tanu 满足
an

an`1

“ 1 `
1

n
` Opbnq, 并已知级数

8
ÿ

n“1

bn 绝对收敛, 证

明: 级数
8
ÿ

n“1

an 发散.

10. (Stirling 公式的又一证明) 用无穷乘积方法证明: 数列

"

n!en

nn`
1
2

*

有非零极限, 并

求出此极限.

13.5.2第1组参考题

1. 试用两种方法证明: 对于正数数列 tanu,必有 lim
nÑ8

an

p1 ` a1qp1 ` a2q ¨ ¨ ¨ p1 ` anq
“

0.

2. (Abel-Pringsheim (普林斯海姆) 定理) 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 的通项单调减少, 且

已知级数收敛, 证明: lim
nÑ8

nan “ 0. (举例说明, 若通项非单调, 则结论不成立.)

3. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 的通项单调减少, 又已知级数
8
ÿ

n“1

an
?
n
收敛, 证明: 级数

8
ÿ

n“1

a2
n

收敛.

4. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 的通项单调减少收敛于 0. (1) 证明: 级数
8
ÿ

n“1

an 与级数

8
ÿ

n“1

npan ´ an`1q 同敛散, 且在收敛时具有相同的和. (2) 对于通项不是单调减少

的情况, 试举例说明上述“同敛散”的结论不再成立.

5. 由于数列 tanu 与无穷级数
8
ÿ

n“1

pan`1 ´ anq 具有相同的敛散性, 试用级数理论

讨论下列数列的敛散性: (1) an “ 1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n
´ lnn, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ; (2)
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an “ 1`
1
?

2
` ¨ ¨ ¨ `

1
?
n
´ 2

?
n, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ; (3) an “

1

2 ln 2
`

1

3 ln 3
` ¨ ¨ ¨ `

1

n lnn
´ ln lnn, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ .

6. 证明: (1) 若 f 是 r1,`8q 上的非负单调减少函数, 则存在极限 @跟锦数学微信

公众号

lim
nÑ8

˜

n
ÿ

k“1

fpkq ´

ż n

1

fpxq dx

¸

“ A,

且 0 ď A ď fp1q; (2) lim
xÑ`8

8
ÿ

n“1

x

x2 ` n2
“
π

2
.

7. 若函数 f 在 r´1, 1s 上定义, 且存在 f 2p0q, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

f

ˆ

1

n

˙

绝对收敛的充

分必要条件是 fp0q “ f 1p0q “ 0.

8. 设函数 f 在 r1,`8q 上单调增加且有极限 fp`8q “ A. 证明: (1)
8
ÿ

n“1

rfpn `

1q ´ fpnqs 收敛, 并求其和; (2) 又若 f 在 r1,`8q 上二次可微, 且 f 2pxq ă 0,

则
8
ÿ

n“1

f 1pnq 也收敛.

9. (二重正项级数的求和顺序交换定理) 设对每个正整数 n, 正项级数
8
ÿ

k“1

an,k 收敛,

且其和为 an. 若级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 证明: @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

an “
8
ÿ

n“1

8
ÿ

k“1

an,k “
8
ÿ

k“1

8
ÿ

n“1

an,k.

10. 对正整数 m ě 2, 用 sm 表示级数
8
ÿ

n“2

1

nm
的和, 证明:

8
ÿ

m“2

sm “ 1.

11. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 的通项单调减少趋于 0, 且已知数列

#

n
ÿ

k“1

pak ´ anq

+

有界, 证

明:
8
ÿ

n“1

an 收敛.

12. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 且数列 tan ´ an`1u 严格单调减少, 证明: @跟锦数学

微信公众号

lim
nÑ8

ˆ

1

an`1

´
1

an

˙

“ `8.
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13. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 数列 tnanu 单调, 证明: lim
nÑ8

nan lnn “ 0.

14. 设 a1 “ 1, a2 “ 2, an “ an´1 ` an´2, n “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ , 证明:
8
ÿ

n“1

1

an
收敛.

(Fibonacci 数列的倒数所成级数收敛.)

15. 设 0 ă p ă 1, a1 ą 0, an`1 “
an

1 ` apn
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明:

8
ÿ

n“1

an 收敛.

16. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则对于 p ą
1

2
, 证明: 级数

8
ÿ

n“1

?
an

np
收敛. 举例说明

p “
1

2
时级数

8
ÿ

n“1

?
an

n
1
2

可能发散.

17. 证明下列两个级数发散: (1)
8
ÿ

n“1

sinn; (2)
8
ÿ

n“1

sinn2.

18. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 发散, 讨论下列级数的敛散性:

(1)
8
ÿ

n“1

an

1 ` n2an
; (2)

8
ÿ

n“1

an

1 ` nan
; (3)

8
ÿ

n“1

an

1 ` an
; (4)

8
ÿ

n“1

an

1 ` a2
n

.

19. 设有收敛级数
8
ÿ

n“1

an “ S, 证明: (1) lim
nÑ8

a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

n
“ 0; (2) 级数

8
ÿ

n“1

a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

npn ` 1q
收敛, 且其和也是 S.

20. 设级数
8
ÿ

n“1

an “ s 为条件收敛,
8
ÿ

n“1

afpnq “ t 是
8
ÿ

n“1

an 的一个重排. 若 t ‰ s,

证明: 对于任意 N , 存在 n, 使得 |n ´ fpnq| ą N . (这表明, 对于条件收敛级数

作重排时, 如果每一项的新位置与原有位置之差不超过某个界限的话, 则级数的和

不会改变.)

13.5.2第2组参考题

1. 设正项级数
8
ÿ

n“1

1

an
收敛, 证明: 级数

8
ÿ

n“1

n2an

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anq2
收敛.
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2. 设 a ą 0, an ě 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 证明: 级数
8
ÿ

n“1

an

pa ` a1 ` ¨ ¨ ¨ ` anq
3
2

收敛, 且其

和 S ď
2
?
a

.

3. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛且存在 M ą 0, 使得对每个正整数 n 成立 ak ď

Man, n ď k ď 2n, 证明: lim
nÑ8

nan “ 0.

4. 试构造两个发散的正项级数
8
ÿ

n“1

an 与
8
ÿ

n“1

bn, 它们的通项都单调减少, 但级数

@跟锦数学微信公众号
8
ÿ

n“1

min tan, bnu

收敛.

5. (Frink (弗林克) 判别法) 设对正项级数
8
ÿ

n“1

an 存在极限 lim
nÑ8

ˆ

an`1

an

˙n

“ λ, 则

当 λ ă e´1 时级数收敛, 而当 λ ą e´1 时级数发散.

6. (Ermakov (叶尔马科夫) 判别法) 设 f 在 ra,`8q 上单调减少且大于 0, 又知存

在极限 lim
xÑ`8

exfpexq

fpxq
“ p, 则正项级数

8
ÿ

n“1

fpnq 当 p ă 1 时收敛, 而当 p ą 1

时发散.

7. (Lobachevski (罗巴切夫斯基) 判别法) 通项单调趋于 0 的正项级数
8
ÿ

n“1

an 与级

数
8
ÿ

n“1

bn2´n 同敛散, 其中 bn “ max
 

k; ak ě 2´n
(

.

8. 证明: 下列两个无穷乘积收敛于自然对数的底 e: (1)
8
ź

n“1

ˆ

1 `
1

an

˙

, 其中 a1 “

1, an “ npan´1 ` 1q, @ n ě 2; (2) 2

ˆ

2

1

˙
1
2
ˆ

2

3
¨
4

3

˙
1
4

¨

ˆ

4

5
¨
6

5
¨
6

7
¨
8

7

˙
1
8

¨ ¨ ¨ .

9. 证明: 若 p ď 1, 则级数
8
ÿ

n“1

cosplnnq

np
发散.

10. 设级数
8
ÿ

n“1

nan 收敛, 证明:

(1) 对任一正整数 k, 级数
8
ÿ

n“1

nan`k 收敛; (2) lim
kÑ8

8
ÿ

n“1

nan`k “ 0.
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11. 若对每一个满足 lim
nÑ8

bn “ 0 的数列 tbnu, 级数
8
ÿ

n“1

anbn 收敛, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

an

绝对收敛.

12. 若对每一个收敛级数
8
ÿ

n“1

bn, 级数
8
ÿ

n“1

anbn 收敛, 证明: 级数
8
ÿ

n“1

|an ´ an`1| 必

定收敛.

13. 举出一个收敛级数
8
ÿ

n“1

an, 使得级数
8
ÿ

n“1

a3
n 发散.

14. 设函数 f 在 r1,`8q 上连续可微, 且

ż `8

1

|f 1pxq| dx 收敛, 证明: 广义积分
ż `8

1

fpxq dx 与无穷级数
8
ÿ

n“1

fpnq 同敛散.

15. 设 p ą 0, 证明: 交错级数
8
ÿ

n“1

p´1qn´1

np
的和 S 满足估计式

1

2
ă S ă 1.

16. 设级数
8
ÿ

n“1

anbn 收敛, 又知 tbnu 单调减少收敛于 0, 证明: lim
nÑ8

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ `

anqbn “ 0.

17. 设级数
8
ÿ

n“1

an

np
收敛, 其中 p ą 0, 证明: lim

nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

np
“ 0.

18. 设级数
8
ÿ

n“1

an 的部分和数列为 tSnu, 并令 σn “
S1 ` S2 ` ¨ ¨ ¨ ` Sn

n
, n “

1, 2, ¨ ¨ ¨ . 定义: 若存在极限 lim
nÑ8

σn “ σ, 则称级数
8
ÿ

n“1

an 可以 CeSáro (切

萨罗) 求和 (或称级数在 CeSáro 意义下上可求和), 并将极限值 σ 称为级数的

CeSáro 和. 证明: 收敛级数一定可以 CeSáro 求和, 且其 CeSáro 和和与收敛级

数在通常意义下的和相等, 但反之不真.

19. 证明:级数
8
ÿ

n“1

an 可以 CeSáro 求和的必要条件是 lim
nÑ8

an

n
“ 0. (这个条件比通

常意义下级数
8
ÿ

n“1

an 收敛时通项为无穷小量的必要条件弱得多.)

20. 下列级数是否可以 Cesáro 求和? 如果可以, 试求出它们的 Cesáro 和. (1) 1 ´

1` 1´ 1` ¨ ¨ ¨ ; (2) 1´ 22
` 32

´ 42
` ¨ ¨ ¨ ; (3) 1` 0´ 1` 1` 0´ 1` ¨ ¨ ¨ ; (4)

sinx ` sin 2x ` sin 3x ` ¨ ¨ ¨ .
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21. 设级数
8
ÿ

n“1

an 的通项满足 lim
nÑ8

nan “ 0, 证明: 该级数在通常意义下收敛的充分

必要条件是级数可以 Cesáro 求和.

22. 设级数
8
ÿ

n“1

an 可以 Cesáro 求和, 证明: 该级数在通常意义下收敛的充分必要条

件是 lim
nÑ8

a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

n
“ 0.

第14章函数项级数与幂级数

14.1.3练习题

1. 讨论函数列或函数项级数在给定区间上的一致收敛性:

(1) Snpxq “
x

1 ` n2x2
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , x P p´8,`8q.

(2) Snpxq “
nx

1 ` n2x2
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , x P p´8,`8q.

(3) Snpxq “
n ` x2

nx
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , x P p0,`8q.

(4) Snpxq “
x

n
ln
x

n
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

(i) x P p0, 1q,

(ii) x P p0,`8q.

(5) Snpxq “ n sin
x

n
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

(i) x P r0, as,

(ii) x P p0,`8q.

(6) Snpxq “
1

n
lnp1 ` e´nxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

(i) x ě 0,

(ii) x ă 0.

(7)
8
ÿ

n“1

n8

?
n!
pxn ` x´nq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

1

t
ď |x| ď t, t ą 1.

(8)
8
ÿ

n“1

sinx sinnx
?
n ` x

, x ą 0.

(9)
8
ÿ

n“1

1

n

„

ex ´

ˆ

1 `
x

n

˙n

.
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(i) 有限闭区间 r0, bs,

(ii) r0,`8q.

2. 确定函数项级数
8
ÿ

n“1

xn

1 ` x2n
的收敛域与一致收敛域.

3. 证明: 函数项级数
8
ÿ

n“1

p´1qn´1x2

p1 ` x2qn
在 p´8,`8q 上绝对收敛且一致收敛, 但不绝

对一致收敛.

4. 证明: 函数项级数
8
ÿ

n“2

ln

ˆ

1 `
x

n ln2 n

˙

在区间 p´a, aq 上一致收敛, 其中 a 是

小于 2 ln2 2 的任意固定正数.

5. 证明: 函数项级数
8
ÿ

n“1

2n sin
1

3nx
在 p0,`8q 上处处收敛, 但不一致收敛.

6. 证明: 函数项级数
8
ÿ

n“0

ż x

0

tn sinπt dt 在 r0, 1s 上一致收敛.

7. 设 tfnu 是有界闭区间 ra, bs 上的连续函数列, 且该函数列在 pa, bq 上一致收敛,

证明: tfnu 在点 a 和 b 都收敛, 且在 ra, bs 上一致收敛.

8. 设 f 在 pa, bq 上有连续导函数, 定义 @跟锦数学微信公众号

Fnpxq “
n

2

„

f

ˆ

x `
1

n

˙

´ f

ˆ

x ´
1

n

˙

, x P pa, bq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 函数列 tFnu 在 pa, bq 上处处收敛且内闭一致收敛.

9. 设函数列 tunpxqu 中的函数在 ra, bs 上同为单调增加函数或单调减少函数, 如果
8
ÿ

n“1

unpaq 与
8
ÿ

n“1

unpbq 都绝对收敛, 证明: 函数项级数
8
ÿ

n“1

unpxq 在 ra, bs 上一

致收敛.

10. 设在区间 ra, bs 上的连续函数列 tfnu 一致收敛于极限函数 f , 且已知 f 在 ra, bs

上巫零点, 证明: 函数列

"

1

fn

*

在 ra, bs 上一致收敛.

11. 设函数列 tfnu 于区间 I 上一致收敛, 又设每个 fn 于 I 上有界, 证明: 函数列

tfnu 于 I 上一致有界.

12. 设函数列 tfnu 与 tgnu 分别在区间 I 上一致收敛. 如果每个 fn 和 gn 在 I 上有

界. 证明: 函数列 tfn ¨ gnu 在 I 上一致收敛.
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13. 设 f P Cp´8,`8q, 定义函数列 Snpxq “
n
ÿ

k“1

1

n
f

ˆ

x `
k

n

˙

, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 证明:

函数列 tSnpxqu 在 p´8,`8q 上内闭一致收敛.

14. 设 S1pxq P Rra, bs, 定义 @跟锦数学微信公众号

Sn`1pxq “

ż x

a

Snptq dt, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明: 函数列 tSnpxqu 在 ra, bs 上一致收敛.

14.2.1命题14.2.2

命题 14.2.2 设函数列 tSnpxqu 在点 x0 的某个邻域 U px0q 上收敛于函数 Spxq,

又设对每个正整数 n, 极限 lim
xÑx0

Snpxq 存在且有限, 而且这个极限过程对 n 一致, 则

lim
nÑ8

lim
xÑx0

Snpxq 与 lim
xÑx0

Spxq 都存在且两者相等, 即有 (14.3) 成立.

14.2.4练习题

1. 计算 lim
xÑ0`

8
ÿ

n“1

1

2nnx
.

2. 确定函数 Spxq “
8
ÿ

n“1

ˆ

x `
1

n

˙n

的定义域, 并讨论其连续性与可微性.

3. 证明: 函数项级数
8
ÿ

n“1

x ` np´1qn

x2 ` n2
在任意有界闭区间上一致收敛, 并且它的和函

数在 p´8,`8q 上可导.

4. 设 tSnpxqu 是在 p´8,`8q 上一致连续的函数列, 且已知它在 p´8,`8q 上一致

收敛于函数 Spxq. 证明: 函数 Spxq 在 p´8,`8q 上一致连续.

5. 设连续函数列 tfnu 在 ra, bs 上收敛, 且 @ ε P p0, b ´ aq, tfnu 在 ra, b ´ εs 上一

致收敛. 如果存在 g P Rra, bs, 使 @跟锦数学微信公众号

|fnpxq| ď gpxq, x P ra, bs, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż b

a

fnpxq dx “

ż b

a

lim
nÑ8

fnpxq dx.
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6. 设函数列 tfnu 于点 x0 的某邻域 Opx0q 中收敛于函数 f , 又设每个 fn 于点 x0

连续. 证明: f 在点 x0 连续的充分必要条件是 @ ε ą 0, D δ ą 0, D N , 使得对于

每个 x P Oδpx0q, 成立 |fNpxq ´ fpxq| ă ε.

7. 设函数列 tfnu 在区间 ra, bs 上收敛于函数 f P Cra, bs, 证明: tfnu 于 ra, bs 上

一致收敛的充分必要条件是对于 ra, bs 中的每个收敛数列 txnu, lim
nÑ8

xn “ x0, 有

lim
nÑ8

fnpxnq “ fpx0q.

8. 设可积函数列 tfnu 在 ra, bs 上一致收敛于函数 f , 且已知每个 fn 在 ra, bs 上有

原函数, 证明: f 在 ra, bs 上也有原函数.

14.3.2思考题

1. 如果幂级数
8
ÿ

n“0

anpx ´ x0q
n 在 a, b 两点收敛 (a ă b), 问级数在 ra, bs 上的收

敛、绝对收敛和一致收敛的情况如何?

2. 设
8
ÿ

n“0

anx
n 与

8
ÿ

n“0

bnx
n 的收敛半径分别为 R1 与 R2, 讨论

8
ÿ

n“0

pan ` bnqx
n 与

8
ÿ

n“0

anbnx
n 的收敛半径.

3. 设
8
ÿ

n“0

anpx´ x0q
n 的收敛半径是 R, 且在 px0 ´R, x0 `Rq 上一致收敛, 问该级

数在 x “ x0 ˘R 处的敛散性怎样?

4. 问:是否可以用 Weierstrass 判别法 (即优级数判别法) 证明 Abel 第二定理 (即

命题 14.3.2)?

5. 设幂级数
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径 R ą 0, 试问:

(1) 是否成立

ż R

0

˜

8
ÿ

n“0

anx
n

¸

dx “
8
ÿ

n“0

an

n ` 1
Rn`1?

(2) 如果上式右边的基数收敛, 上式是否成立?

6. 已知
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 R, 问

8
ÿ

n“0

anx
2n 的收敛半径是多少?

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 801 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

7. 已知
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径 R “ 1, 和函数为 Spxq. 如果

8
ÿ

n“0

an 发散, 能否推出

极限 lim
xÑ1´

Spxq 不存在? (试考虑
8
ÿ

n“0

p´1qnxn.) 如果
8
ÿ

n“0

an 为正项级数, 则答案

如何?

14.3.4练习题

1. 求级数
8
ÿ

n“0

1n ` 2n ` ¨ ¨ ¨ ` kn

n2

ˆ

1 ´ x

1 ` x

˙n

的收敛域, 其中 k ą 1 为整数.

2. 设 tanu 为等差数列, 试求
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径.

3. 求幂级数
8
ÿ

n“0

an

1 ` a2n
xn (a ą 0) 的收敛半径.

4. 对任意正整数 k,证明: 幂级数
8
ÿ

n“0

pn!qk

pknq!
xn的收敛半径为 kk,收敛域为 p´kk, kkq.

5. 求下列幂级数 (或广义幂级数) 的收敛域:

(1)
8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

n

˙n2

xn;

(2)
8
ÿ

n“1

p´1qn

n!

ˆ

n

e

˙n

xn;

(3)
8
ÿ

n“1

an ` p´bqn

n
xn, a, b ą 0;

(4)
8
ÿ

n“0

3´
?
n

?
1 ` n2

xn;

(5)
8
ÿ

n“1

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙

xn;

(6)
8
ÿ

n“1

nn
2

xn
3

;

(7)
8
ÿ

n“1

sin
1

3n

`

x2
` x ` 1

˘n
;

(8)
8
ÿ

n“0

n ´ 1

n2 ` 1

ˆ

x

3x ` 1

˙n

.
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6. 求下列幂级数的收敛域与和函数:

(1)
8
ÿ

n“2

p´1qn
xn`1

n2 ´ 1
;

(2)
8
ÿ

n“1

p´1qn´1

np2n ´ 1q
x2n;

(3)
8
ÿ

n“1

p´1qn´12n ` 1

n
x2n;

(4)
8
ÿ

n“1

p´1qnn2xn;

(5)
8
ÿ

n“0

`

2n`2
´ 1

˘

x2n;

(6)
8
ÿ

n“1

npx ´ 1qn.

7. 证明: upxq “
8
ÿ

n“0

1

p4nq!
x4n 在 p´8,`8q 上满足微分方程 up4q “ u.

8. 证明: Bessel (贝塞尔) 函数 J0pxq “
8
ÿ

n“0

p´1qn

pn!q222n
x2n 满足微分方程 @跟锦数学

微信公众号

xu2 ` u1 ` xu “ 0.

9. 设 Spxq “
8
ÿ

n“1

1

n2 lnp1 ` nq
xn, 证明:

(1) 函数 S P Cr´1, 1s;

(2) S1
`
p´1q 有限, 而 S1

´
p1q “ `8.

10. 设 fpxq “
8
ÿ

n“1

2n

n2
xn, 证明: 函数 f 在

„

´
1

2
,
1

2



上连续, 在

„

´
1

2
,
1

2

˙

上可导, 并

讨论 f 在
1

2
处的可导性.

11. 设 fpxq “
8
ÿ

n“1

xn

n2
,´1 ď x ď 1. 证明: 当 x P p0, 1q 时有 @跟锦数学微信公众号

fpxq ` fp1 ´ xq ` lnx lnp1 ´ xq “
π2

6
.
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12. 设幂级数
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径 R “ `8, 将级数的部分和函数列记为 tSnu 将和

函数记为 S, 证明: 函数列 tS ˝ Snu 在 p´8,`8q 上内闭一致收敛于 S ˝ S.

13. 设级数
8
ÿ

n“0

an 发散, 记 Sn “ a0 ` a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ . 证明:

(1) 幂级数
8
ÿ

n“0

anx
n 和

8
ÿ

n“0

Snx
n 有相同的收敛半径;

(2) 若 an ě 0, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , 且 lim
nÑ8

an

Sn
“ 0, 则

8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 1.

14.4.4练习题

1. 将函数 fpxq “
1

a ´ x
pa ‰ 0q 分别按 x, x ´ b,

1

x
的乘幂展开.

2. 将函数 fpxq “ lnx 展开为
x ´ 1

x ` 1
的幂函数.

3. 设函数 f 在区间 p´a, aq pa ą 0q上无限次可微,且导函数序列
!

f pnq
)

在 p´a, aq

上一致有界, 证明: f 在 p´a, aq 上可以展开为 Maclaurin 级数.

4. 设函数 f 在 p´8,`8q 上无穷次可微, 并且其导函数列在 p´8,`8q 上一致有

界. 如果存在正数数列 txnu, 使 lim
nÑ8

xn “ 0 且 fpxnq “ 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明:

fpxq ” 0.

5. 求下列函数的 Maclaurin 展开式, 并确定其成立范围:

(1)
?

4 ´ x;

(2) ax, a ą 0;

(3) lnp1 ` 3x ` 2x2
q;

(4) arctan
2x

1 ´ x2
;

(5)
1

1 ` x ` x2 ` x3 ` x4
;

(6)
ex

2

1 ´ x2
;

(7)
d

dx

ˆ

ex ´ 1

x

˙

;
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(8)

ż x

0

1 ´ cos t

t2
dt.

6. 将下列函数在指定点展开为幂级数:

(1)
1

3 ` x
, x “ 2;

(2) ln
1

3 ` 2x ` x2
, x “ ´1;

(3) lnx, x “ 3;

(4)
x ´ 1

x ` 1
, x “ 1;

(5) sinx, x “
π

6
.

14.5.2第1组参考题

1. 试举例: 在 r0, 1s 上一致收敛于连续函数的函数列 tSnpxqu, 但每个 Snpxq 在

r0, 1s 上处处不连续.

2. 用逐项求导方法写出函数 ζpxq “
8
ÿ

n“1

1

nx
在 p1,`8q 上的任意阶导数的表达式,

并证明运算的合理性.

3. 证明 Dirichlet 级数
8
ÿ

n“1

an

nx
的收敛性具有以下特性: 若存在 x1, x2, 使 x “ x1

时级数发散, 而当 x “ x2 时级数收敛, 则一定存在 r P p´8,`8q, 使 x ă r 时

级数发散, 当 x ą r 时级数收敛.

4. 设 f P Cr0, 1s, 定义函数列 Snpxq “ xnfpxq, x P r0, 1s, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 证明:

tSnpxqu 在 r0, 1s 上一致收敛的充分必要条件是 fp1q “ 0.

5. 设数列 trnu 是 r0, 1s 区间内的所有有理点的一个排列, 证明函数 @跟锦数学微信

公众号

fpxq “
8
ÿ

n“1

|x ´ rn|

3n
, x P r0, 1s

具有

(1) 处处连续;

(2) 在 r0, 1s 上对每个无理点处可微, 而在每个有理点处不可微.
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6. 设函数 f 在区间 r0, 1s 上无穷次可微且不恒等于 0, f pnqp0q “ 0, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ .

如果函数列
!

anf
pnq

)

在区间 r0, 1s 上一致收敛于 0, 其中 tanu 为一给定的数列,

证明: lim
nÑ8

n!an “ 0.

7. 用幂级数方法证明级数乘积的一个基本结果 (即命题 13.3.7): 设
8
ÿ

n“1

an,
8
ÿ

n“1

bn

和它们的 Cauchy 乘积
8
ÿ

n“1

cn 均收敛, 且分别以 A,B,C 为和, 则 C “ AB.

8. 求下列函数的 Maclaurin 展开式:

(1)
arcsinx
?

1 ´ x2
;

(2)
ln

`

x `
?

1 ` x2
˘

?
1 ` x2

;

(3)

ˆ

arcsinx

x

˙2

(函数在点 x “ 0 处用极限值定义).

9. 设数列 tanu 有极限 L, 证明: fpxq “
8
ÿ

n“0

anx
n 在 p´1, 1q 上有定义, 且 lim

xÑ1´
p1´

xqfpxq “ L.

10. 设多项式序列 tPnu 在 p´8,`8q 上一致收敛于 P , 证明: P 也是多项式.

11. 上设 tPnu 是次数不超过 D 的多项式序列, 证明: 若该序列于区间 r0, 1s 上收敛,

则也一定一致收敛.

12. 设
8
ÿ

n“0

anx
n 为 f 在 p´8,`8q 上的 Maclaurin 级数展开式, 证明:

8
ÿ

n“0

anx
n

在 p´8,`8q 上一致收敛的充分比必要条件是 f 为多项式.

13. 设 Cpaq 为 p1`xqa 的 Maclaurin 级数展开式中 x2003 项的系数, 计算积分 @跟

锦数学微信公众号
ż 1

0

Cp´y ´ 1q

ˆ

1

y ` 1
`

1

y ` 2
`

1

y ` 3
` ¨ ¨ ¨ `

1

y ` 2003

˙

dy.

14. 求级数和
8
ÿ

m“1

8
ÿ

n“1

m2n

3mpn3m `m3nq
.

15. 甲乙两人投骰子, 两人依次轮流投掷并且由甲掷第一次, 问第一个六点由甲掷出的

概率是多少?
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16. 某侨商给母校设立奖学基金. 该基金存入银行, 每年可以得到 a% 的利息. 奖学金

按如下数目发放: 基金存入银行当日发放一万元, 第二年同一天发放二万元, 以后

每年同一日发放, 发放金额必前一年多一万元. 要使这笔奖学金能够永远按此规律

发放下去, 该侨商至少应捐资多少元?

14.5.2第2组参考题

1. 设 tfnu 是在 ra, bs 上的可积函数列, 且于 ra, bs 上一致有界, 若已知 tfnu 在

ra, bs 上收敛, 证明: 积分值所成的数列必有极限 lim
nÑ8

ż b

a

fn.

2. 若在 ra, bs 上的可积函数列 tfnu 一致收敛于极限函数 f , 证明: f P Rra, bs, 且

有 @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż b

a

fnpxq dx “

ż b

a

fpxq dx.

3. 设具有相同单调性的单调函数列 tfnu 在区间 ra, bs 上收敛于 f P Cra, bs, 则

tfnu 在 ra, bs 上一致收敛.

4. 设 tfnu 是 ra, bs 上的连续函数列, 并已知对于每个 x P ra, bs, 数列 tfnpxqu 单

调增加收敛于 fpxq. 证明: f 必有最小值. 又问: 若将最小值换为最大值, 或将

ra, bs 换为 pa, bq, 则结论如何?

5. 设 tfnu 为 ra, bs 上的连续可微函数列, 且存在 txnu Ă ra, bs, 使 fnpxnq “

xn, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 如果导函数列
 

f 1n
(

在 ra, bs 上一致收敛, 证明:

(1) 函数列 tfnu 有子列 tfnku 在 ra, bs 上一致收敛;

(2) 设 tfnku 的极限函数为 f , 则存在 x0 P ra, bs, 使 fpx0q “ x0;

(3) f 在 ra, bs 上连续可微, 且在 ra, bs 上 f 1pxq “ lim
nÑ8

f 1npxq.

6. 设在区间 ra, bs 上的连续函数项级数
8
ÿ

n“1

unpxq,
8
ÿ

n“1

vnpxq 的通项之间满足条件

@跟锦数学微信公众号

|unpxq| ď vnpxq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

又设
8
ÿ

n“1

vnpxq 的和函数在 ra, bs 上连续, 证明:
8
ÿ

n“1

unpxq 的和函数也在 ra, bs

上连续.
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7. 证明: 对任意 n 和 x 成立不等式

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

sin kx

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2
?
π.

8. 利用幂级数展开证明 (上册 374 页的题 15) 不等式: @跟锦数学微信公众号

0 ă
1

2
ln

1 ` x

1 ´ x
´ x ă

x3

3p1 ´ x2q
, 0 ă x ă 1.

9. 利用幂级数展开证明: 对一切 n P N` 和实数 x 成立不等式: @跟锦数学微信公

众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ex ´

ˆ

1 `
x

n

˙nˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ď e|x| ´

ˆ

1 `
|x|

n

˙n

ă
x2e|x|

2n
.

10. 设级数
8
ÿ

n“0

an 的部分和数列为 Sn “ a0 ` a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an, σn “ pS0 ` S1 ` ¨ ¨ ¨ `

Sn´1q{n, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , 且有极限 lim
nÑ8

σn “ S, 即级数
8
ÿ

n“0

an 的 Cesáro 和为 S

(参见 39 页上第十三章末的几个参考题), 证明:

(1)
8
ÿ

n“0

anx
n 在 p´1, 1q 上收敛;

(2) 在 p´1, 1q 上成立
8
ÿ

n“0

anx
n
“ p1 ´ xq2

8
ÿ

n“0

pn ` 1qσn`1x
n;

(3) 记 Spxq “
8
ÿ

n“0

anx
n, x P p´1, 1q, 则有 lim

xÑ1´
Spxq “ S.

11. 设 tanu 与 tbnu 为正数数列, 幂级数
8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 1, 且在 x “ 1 处

发散. 如果 lim
nÑ8

bn

an
“ A, 证明: lim

xÑ1´

ř8

n“0 bnx
n

ř8

n“0 anx
n
“ A.

12. 证明:如果正项级数
8
ÿ

n“0

cn “ A, 则 lim
xÑ1´

˜

8
ÿ

n“0

cnx
n

¸

“ A. (本题为上题之特例,

但也可以用其他方法做.)

13. 设 f 在区间 r0, rs 上无限次可微, 且 f 及其所有导函数都是非负的, 证明: f 的

Maclaurin 级数展开式在 r0, rq 上成立: fpxq “
8
ÿ

n“0

f pnqp0q

n!
xn.

14. (生成函数法)设 tanu为 Fibonacci数列: a0 “ a1 “ 1, an “ an´1`an´2, @ n ě

2, 定义 @跟锦数学微信公众号

fpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2
` ¨ ¨ ¨ ` anx

n
` ¨ ¨ ¨
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为 tanu 的生成函数. 试求出 f , 并由此求出 tanu 的解析表达式, 同时求出该级

数的增长数: lim
nÑ8

an`1

an
(参考上册 48 页).

15. 利用上题的生成函数方法证明组合学中的 Vandermonde (范德蒙德) 恒等式:

@跟锦数学微信公众号

n
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙ˆ

β

n ´ k

˙

“

ˆ

α ` β

n

˙

,

并由此推出
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙2

“

ˆ

2n

n

˙

.

第15章Fourier级数

15.1.5练习题

1. 求下列函数的 Fourier 系数:

(1) sin3 x ` cos4 x;

(2) ax3
` bx2

` cx ` d, x P p´π, πq.

2. 将定义在

ˆ

0,
π

2

˙

上的可积和绝对可积函数 f 延拓到区间 p´π, πq 上, 使其

Fourier 级数具有如下的形式:
8
ÿ

n“1

b2n´1 sinp2n ´ 1qx.

3. 证明: fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

c, 0 ă x ď π,

0, x “ 0,

´c, ´π ă x ă 0

的 Fourier级数的前 2n´1项的和 S2n´1 “

2n´1
ÿ

k“1

bk sin kx 具有形式 @跟锦数学微信公众号

S2n´1pxq “
2c

π

ż π

0

sin 2nt

sin t
dt.

4. 设 f P C1
r´π, πs, 证明: @跟锦数学微信公众号

an “ o

ˆ

1

n

˙

, bn “ O

ˆ

1

n

˙

;

如果又有 fpπq “ fp´πq, 则 bn “ o

ˆ

1

n

˙

.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 809 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

5. 设 f 是以 2π 为周期的有界函数且在 p´π, πq 上逐段单调, 证明: @跟锦数学微

信公众号

an “ O

ˆ

1

n

˙

, bn “ O

ˆ

1

n

˙

.

(可在每个单调区间上用积分第二中值定理 (见上侧的命题 10.2.2).)

6. 设 f 是以 2π 为周期的函数且在 r´π, πs 上可积和绝对可积, 证明: 用 sinx 去

乘 f 的 Fourier 级数的每一项所得的三角级数就是 fpxq sinx 的 Fourier 级数.

7. 设 ra, bs 上的连续函数系 tenu 满足条件

ż b

a

eipxqejpxq dx “ δij, 其中 δij “

0, @ i ‰ j; δii “ 1, 则称该函数系在 ra, bs 上为规范正交系. 设 f 在 ra, bs 上

的可积和平方可积, 定义 cn “

ż b

a

fpxqenpxq dx 为 f 关于 en 的 Fourier 系数,

n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 证明:级数
8
ÿ

n“1

c2
n 收敛. 又问: 当 n 固定时, a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 取什

么值时, 平方平均误差 @跟锦数学微信公众号

ż b

a

«

fpxq ´
n
ÿ

k“1

akekpxq

ff2

dx

最小?

8. 设 g 是周期为 1 的连续函数且

ż 1

0

gpxq dx “ 0, 函数 f P C1
r0, 1s, 令 @跟锦数

学微信公众号

an “

ż 1

0

fpxqgpnxq dx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

证明: 级数
8
ÿ

n“1

a2
n 收敛.

15.2.7练习题

1. 定义函数 fpxq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x, x P

ˆ

0,
π

2

˙

,

π

4
, x “

π

2
,

x ´
π

2
, x P

ˆ

π

2
, π

˙

.

将 f 展开为余弦级数, 并求数项级

数
8
ÿ

n“1

p´1qn´1

2n ´ 1
的值.
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2. 设对于 α ą 0 有函数 fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

x, x P

„

0,
a

2



,

a ´ x, x P

ˆ

a

2
, a



,
将 f 展开为:

(1) 余弦级数,

(2) 正弦级数.

3. 设 α 为非整数, 利用 fpxq “ cosαx, x P r´π, πs 的 Fourier 展开式, 证明下列

关于余切函数和余割函数的部分分式展开式: @跟锦数学微信公众号

cotx “
1

x
`

8
ÿ

n“1

ˆ

1

x ´ nπ
`

1

x ` nπ

˙

“
1

x
`

8
ÿ

n“1

2x

x2 ´ n2π2
,

cscx “
1

x
`

8
ÿ

n“1

p´1qn
ˆ

1

x ´ nπ
`

1

x ` nπ

˙

“
1

x
`

8
ÿ

n“1

p´1qn
2x

x2 ´ n2π2
,

且求出级数
8
ÿ

n“1

1

n2 ´ α2
的和.

4. 求下列函数在 r´π, πs 上展开为 Fourier 级数:

(1) fpxq “ | sinx|;

(2) fpxq “

#

ax, x P r´π, 0q,

bx, x P r0, πs.

5. 将下列函数展开为正弦级数:

(1) fpxq “ e´2x, x P r0, πs;

(2) fpxq “

$

&

%

cos
πx

2
, x P r0, 1q,

0, x P r1, 2s.

6. 将下列函数展开为余弦级数:

(1) fpxq “ xpπ ´ xq, x P r0, πs;

(2) fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

sin 2x, x P

„

0,
π

4

˙

,

1, x P

„

π

4
,
π

2



.

7. 设函数 fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

π ´ x, 0 ă x ď π,

0, x “ 0,

´π ´ x, ´π ă x ă 0.
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(1) 求 f 的 Fourier 展开式;

(2) 讨论 f 的 Fourier 级数在 p´π, πs 上是否收敛于 f , 是否一致收敛?

8. 设 f 在 r´π, πs 上可积和绝对可积, 证明: @ ε ą 0, 存在三角多项式 Pnpxq “
n
ÿ

k“0

pAk cos kx `Bk sin kxq, 使 @跟锦数学微信公众号

ż π

´π

|fpxq ´ Pnpxq| dx ă ε.

9. 设 f 为周期 2π 的连续函数, 且已知 @跟锦数学微信公众号

fpxq „
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx ` bn sinnxq,

证明: 若右边的级数一致收敛, 则其和函数一定就是 f .

10. 设 0 ă a ă π, 定义函数 fpxq “

#

1, |x| ă a,

0, a ď |x| ă π.
利用 f 的 Parseval 等式,

求下列级数的和:
8
ÿ

n“1

sin2 na

n2
,

8
ÿ

n“1

cos2 na

n2
.

15.3.2参考题

1. 设 f 是以 2π 为周期的函数且在 p0, 2πq 上可积和绝对可积, 证明:

(1) 如果 f 在 p0, 2πq 上单调减少, 则

ż 2π

0

fpxq sinnx dx ě 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ;

(2) 设 f 在 p0, 2πq 可导且 f 1 在 p0, 2πq 上可积和绝对可积, 如果 f 1 在 p0, 2πq

上单调增加, 则

ż 2π

0

fpxq cosnx dx ě 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

2. 设 f 为区间 r0, 2πs 上的下凸函数, 证明:

ż 2π

0

fpxq cosnx dx ě 0, @ n ě 1.

3. 设 f 是周期 2π 的连续函数, Fhpxq “
1

2h

ż x`h

x´h

fptq dt, 其中 h ą 0.

(1) 证明: Fh 是以 2π 为周期的连续可微函数;

(2) 证明: @ ε ą 0, D h ą 0, 使在 r´π, πs 上一致成立 |fpxq ´ Fhpxq| ă ε;

(3) 利用命题 15.2.8 重新证明 Weierstrass 第二逼近定理;

(4) 已知 f 的 Fourier 级数, 计算 Fh 的 Fourier 级数.
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4. 设 f 为周期 2π 的连续函数, fpxq „
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq, 定义 @跟

锦数学微信公众号

F pxq “
1

π

ż π

´π

fptqfpx ` tq dt,

(1) 计算 F 的 Fourier 系数;

(2) 证明: F 的 Fourier 级数一致收敛;

(3) 由此推出 f 的 Parseval 等式.

5. (1) 利用
n
ÿ

k“1

sin kx

k
“

n
ÿ

k“1

ż x

0

cos kt dt 求
8
ÿ

n“1

sinnx

n
之和;

(2) 用类似的方法求
8
ÿ

n“1

sinp2n ´ 1qx

2n ´ 1
之和.

6. 从上题的 (1) 所得的结果出发, 直接证明下列展开式成立:

(1)
8
ÿ

k“1

sin 2kx

2k
“
π

4
´
x

2
, 0 ă x ă π;

(2)
8
ÿ

k“1

sinp2k ´ 1qx

2k ´ 1
“
π

4
, 0 ă x ă π;

(3)
8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n
sinnx “

x

2
, |x| ă π;

(4) x2
“
π2

3
` 4

8
ÿ

n“1

p´1qn

n2
cosnx, |x| ă π;

(5) x “
π

2
´

4

π

8
ÿ

n“1

cosp2k ´ 1qx

p2k ´ 1q2
, 0 ď x ď π;

(6)
3x2 ´ 6πx ` 2π2

12
“

8
ÿ

n“1

cosnx

n2
, 0 ď x ď π.

7. (Stekelov (斯捷克洛夫) 不等式) 设连续函数 f 在 r0, πs 上分段可导, 且 f 1 在

r0, πs 上可积和平方可积, 证明: 只要条件

(1)

ż π

0

f “ 0 和

(2) fp0q “ fpπq “ 0

之中有一个满足, 就成立不等式 @跟锦数学微信公众号
ż π

0

f 12pxq dx ě

ż π

0

f2
pxq dx.
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8. (Wirtinger 不等式) 设连续函数 f 在 r´π, πs 上分段可导, fp´πq “ fpπq, 且

f 1 在 r´π, πs 上可积和平方可积, 又

ż π

´π

fpxq dx “ 0, 证明: @跟锦数学微信公

众号
ż π

´π

f 12pxq dx ě

ż π

´π

f2
pxq dx,

且仅当 fpxq “ A cosx `B sinx 时等号成立.

9. 设周期 2π 的函数 f 及其导函数 f 1 均分段连续, 证明: f 的 Fourier 级数在不

含有 f 的间断点的任何闭区间上一致收敛.

10. 证明:

(1)
8
ÿ

n“1

sinn

n
“

8
ÿ

n“1

sin2 n

n2
“
π ´ 1

2
;

(2)
8
ÿ

n“1

sin2 n

n4
“
pπ ´ 1q2

6
.

11. 设函数 f 是以 2π 为周期的连续函数, 不恒等于 0, 且 @跟锦数学微信公众号
ż π

´π

fpxq sin kx dx “

ż π

´π

fpxq cos kx dx “ 0, k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n.

证明: f 在任何长度大于 2π 的区间上至少改变符号 2n ` 2 次.

12. 设 f 是在区间 r0,`8q 上的单调函数, 且 fp`8q “ 0, 证明: @跟锦数学微信公

众号

lim
nÑ8

ż `8

0

fpxq sinnx dx “ 0.

13. 设 fpxq “
8
ÿ

n“1

n2e´n sinnx, 证明: max
0ďxď2π

t|fpxq|u ě
2

πe
.

14. 对于收敛于 0 的给定正数数列 tεnu, 证明: 存在连续函数 f , 使得 f 的 Fourier

系数 tanu , tbnu 对于无限多个 n 满足不等式 |an| ` |bn| ą εn.

15. 设 f P Cr´π, πs, 且其导函数 f 1 可积和绝对可积, 若有 @跟锦数学微信公众号

fpxq „
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx ` bn sinnxq,

证明: @跟锦数学微信公众号

f 1pxq „
c

2
`

8
ÿ

n“1

rpnbn ` p´1qncq cosnx ´ nan sinnxs,

其中 c “
fpπq ´ fp´πq

π
, 且有 c “ lim

nÑ8
rp´1qn´1nbns.
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16. 设三角级数
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx ` bn sinnxq 有极限 c “ lim
nÑ8

rp´1qn´1nbns, 又

有可积和绝对可积函数 ϕ 满足条件 @跟锦数学微信公众号

ϕpxq „
c

2
`

8
ÿ

n“1

rpnbn ` p´1qncq cosnx ´ nan sinnxs,

且在 ϕ 的连续点上成立 f 1pxq “ ϕpxq.

17. 利用上题证明:三角级数
8
ÿ

n“2

p´1qnn sinnx

n2 ´ 1
是某个连续可微函数 f 的 Fourier

级数, 且 f 满足微分方程 f 2 ` f “ ´ sinx, 并求出 f .

18. 证明: 在区间 ra, bs 上的可积和平方可积函数空间中, 由有限个函数组成的正交系

不可能是完备的.

19. (de la Vallée Poussin 核) 设 f 是以 2π 为周期的连续函数, 记 @跟锦数学微

信公众号

Vnpxq “
p2nq!!

2πp2n ´ 1q!!

ż π

´π

fptq

ˆ

cos
t ´ x

2

˙2n

dt.

证明:

(1) Vnpxq 是 n 次三角多项式;

(2) 函数列 tVnu 在 p´8,`8q 上一致收敛于 f .

20. 证明: 三角级数 cosx`
cos 2x

2
` ¨ ¨ ¨ `

cosnx

n
` ¨ ¨ ¨ 的部分和函数 Snpxq ě ´1,

并且 lim
nÑ8

min
0ďxďπ

tSnpxqu “ ´ ln 2.

第16章无穷级数的应用

16.1.3练习题

1. (广义积分的控制收敛定理) 设函数列 tSnpxqu 在 p´8,`8q 上内闭可积, 且内闭

一致收敛于函数 S, 如果存在函数 F , 使 |Snpxq| ď F pxq 对于每个 n 和每个 x

都成立, 且广义积分

ż `8

´8

F pxq dx 收敛, 证明: @跟锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż `8

´8

Snpxq dx “

ż `8

´8

Spxq dx.
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2. 设
8
ÿ

n“0

anx
n 的系数均非负, 收敛半径为 `8, 和函数为 Spxq. 证明: 如果

8
ÿ

n“0

ann! 收敛, 则广义积分

ż `8

0

e´xSpxq dx 也收敛, 且等于
8
ÿ

n“0

ann!.

3. 证明下列结果:

(1)

ż 1

0

lnp1 ´ xq

x
dx “ ´

8
ÿ

n“1

1

n2
;

(2)

ż 1

0

lnx

1 ´ x2
dx “ ´

π2

8
;

(3)

ż 1

0

lnx lnp1 ´ xq dx “ 2 ´
π2

6
;

(4)

ż `8

0

x

ex ´ e´x
dx “

π2

8
.

4. 证明:

ż 1

0

x´x dx “
8
ÿ

n“1

n´n.

5. 证明:

ż `8

0

xe´
x2

2

ˆ

1 `
x2

22
`

x4

2242
` ¨ ¨ ¨ `

x2n

rp2nq!!s2
` ¨ ¨ ¨

˙

dx “ e
1
2 .

16.2.3练习题

1. 设已知
8
ÿ

n“1

p´1qn´1an “ A,
8
ÿ

n“1

a2n´1 “ B, 证明:
8
ÿ

n“1

an 收敛并求其和.

2. 设 P pxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` amx
m 为 m 次多项式, 求级数

8
ÿ

n“0

P pnq

n!
的和.

3. 求 1 ´
23

1!
`

33

2!
´

43

3!
` ¨ ¨ ¨ 的和.

4. 求下列级数的和:

(1)
8
ÿ

n“1

arctan
1

2n2
;

(2)
8
ÿ

n“1

arctan
2

n2
.

5. 设 a ą 1, 求
8
ÿ

n“0

2n

a2n ` 1
的和.
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6. 求 1 `
1

3
´

1

5
´

1

7
`

1

9
`

1

11
´ ¨ ¨ ¨ 的和.

7. 求 1 ´
1

7
`

1

9
´

1

15
`

1

17
´

1

23
` ¨ ¨ ¨ 的和.

8. 求 1 ´
1

4
`

1

7
´

1

10
` ¨ ¨ ¨ 的和.

9. 设 an “ 1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 求

8
ÿ

n“1

an

npn ` 1q
的和.

10. 求
8
ÿ

n“0

ˆ

1

4n ` 1
`

1

4n ` 3
´

1

2n ` 2

˙

的和.

11. 求 1 ´
1

4
`

1

6
´

1

9
`

1

11
´

1

14
` ¨ ¨ ¨ 的和.

12. 求
x3

3!
`
x9

9!
`
x15

15!
` ¨ ¨ ¨ 的和函数.

13. 求
8
ÿ

n“1

rpn ´ 1q!s2

p2nq!
p2xq2n 的和函数.

14. 求
8
ÿ

n“1

xn`1

p1 ´ xnqp1 ´ xn`1q
的和函数.

15. 设
8
ÿ

n“1

1

an
为发散的正项级数, x ą 0, 求

8
ÿ

n“1

a1a2 ¨ ¨ ¨ an

pa2 ` xqpa3 ` xq ¨ ¨ ¨ pan`1 ` xq
的

和函数.

16. 设 x ą 1, 求
x

x ` 1
`

x2

px ` 1qpx2 ` 1q
`

x4

px ` 1qpx2 ` 1qpx4 ` 1q
` ¨ ¨ ¨ 的和函

数.

16.3.6练习题

1. 设 f 在 ra, bs 上有定义, 且对每个 ε ą 0, 存在多项式 P , 使得满足条件 |fpxq ´

P pxq| ă ε, @ x P ra, bs, 证明: f P Cra, bs.

2. 设 f P Cra, bs, 证明:

(1) f 可以在 ra, bs 上展开为一致收敛的多项式级数, 且在级数中除第一项之外均

为在 ra, bs 上非负的多项式;

(2) f 可以在 ra, bs 上展开为绝对一致收敛的多项式级数;
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(3) 对于给定的收敛正项级数
8
ÿ

n“1

an, 其中有无限多项大于 0, 存在于区间 ra, bs

上一致收敛于 f 的多项式级数
8
ÿ

n“1

Pnpxq, 使满足条件 sup
xPra,bs

t|Pnpxq|u ď

an, @ n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

3. 设 f P Rra, bs, 则对于每个 ε ą 0, 存在两个多项式 ppxq 和 P pxq, 使得满足条

件:

(1) ppxq ď fpxq ď P pxq, @ x P ra, bs;

(2)

ż b

a

|P pxq ´ ppxq| dx ă ε.

4. 设 f P Cra, bs, 且对每个非负整数 n 满足条件

ż b

a

xnfpxq dx “ 0, 证明 f 为恒

等于 0 的常值函数. 又若条件改为对于大于某个正整数 n0 的所有 n 成立, 则也

有相同结论.

5. (1) 设 f P Cr´1, 1s, 且对每个非负整数 n 满足条件

ż 1

´1

x2nfpxq dx “ 0, 则 f

必为奇函数.

(2) 设 f P Cr´1, 1s, 且对每个非负整数 n 满足条件

ż 1

´1

x2n`1fpxq dx “ 0, 则

f 必为偶函数.

6. 设 f P Cr0, 1s, 证明: 存在每项为奇次项的多项式序列在 r0, 1s 上一致收敛于 f

的充分必要条件为 fp0q “ 0.

7. 设 f P Rra, bs, 且对每个非负整数 n 满足条件

ż b

a

xnfpxq dx “ 0, 证明: f 在每

个连续点上等于 0.

8. 设函数 f 在区间 p´8,`8q 上可以展开为一致收敛的多项式级数, 证明: f 本身

必是多项式. (这断定了 Weierstrass 定理不可能不做改变而推广到无限区间上

去.)

16.5.2参考题

1. 求下列级数之和:

(1)
1

1 ¨ 2 ¨ 3
`

1

3 ¨ 4 ¨ 5
`

1

5 ¨ 6 ¨ 7
` ¨ ¨ ¨ ;
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(2)
1

2 ¨ 3 ¨ 4
`

1

4 ¨ 5 ¨ 6
`

1

6 ¨ 7 ¨ 8
` ¨ ¨ ¨ ;

(3)
1

1 ¨ 2 ¨ 3 ¨ 4
`

1

4 ¨ 5 ¨ 6 ¨ 7
`

1

7 ¨ 8 ¨ 9 ¨ 10
` ¨ ¨ ¨ .

2. 求 Leibniz 型级数
8
ÿ

n“1

p´1qn´1 lnn

n
之和.

3. 证明:
8
ÿ

m“1

8
ÿ

n“1
n‰m

1

m2 ´ n2
“ ´

π2

8
.

4. (Goldbach (哥德巴赫)) 设 q 取遍所有大于 1 的正整数的乘幂, 且其指数均大于

1, 证明
ÿ

q

1

q ´ 1
“ 1.

5. 设 a1 “ 2, a2 “ 8, an “ 4an´1 ´ an´2, n “ 3, 4, 5, ¨ ¨ ¨ , 证明: @跟锦数学微信公

众号
8
ÿ

n“1

arccot a2
n “

π

12
.

6. 证明: π “
8
ÿ

n“0

pn!q22n`1

p2n ` 1q!
.

7. 设 tgnu 是 r0, 1s 上非负连续函数列, 且对每个 xk pk “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ q 存在极限 @跟

锦数学微信公众号

lim
nÑ8

ż 1

0

xkgnpxq dx,

证明: 对任意的 f P Cr0, 1s, 存在极限 lim
nÑ8

ż 1

0

fpxqgnpxq dx.

8. 设 f 在 ra, bs 上有界且有原函数, g P Cra, bs, 证明: f ¨ g 在 ra, bs 上有原函数.

9. 设 f 在 ra, bs 上有界且有原函数, g P C1
r0, 1s 且 g1pxq ą 0, 证明: 复合函数

f ˝ g 在 r0, 1s 上有原函数.

10. 题 8 中 f 有界的条件不可以去掉 (见 [62] 的第二册 340 页). 在 r0, 1s 上定义

@跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

’

&

’

%

1
?
x

sin
1

x
, 0 ă x ď 1,

0, x “ 0,

gpxq “

$

&

%

?
x sin

1

x
, 0 ă x ď 1,

0, x “ 0,

验证它们满足题 8 总能除 f 有界的所有条件, 但 f ¨ g 在 r0, 1s 上无原函数.
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11. 设函数 f 在有界开区间 pa, bq 上可以展开为一致收敛的多项式级数, 证明: f 必

在 pa, bq 上一致连续.

12. 设 f P Cr1,`8q, fp`8q “ A, 则对于每个 ε ą 0, 存在多项式 P , 使得 @跟锦

数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ P

ˆ

1

x

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε, x P r1,`8q.

13. 设 f P Cr1,`8q, fp`8q “ A, 则对于每个 ε ą 0, 存在多项式 P , 使得 @跟锦

数学微信公众号

|fpxq ´ P pe´xq| ă ε, x P p0,`8q.

14. (处处连续处处不可导的函数) 将 p0, 1q 中的数 x 按照十进制展开为 x “
8
ÿ

k“1

xk

10k
,

其中 xk 为 0 到 9 的个位数字. 对于 x 有两种十进制表示的情况, 约定从某位后

全为 0 的一种表示. 定义函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “
8
ÿ

k“1

uk

2k
,

其中 u1 “ 1, 而当 k ě 1 时 @跟锦数学微信公众号

uk`1 “

#

uk, 若xk`1 “ xk,

1 ´ uk, 若xk`1 ‰ xk.

证明: f 于 p0, 1q 内处处连续, 但处处不可微. (本利见《美国数学月刊》(1952)

第 59 卷 222-225 页, 又见 [29].)

15. 设对每个正整数 n, unpxq 是区间 r0, 1s 上的非负单调增加函数且级数
8
ÿ

n“1

unp1q

收敛. 令 Spxq “
8
ÿ

n“1

unpxq, 则 Spxq 的不连续点集等于所有 unpxq 的不连续点

集之并.

16. (有稠密间断点的单调函数) 设数列 txnu 是 p0, 1q 内的有理数全体, 又任取一个

收敛的正项级数
8
ÿ

n“1

an, 其中要求每个 an ą 0. 然后对每个正整数 n 定义 @跟

锦数学微信公众号

unpxq “

#

0, 0 ď x ď xn,

an, xn ă x ď 1.
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然后定义 fpxq “
8
ÿ

n“1

unpxq, 0 ă x ă 1, 并补充定义 fp0q “ ´1, fp1q ““

1 `
8
ÿ

n“1

an. 证明: f 是 r0, 1s 上以所有有理点为其间断点的单调函数.

17. (有稠密间断点的导函数) 已知函数 @跟锦数学微信公众号

fpxq “

$

&

%

x2 sin
1

x
, x ‰ 0,

0, x “ 0

的导函数以 x “ 0 为其 (第二类) 间断点 (见上册 164 页). 设 trnu 为区间 p0, 1q

内的所有有理点, 构造在区间 p0, 1q 上的函数项级数 @跟锦数学微信公众号

8
ÿ

n“1

fpx ´ rnq

2n
,

将其和函数记为 F , 用逐项微分定理求出导函数 F 1, 并证明: F 1 在 p0, 1q 内以每

个 rn 为其第二类间断点, 而在其他点上连续.

第17章高维空间中的点集与基本定理

17.1.3思考题

1. 按定义证明闭集的如下重要性质:

(1) 任意多个闭集的交集是闭集;

(2) 有限多个闭集的并集是闭集.

2. 证明聚点定义 (1), (2) 的等价性.

3. 在例题 17.1.1 的证明过程中, 我们使用的是聚点等价定义 (1). 若使用原始定义,

证明是否能通过? 若不能, 应如何修改?

4. 无限多个开集的交是否一定是开集?

17.1.4练习题

1. 证明: S̄ “ S Y BS.

2. 证明: BS “ S̄ ´ S˝.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 821 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

3. 若 A XB “ ∅, 则 Ā XB˝
“ ∅.

4. 证明: S “ Sd ô S 闭, 且 S 无孤立点.

5. S 为 Rn 中的点集, 证明: S̄ “ tx P Rn; dpx, Sq “ 0u.

6. 若 S 为凸集, 则 S̄ 也是凸集.

7. 对于集合 S 与任一组集合 Aα, α P I, 恒有分配律: @跟锦数学微信公众号

S X

˜

ď

αPI

Aα

¸

“
ď

αPI

pS XAαq.

17.2.3练习题

1. 设 A,B 是 Rn 中的两个不相交的闭集, 其中一个有界, 证明: dpA,Bq ą 0. 如果

A,B 均是无界闭集, 是否仍有 dpA,Bq ą 0?

2. 设 S1, S2 是 Rn 中不相交的闭集, 其中一个有界. 证明: 存在开集 O1, O2 满足

Si Ă Oi, i “ 1, 2, 且 O1 X O2 “ ∅.

3. 由闭矩形套定理证明凝聚定理.

4. 由凝聚定理证明 Cauchy 收敛定理.

5. 由紧性定理证明聚点定理.

17.3.2第1组参考题

1. 证明: Rn 中每个闭集可表为可列个开集的交, 每个开集可表为可列个闭集的并.

2. 用闭集套定理证明三角形三边上的中线交于一点.

3. 设函数 fpxq 在 p´8,`8q 上连续, 证明: @跟锦数学微信公众号

E “ tpx, fpxqq;x P p´8,`8qu

是平面上的闭集 (称为 f 的图像).

4. 证明: S˝ 是开集, 而且是包含于 S 的最大开集.

5. (Rn 的正规性) 设 S1, S2 为 Rn 中不相交的闭集 (不一定有界). 证明: 存在开集

O1, O2 满足 Si Ă Oi, i “ 1, 2, 且 O1 X O2 “ ∅.
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6. (1) 设 S 是 Rn 中的有界集合. 证明: @ δ ą 0, D S 中有限多个点 p1, p2, ¨ ¨ ¨ , pk,

使得
k
ď

i“1

Oδppiq Ą S;

(2) 证明覆盖定理的 Lebesgue 形式: 若 tGαu 是有界闭集 F 的开覆盖, 则

D δ ą 0, 使得 @ p P F , 存在 tGαu 中的一个开集 G, 满足 Oδppq Ă G;

(3) 证明覆盖定理的 Lebesgue 形式与通常的表述形式 (若 tGαu 是有界闭集 F

的开覆盖, 则存在 tGαu 中的有限个开集 G1, G2, ¨ ¨ ¨ , Gm, 使得
m
ď

i“1

Gi Ą F )

等价.

17.3.2第2组参考题

1. 证明: Rn 中的开集 D 是连通的充分必要条件是 D 不能分解为两个不想交的非

空子开集的并.

2. 证明: R 中集合 D 是道路连通的充分必要条件是 D 为区间.

3. 证明: 有公共点的连通集的并集是连通集.

4. 证明: A “ tpx, yq;xy至少有一个是有理数 u 是 R2 中的道路连通集.

5. 证明: 道路连通集一定是连通集, 但连通集未必是道路连通集. (考查例子 E “
"

px, yq; y “ sin
1

x
, 0 ă x ď

2

π

*

, 证明 Ē 是连通而非道路连通的.)

6. 设 A,B 为 Rn 的非空子集, 定义 A `B 为一切形如 x ` y 的点组成的集合, 其

中 x P A, y P B.

(1) 如果 K 为 Rn 的紧子集, C 为 Rn 的闭子集, 证明: K `C 为 Rn 的闭子集.

(2) 如果 K,C 均为 Rn 的闭子集, K `C 未必是 Rn 的闭子集. 考虑 K 为整数

集合, C 为一切形如 αn 的数组成的集合, 其中 m P K, α 是某个确定的无

理数. 证明: K ` C “ R, 但 K ` C ‰ R.

第18章多元函数的极限与连续

18.1.4思考题

1. 证明多元函数极限的 Heine 归结原理: 设点 a P Rn, A P R, 则 lim
xÑa

fpxq “ A
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的充分必要条件是: 对满足条件 xk ‰ apk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, lim
kÑ8

xk “ a 的每个点列

txku, 都有 lim
kÑ8

fpxkq “ A. (参见上册 104-105 页.)

2. 证明多元函数极限的 Cauchy 收敛准则: 函数 fpxq 在点 a 有极限的充分必要条

件是对每一个 ε ą 0, D δ ą 0, 使得对于 Oδpaq z tau 中的每一对点 x1, x2, 满足

不等式 |fpx1q ´ fpx2q| ă ε.

18.1.6练习题

1. 求下列极限:

(1) lim
px,yqÑp0,aq

sinxy

x
;

(2) lim
px,yqÑp0,0q

px ` yq lnpx2
` y2

q;

(3) lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq, 其中 fpx, yq “

$

&

%

lnp1 ` xyq

x
, x ‰ 0,

y, x “ 0;

(4) lim
px,yqÑp8,0q

ˆ

1 `
1

x

˙
x2

x`y

;

(5) lim
px,yqÑp8,8q

x ` y

x2 ´ xy ` y2
.

2. 证明: lim
px,yqÑp0,0q

x2y2

x3 ` y3
不存在.

3. 讨论下列函数在点 p0, 0q 的重极限与累次极限:

(1)
x2y2

x2y2 ` px ´ yq2
;

(2) px ` yq sin
1

x
sin

1

y
.

(3) fpx, yq “

$

’

&

’

%

xy

x2 ` y2
` y sin

1

x
, x ‰ 0,

0, x “ 0.

4. 设一元函数 fptq 在 R 上有连续导数, 定义二元函数 @跟锦数学微信公众号

gpx, yq “
fpxq ´ fpyq

x ´ y
, x ‰ y,

求 lim
px,yqÑpt,tq

gpx, yq.
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5. 叙述并证明二元函数极限存在的唯一性定理具有有界性定理与局部保号性定理.

6. 设 lim
yÑy0

ϕpyq “ A, lim
xÑx0

ψpxq “ 0, 且在点 px0, y0q 附近有 |fpx, yq ´ ϕpyq| ď

ψpxq, 证明: lim
px,yqÑpx0,y0q

fpx, yq “ A.

7. 证明: 在命题 18.1.2 中若 fpx, yq 除直线 x “ x0, y “ y0 外有定义, 其他条件不

变, 则重极限与两个累次极限都存在, 并且相等.

18.2.5练习题

1. 设二元函数 fpx, yq 在 ra, bs ˆ rc, ds 上连续, 函数列 ϕnpxq pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

在 ra, bs 上一致收敛并满足条件 c ď ϕnpxq ď d, 证明: 函数列 Fnpxq “

f px, ϕnpxqq pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 在 ra, bs 上一致收敛.

2. 证明: fpx, yq “
a

x2 ` y2 在 R2 上一致连续.

3. 在命题 18.2.1 中, 由 (1) 直接证明 (4).

4. 如果 f 把 R 中的任意开集映为开集, 问 f 是否是 R 上的连续函数.

5. fpx, yq 在 R2 上连续, 且 lim
|x|`|y|Ñ8

fpx, yq 存在. 证明: fpx, yq 在 R2 上有界, 且

一致连续.

6. 证明: 若 D Ă R2 是有界闭域, f 为 D 上连续函数, 则 fpDq 是一个有界闭区间.

7. 利用命题 18.2.1 和例题 18.2.7 重新证明上一章的第一组参考题 5.

8. (14.1.1 小节中 Dini 判别法的推广) 设 D 是 Rn 中的紧集, tfku 是 D 上的

连续函数列, 且对每一点 x P D 有 f1pxq ě f2pxq ě ¨ ¨ ¨ ě fkpxq ě ¨ ¨ ¨ 以及

lim
kÑ8

fkpxq “ 0. 证明: 函数列 tfku 在 D 上一致收敛.

9. 证明: 在例题 18.2.8 中的 ωfpaq 可改为 lim
δÑ0`

sup
|a´x|ďδ

t|fpaq ´ fpxq|u.

10. 证明: 连续函数把紧集映为紧集.

18.3.2第1组参考题

1. 设 fpx, yq 关于 x 在 ra, bs 上连续, 且关于 y 单调增加. 如果有 @跟锦数学微信

公众号

lim
yÑd´

fpx, yq “ fpx, dq, x P ra, bs,
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证明: 这一收敛关于 x P ra, bs 是一致的, 即 @ ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当 0 ă d´y ă

δ 时, 对所有的 x P ra, bs, 都有 |fpx, yq ´ fpx, dq| ă ε.

2. 设 f 在 ra, bs ˆ rc, ds 上连续, 定义 @跟锦数学微信公众号

ψpxq “ max
aďξďx

"

max
aďyďξ

tfpξ, yqu

*

,

证明: ϕpxq 在 ra, bs 上连续.

3. 设 D 是 Rn 的紧子集, f 为定义在 D 上导函数, 证明: f 在 D 上连续的充分必

要条件是下列集合 @跟锦数学微信公众号

 

px, yq P Rn`1; y “ fpxq, x P D
(

是 Rn`1 中的紧集.

4. 设 f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn 是 r0, 1s 上的 n 个连续函数, 称 f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn 在 r0, 1s 上线

性相关, 若存在不全为零的常数 c1, c2, ¨ ¨ ¨ , cn, 使得 @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

j“1

cjfjpxq ” 0, x P r0, 1s.

证明: f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn 在 r0, 1s 上线性相关的充分必要条件是 @跟锦数学微信公众

号

det

ˆ„
ż 1

0

fipxqfjpxq dx



nˆn

˙

“ 0,

其中 det pAq 是 A 的行列式.

5. 设 p1, p2, ¨ ¨ ¨ , pk 是 R2 上的 k 个相异的点, 证明: 存在一个最小半径的圆盘 B,

把这 k 个点覆盖. 对于 Rn 中的点, 也有类似的每个命题.

6. 设 A,B 是两个 n 阶的实对称方阵, 其中 B 是正定矩阵. 设函数 @跟锦数学微

信公众号

Gpxq “ pxTBxq´1
pxTAxq

定义在 E “ Rn z t0u 上, 其中 xT 是 x 的转置. 证明:

(1) Gpxq 可以在 E 上取到最大值;

(2) Gpxq 的最大值点是与 A,B 有关的某个矩阵的特征向量. 请写出这个矩阵.
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18.3.2第2组参考题

1. 设 T 是 Rn 到 Rn 的一个映射, 如果存在常数 θ, 0 ă θ ă 1 以及正整数 n0, 使

得 @跟锦数学微信公众号

|T n0x ´ T n0y| ď θ|x ´ y|, @ x, y P Rn,

证明: 映射 T 有唯一的不动点.

2. 设 Ω 是 Rn 中的有界闭集, f 是 Ω 到 Ω 的一个映射, 满足 @跟锦数学微信公众

号

|fpxq ´ fpyq| ă |x ´ y|, @ x, y P Ω, x ‰ y.

证明: f 在 Ω 中存在唯一的不动点. 能否把命题中有界闭集的假设减弱为一般的

有界集或无界的闭集?

3. 证明: 连续映射将连通集映为连通集.

4. 设 Ω 是 Rn 中的区域, 函数 f 定义在 Ω 上, 对于点 x0 P Ω, 如果 ε ą 0, 存在

δ ą 0, 使得当点 x P Ω, 且 |x ´ x0| ă δ 时 @跟锦数学微信公众号

fpxq ă fpx0q ` ε p或 fpxq ą fpx0q ´ εq ,

则称 f 在点 x0 处上半连续 (或下半连续). 证明:

(1) f 在点 x0 上半连续的充分必要条件是 f 在点 x0 的邻近有上界, 且 @跟锦

数学微信公众号

lim
ΩQxÑx0

fpxq ď fpx0q;

(2) f 在点 x0 下半连续的充分必要条件是 f 在点 x0 的邻近有下界, 且 @跟锦

数学微信公众号

lim
ΩQxÑx0

fpxq ě fpx0q.

5. 设 Ω 是 Rn 中的紧集, f 是 Ω 上的上半连续函数 (下半连续函数), 则 f 在 Ω

上有上界并达到最大值 (有下界并达到最小值).

6. 设 tfku 是 Rn 中紧集 Ω 上的连续函数列, 如果对每个点 x P Ω, 均有 @跟锦数

学微信公众号

sup
k
tfkpxqu ă `8,

证明: 函数 fpxq “ sup
k
tfkpxqu 在 Ω 上达最小值.
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7. (Peano 曲线)

(1) 设 ∆ 是 R2 中由 y “ 0, y “
?

3x 和 y “ ´
?

3x `
?

3 所围成的正三角形闭

区域. 映射 f0 : r0, 1s Ñ ∆ 定义为 @跟锦数学微信公众号

f0p0q “ p0, 0q, f0

ˆ

1

2

˙

“

˜

1

2
,

?
3

6

¸

, f0p1q “ p1, 0q,

其余线性联结. 则 f0pr0, 1sq 是 ∆ 中从端点 A 到重心 K 再到端点 B 的一

条折线 L (见图 18.1 (a) ).

(2) 然后将 ∆ 等分成四个边长为
1

2
的小正三角形区域 ∆i, i “ 1, 2, 3, 4, L 等

分成长度为

?
3

6
的四段 Li, i “ 1, 2, 3, 4. 设 g0 : L Ñ ∆ 以类似 f0 的方

式一次把 Li, i “ 1, 2, 3, 4 映到 ∆i, i “ 1, 2, 3, 4 中. 令 f1 “ g0 ˝ f0, 则

f1pr0, 1sq 就是 ∆ 中一条联结 A,B 的折线, 由 2 ˆ 4 段直线段连成 (见图

18.1 (b) ).

(3) 再将 g1 把 f1pr0, 1sq 的每一段作类似于 g0 那样的变换. 令 f2 “ g1 ˝ f1, 则

f2pr0, 1sq 就如图所示是一条由 2ˆ 42 段直线段连成的折线 (见图 18.1 (c) ).

(4) 依类似的方式定义 fk “ gk´1 ˝ fk´1 : r0, 1s Ñ ∆, k “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ , 使得

fkpr0, 1sq 是一条由 2 ˆ 4k 段直线段连成的折线. 每段直线分别位于边长为
1

2k
的小正三角形区域中, 且 gk´1 保持 fk´1pr0, 1sq 的点在它所在的小正三角

形区域中.

(1) 证明: 任取 n ą m, 有 |fnptq ´ fmptq| ď
1

2m
, 从而 fptqpn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 在

r0, 1s 上一致收敛. 设其极限映射为 f , 证明: f : r0, 1s Ñ ∆ 连续;

(2) 证明: fpr0, 1sq “ ∆, 即连续映射 f 把区间 r0, 1s 映为 R2 中的一个面积为?
3

4
的区域 ∆.

8. (Tietze (蒂策) 扩张定理) 设 D Ă Rn 为闭子集, f : D Ñ R 为连续函数, 且
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|fpxq| ďM,x P D. 设 g0pxq “ 0, gkpxq 归纳定义为 @跟锦数学微信公众号

gkpxq “
2k´1dpx,Akq

3k rdpx,Akq ` dpx,Bkqs
´

2k´1dpx,Bkq

3k rdpx,Akq ` dpx,Bkqs
,

其中 @跟锦数学微信公众号

Ak “

#

x P D;ϕkpxq ě
2k´1

3k
M

+

, Bk “

#

x P D;ϕkpxq ď ´
2k´1

3k
M

+

,

而 ϕkpxq “ fpxq “ ´rg0pxq ` g1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` gk´1pxqs, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

(1) 证明: gkpxq pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ) 连续, 级数
8
ÿ

k“1

gkpxq 在 Rn 上一致收敛于 Rn 上

的连续函数 gpxq, 并且当 x P D 时 gpxq “ fpxq. 因此 g 称为 f 在 Rn 上
的连续扩张, 也称连续开拓;

(2) 证明: (1) 的结论当 f 并不有界时也成立.

(以上两题均取自 [2], 又见 [3] 之 §16.3)

9. 是否能把开集上的连续函数连续扩张到全空间? 一致连续函数呢? 考查 R 中的例
子.

10. 证明: 可以把定义在 Rn 中有理点集上的一致连续函数唯一扩张到全空间.

第19章偏导数与全微分

19.2.3思考题

1. 为什么说 fxpx0, y0q 存在就能保证一元函数 fpx, y0q 在点 x0 连续? 由此能否进

一步断言: 对充分接近 y0 的 y1, 一元函数 fpx, y1q 在点 x0 连续?

2. 证明全微分的性质 (1), (2).

3. 举例说明:

(1) fpx, yq 在某一点的邻域内存在偏导数, 但在该点不一定连续, 从而不一定可

微;

(2) fpx, yq 在某一点连续, 但在该点偏导数不一定存在, 从而不一定可微;

(3) fpx, yq 在某一点可微, 但在该点偏导数不一定连续.
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4. 证明: 若 fxpx, yq 在点 px0, y0q 存在, fypx, yq 在点 px0, y0q 连续, 则 fpx, yq

在点 px0, y0q 可微.

5. 设 z “ fpx, yq 在开集 D “ pa, bq ˆ pc, dq 上可微, 且全微分 dz 恒为零. 问

fpx, yq 在 D 上是否应取常数值? 证明你的结论.

19.2.4练习题

1. 设 fpx, yq “

$

’

&

’

%

a

|x ´ y|

x2 ` y2
sinpx2

` y2
q, x2

` y2
‰ 0,

0, x2
` y2

“ 0,

讨论:

(1) fpx, yq 在点 p0, 0q 是否连续?

(2) fpx, yq 在点 p0, 0q 是否可微?

2. 设 fpx, yq “

$

’

&

’

%

xy sin
1

x2 ` y2
, x2

` y2
‰ 0,

0, x2
` y2

“ 0.
证明:

(1) fxp0, 0q, fyp0, 0q 都存在;

(2) fxpx, yq, fypx, yq 在点 p0, 0q 不连续;

(3) fpx, yq 在点 p0, 0q 可微.

3. 设 fpx, y, zq 在开集 D 上有定义, fxpx, y, zq, fypx, y, zq 在 D 上有界, 且对固

定的 px, yq, fpx, y, zq 是 z 的连续函数. 证明: fpx, y, zq 在 D 上连续.

4. 求 u “ lnp1 ` x2
` y2

q 在 px, yq “ p1, 2q 处的全微分.

5. 已测得一圆柱体的地面直径 D0 “ 10.44, 高 H0 “ 18.36, 且测量误差 |∆D| ď

0.02, |∆H | ď 0.01. 试估计用体积公式
1

4
πD2H 计算时的绝对误差 ∆V 与相

对误差 ∆V {V .

6. fpx, yq 定义在矩形 I “ ra, bs ˆ rc, ds 上, 且 fy 在 I 上连续, 证明: fpx, yq 对

Y 满足一致 Lipschitz 条件, 即 D L ą 0, 使得 @ px, y1q, px, y2q P I, 都有 @跟

锦数学微信公众号

|fpx, y1q ´ fpx, y2q| ď L|y1 ´ y2|,

其中 L 与 x 无关.
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7. 若函数 fpx, yq的偏导数 fx和 fy 在区域D内存在,且 @ px, yq P D, fxpx, yqs “

fypx, yq “ 0, 证明: fpx, yq 在 D 上为常值函数.

8. 设 Ω Ă R2 是开区域, upx, yq, vpx, yq 在 Ω 内满足 @跟锦数学微信公众号

Bu

Bx
“
Bv

By
,
Bu

By
“ ´

Bv

Bx
, u2

` v2
“ C,

其中 C 为常数, 证明: upx, yq, vpx, yq 在 Ω 上均为常值函数.

9. 设 fpx, yq 在 G “
 

px, yq;x2
` y2

ă 1
(

上有定义, 若 fpx, 0q 在点 px, 0q 处连

续, 且 fypx, yq 在 G 上有界. 证明: fpx, yq 在点 p0, 0q 处连续.

19.3.4练习题

1. 设 u “ ex ` sin y ` t, x “ st, y “ s ` t, 求
Bu

Bt
.

2. 设 u “ fps, tq, s “
x

y
, t “

y

z
, 求

Bu

Bx
,
Bu

By
,
Bu

Bz
.

3. 设 u “ fps, t, yq, s “ ϕpx, yq, t “ ψpx, yq, 求
Bu

Bx
,
Bu

By
.

4. 设 u “ ex sin y, x “ 2st, y “ t ` s2, 求
Bu

Bs
,
Bu

Bt
.

5. 设 u “ fpax2
` by2

` cz2
q, 求 du.

6. 设 fpx, y, zq “

ˆ

x

y

˙
1
z

, 求 dfp1, 1, 1q.

7. 设 w “ F pxy, yzq, F 为具有连续偏导数的二元函数, 证明: @跟锦数学微信公众

号

x
Bw

Bx
` z

Bw

Bz
“ y

Bw

By
.

8. 设 z “ fpxyq, f 为可微的一元函数, 证明: x
Bz

Bx
´ y

Bz

By
“ 0.

9. 设二元函数 u “ F px, yq 满足方程 x
Bu

Bx
` y

Bu

By
“ 0, 证明: F px, yq 在极坐标系

下只是 θ 的函数.

10. 设二元函数 F 在直角坐标系中可写成 F px, yq “ fpxqgpyq, 在极坐标系中可写成

F pr cos θ, r sin θq “ hpθq, 求 F px, yq.
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11. 证明: u “ ϕpx ` atq ` ψpx ´ atq 满足方程
B2u

Bt2
´ a2B

2u

Bx2
“ 0, 其中 ϕ,ψ 为具

有二阶连续导数的一元函数.

12. 设 x “ xpu, vq, y “ ypu, vq 满足
Bx

Bu
“
By

Bv
,
Bx

Bv
“ ´

By

Bu
, 又设 w “ wpx, yq 满

足方程
B2w

Bx2
`
B2w

By2
“ 0, 证明:

(1) w “ wpxpu, vq, ypu, vqq 满足方程
B2w

Bu2
`
B2w

Bv2
“ 0;

(2)
B2pxyq

Bu2
`
B2pxyq

Bv2
“ 0.

13. 证明: 可微函数 z “ fpx, yq 仅是 ax ` by (ab ‰ 0) 的函数的充分必要条件是

b
Bz

Bx
“ a

Bz

By
.

14. 设 upx, yq 由连续二阶偏导数, F ps, tq 有连续一阶偏导数, 且满足 F pux, uyq “

0, F 2
s ` F

2
t ‰ 0, 证明: uxxuyy ´ u

2
xy “ 0.

15. 设 u “ f
´

a

x2 ` y2
¯

有连续二阶偏导数, 且满足
B2u

Bx2
`
B2u

By2
“ 0. 试求 upx, yq.

19.4.2练习题

1. 设 f : D Ă Rn Ñ Rm, x0 P D, 且存在矩阵 A, 使得在点 x0 的邻域上有 @跟锦

数学微信公众号

fpxq “ fpx0q `Apx ´ x0q ` opx ´ x0q,

其中 opx ´ x0q 表示当 |x ´ x0| Ñ 0 时, 模为高阶无穷小量的向量. 证明 f 在点

x0 处可微, 且 Jfpx0q “ A.

2. 设 f : R Ñ R3 是可微的向量值函数, 满足条件 |fptq| “ 1, @ t P R. 证明:

f 1ptq ¨ fptq “ 0, 并对这个结果进行几何上的解释.

3. 设 upx, yq, vpx, yq 在区域 R2 上有一阶连续偏导数, 且存在 C ą 0, 对任意两点

pxi, yiq P R2
pi “ 1, 2q 均成立 @跟锦数学微信公众号

pu1 ´ u2q
2
` pv1 ´ v2q

2
ě Crpx1 ´ x2q

2
` py1 ´ y2q

2
s,

其中 ui “ upxi, yiq, vi “ vpxi, yiq (i “ 1, 2), 则 @ px, yq P R2 有
Bpu, vq

Bpx, yq
‰ 0.
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19.5.2参考题

1. 设 upx, tq “
1

2
?
πt

e´
x2

4t , 证明: 当 t ą 0 时

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2u

Bx2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Ct´
3
2e´λ

x2

t , 其中 C 为正常

数, λ 为小于
1

4
的正常数.

2. 设 Γ px, y, z; ξ, η, ζq “ ´
1

4π
rpx ´ ξq2 ` py ´ ηq2 ` pz ´ ζq2s´

1
2 , 证明: @跟锦数

学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BΓ

Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

4π
rpx ´ ξq2 ` py ´ ηq2 ` pz ´ ζq2s´1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2Γ

ByBz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
3

4π
rpx ´ ξq2 ` py ´ ηq2 ` pz ´ ζq2s´

3
2 ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B3Γ

BxByBz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Crpx ´ ξq2 ` py ´ ηq2 ` pz ´ ζq2s´2,

其中 C 为正常数.

3. 设 upx, yq 有二阶偏导数, 无零点. 证明: u 满足方程 u
B2u

BxBy
“
Bu

Bx
¨
Bu

By
的充分

必要条件是 upx, yq “ fpxqgpyq.

4. 证明: 关于 n 次齐次函数的命题 19.3.1-19.3.4.

5. 设 u “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 ¨ ¨ ¨ 1

x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn
...

...
. . .

...

xn´1
1 xn´1

2 ¨ ¨ ¨ xn´1
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, 证明:

(1)
n
ÿ

i“1

Bu

Bxi
“ 0;

(2)
n
ÿ

i“1

xi
Bu

Bxi
“
npn ´ 1q

2
u.

6. 设 A “ paijqnˆn 是正交矩阵, fpyq 是定义在 Rn 上的二次可微函数, F pxq “

fpAxq. 证明: 当 y “ Ax 时有

(1)
n
ÿ

i“1

ˆ

Bf

Byi

˙2

“

n
ÿ

i“1

ˆ

BF

Bxi

˙2

;

(2)
n
ÿ

i“1

B2f

By2
i

“

n
ÿ

i“1

B2F

Bx2
i

.
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7. 求下列变换的 Jacobi 行列式:

(1) x1 “ r cos θ, x2 “ r sin θ, 求
Bpx1, x2q

Bpr, θq
;

(2) x1 “ r cos θ1, x2 “ r sin θ1 cos θ2, x3 “ r sin θ1 sin θ2, 求
Bpx1, x2, x3q

Bpr, θ1, θ2q
;

(3)

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

x1 “ r cos θ1,

x2 “ r sin θ1 cos θ2,

x3 “ r sin θ1 sin θ2 cos θ3,

¨ “ ¨ ¨ ¨ ,

xm´1 “ r sin θ1 sin θ2 sin θ3 ¨ ¨ ¨ sin θm´2 cos θm´1,

xm “ r sin θ1 sin θ2 sin θ3 ¨ ¨ ¨ sin θm´2 sin θm´1,

,

这里 r ě 0, 0 ď θ1, θ2, ¨ ¨ ¨ , θm´2 ď π, 0 ď θm´1 ď 2π. 试用数学归纳法求

@跟锦数学微信公众号

Bpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xmq

Bpr, θ1, θ2, ¨ ¨ ¨ , θm´1q
.

8. 函数值计算的相对误差估计:

(1) 利用可微函数定义与近似等式 ∆fpx;hq « dfpxqh, 证明:设 fpxq “ f1 ¨

f2 ¨ ¨ ¨ fn 是 n 个不为零的因子的乘积, 若 δi 是第 i 个因子的相对误差, 则它

们乘积的相对误差为 δ “ δpfpxq;hq «
n
ÿ

i“1

δi;

(2) 利用等式 d ln fpxq “
1

fpxq
dfpxq, 再次得到上题结果并证明: 一般的分式

f1f2 ¨ ¨ ¨ fn

g1g2 ¨ ¨ ¨ gn
px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xmq的相对误差是函数 f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn, g1, g2, ¨ ¨ ¨ , gn

的值的相对误差的和.

9. 设 x1ptq, x2ptq, ¨ ¨ ¨ , xnptq 是 R 上的可微函数, 满足: @跟锦数学微信公众号
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x11ptq “ a11x1ptq ` a12x2ptq ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxnptq,

x12ptq “ a21x1ptq ` a22x2ptq ` ¨ ¨ ¨ ` a2nxnptq,

¨ “ ¨ ¨ ¨ ,

x1nptq “ an1x1ptq ` an2x2ptq ` ¨ ¨ ¨ ` annxnpT q,

其中 aij ě 0, i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 假如对任何 i, 当 t Ñ `8 时, xiptq Ñ 0. 问函

数 x1ptq, x2ptq, ¨ ¨ ¨ , xnptq 必定是线性相关的吗 (这里函数线性相关的定义见上一

章的第一组参考题 4)?
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10. 设 f 为 Rn 上的 C2 映射, Jfpxq 为 Jacobi 矩阵, 它的元素为
Bfj

Bxi
pxq, i, j “

1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 在 Jacobi行列式 det pJfpxqq中对应的代数余子式为Aijpxq, i, j “

1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 证明如下的 Hadamard 恒等式: @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

i“1

BAij

Bxi
pxq “ 0, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

第20章隐函数存在定理与隐函数求导

20.1.3思考题

1. 证明: 方程 F px, yq “ px ´ yq2 “ 0 在点 p0, 0q 处有 Fyp0, 0q “ 0, 但在 x “ 0

附近仍存在唯一解 y “ x 且是连续可微的. 这与隐函数存在定理的结论是否矛

盾?

2. 设有方程 x2
` y2

` z2
´ 3xyz “ 0, 证明:

(1) 可确定点 p1, 1, 1q 附近的隐函数 z “ zpx, yq, 并求 zxp1, 1q;

(2) 可确定点 p1, 1, 1q 附近的隐函数 y “ ypx, zq, 并求 yxp1, 1q.

20.1.4练习题

1. 设 y “ ypxq 由下述方程确定, 求 y1, y2:

(1) lnpx2
` y2

q “ arctan
y

x
;

(2) xy “ yx;

(3) xy ´ 2x ln 2 ` 2y “ 0.

2. 求在指定点的导数:

(1) y3
` y ´ x2

“ 0, 求 y1p0q;

(2) x
2
3 ` y

2
3 ´ 4 “ 0, 求在点 p1, 3

?
3q 处的导数 y1;

(3) sinx ` 2 cos y ´ 1 “ 0, 求在点

ˆ

π

2
,
3π

2

˙

处的 y1, y2.

3. 设 z “ zpx, yq 是由下列方程确定的隐函数, 求指定的导数或微分:

(1) x ` y ` z “ e´px`y`zq, 求
Bz

Bx
,
Bz

By
,
B2z

By2
,
B2z

Bx2
,
B2z

BxBy
;
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(2) x3
` y3

` z3
´ 3xyz ´ 4 “ 0, 求在点 p1, 1, 2q 处的偏导数

Bz

Bx
,
Bz

By
;

(3) z “
a

x2 ´ y2 tan
z

a

x2 ´ y2
, 求

Bz

Bx
,
Bz

By
;

(4)
x

z
“ ln

z

y
, 求 dz;

(5) xy ` yz ` zx “ 1, 求
Bz

Bx
,
Bz

By
,
B2z

By2
,
B2z

Bx2
,
B2z

BxBy
.

4. 设 z “ zpx, yq 由下列方程确定, 求指定的导数或微分:

(1) fpx ` y ` z, x2
` y2

` z2
q “ 0, 求 dz;

(2) fpx, x ` y, x ` y ` zq “ 0, 求
Bz

Bx
,
Bz

By
;

(3) fpx ` y, y ` z, z ` xq “ 0, 求
B2z

Bx2
,
B2z

By2
,
B2z

BxBy
.

5. 验证下列各题中给出的隐函数满足指定的方程:

(1) xzx ´ yzy “ 2x, 其中 z “ zpx, yq 是由方程 F pxy, z ´ 2xq “ 0 确定的隐函

数;

(2) px2
´y2

´ z2
qzx` 2xyzy “ 2xz, 其中 z “ zpx, yq 是由方程 x2

`y2
` z2

“

yf

ˆ

z

y

˙

确定的隐函数;

(3) zxxzyy ´ z
2
xy “ 0, 其中 z “ zpx, yq 是由方程

x

z
“ ϕ

ˆ

y

z

˙

确定的隐函数, ϕ

二次连续可微, 且 x ´ yϕ1
ˆ

y

z

˙

‰ 0;

(4) u2
x ` u

2
y ` u

2
z “ 2pxux ` yuy ` zuzq, 其中 u “ upx, y, zq 是由方程 @跟锦

数学微信公众号
x2

a2 ` u
`

y2

b2 ` u
`

z2

c2 ` u
“ 1

确定的隐函数.

20.2.2思考题

1. 若由 F px, y, z, uq “ 0, Gpx, y, z, uq “ 0,Hpx, y, z, uq “ 0 可解出 x “

xpuq, y “ ypuq, z “ zpuq, 根据隐函数存在定理应如何对函数 F,G,H 假设

条件?
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2. 对极坐标变换 x “ r cos θ, y “ r sin θ, 在哪些点 pr0, θ0q 附近可存在反函数组

r “ rpx, yq, θ “ θpx, yq? 在 p0, θ0q 附近能否存在反函数组? 对结论做出直观解

释.

20.2.5练习题

1. 设 x “ ev ` u3, y “ eu ´ v3, 求反函数组的一阶偏导数
Bu

Bx
,
Bu

By
.

2. 对由方程组 @跟锦数学微信公众号
#

x ` y ` z “ 0

x2
` y2

` z2
“ 1

确定的函数 x “ xpzq, y “ ypzq, 求在点

ˆ

1
?

2
,´

1
?

2
, 0

˙

处的导数
dx

dz
,

dy

dz
.

3. 对方程组

#

x3
` y3

` z3
“ 3xyz,

x ` y ` z “ a
确定的隐函数组 y “ ypxq, z “ zpxq, 求出

导数
dy

dx
,

dz

dx
,

d2y

dx2
,

d2z

dx2
.

4. 设

$

&

%

x “ u cos
v

u
,

y “ sin
v

u
,

求反函数组的偏导数 ux, uy, vx, vy.

5. 设 u “ upxq 是由方程组 u “ fpx, y, zq, gpx, y, zq “ 0, hpx, y, zq “ 0 所确定.

求
du

dx
,

d2u

dx2
.

6. 求由方程组 x “ u cos v, y “ u sin v, z “ v 确定的 z “ zpx, yq 的所有二阶偏导

数.

7. 设 z “ zpx, yq 为由方程组 x “ eu`v, y “ eu´v, z “ uv 所定义的函数, 求当

pu, vq “ p0, 0q 时的 dz, d2z.

8. 设 u “ fpx, y, zq, gpx2ey, zq “ 0, y “ sinx, 且已知 f 与 g 都有一阶连续偏导

数, 求
du

dx
.

20.3.3练习题

1. 把方程 px ´ yq
Bz

Bx
` y

Bz

By
“ 0 变换为 x 作因变量, y, z 为自变量的形式.
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2. 引用新函数 r “
a

x2 ` y2, ϕ “ arctan
y

x
变换微分式 @跟锦数学微信公众号

w “ x
d2y

dt2
´ y

d2x

dt2
.

3. 以 ξ “ x ` y, η “ x ´ y 为新自变量, 变换方程
Bz

Bx
“
Bz

By
.

4. 取 u “ y ` ze´x, v “ x ` ze´y 为新的自变量, 变换微分式 @跟锦数学微信公众

号

F “ pz ` exq
Bz

Bx
` pz ` eyq

Bz

By
´ pz2

´ ex`yq.

5. 设 u “ xez, v “ yez, w “ zez, 试以 w 为新的因变量, u, v 为新的自变量, 变换

方程
Bz

Bx
“
Bz

By
.

6. 以 w 为新的因变量, ξ, η, ζ 为新的自变量, 变换方程 @跟锦数学微信公众号

x
Bu

Bx
` y

Bu

By
` z

Bu

Bz
“ u `

xy

z
,

其中 ξ “
x

z
, η “

y

z
, ζ “ z, w “

u

z
.

7. 试求
B2u

Bx2
`
B2u

By2
`
B2u

Bz2
在球坐标下的形式.

8. 以 u “ x ` 2y ` 2, v “ x ´ y ´ 1 为新的自变量, 变换方程 @跟锦数学微信公众

号

2
B2z

Bx2
`
B2z

BxBy
´
B2z

By2
`
Bz

Bx
`
Bz

By
“ 0.

9. 以 w 为新的因变量, u, v 为新的自变量, 变换方程 @跟锦数学微信公众号

B2z

Bx2
´ 2

B2z

BxBy
`

ˆ

1 `
y

x

˙

B2z

By2
“ 0,

其中 u “ x, v “ x ` y,w “ x ` y ` z.

10. 设 xu “ x2
` y2, yv “ x2

` y2, 证明:
Bpu, vq

Bpx, yq
“ ´

uv

xy
.

11. 若 upx, y, zq, vpx, y, zq 可微, 证明: @跟锦数学微信公众号

Bpu, vq

Bpy, zq

Bu

Bx
`
Bpu, vq

Bpz, xq

Bu

By
`
Bpu, vq

Bpx, yq

Bu

Bz
“ 0.

12. 设 u “ xy, v “
x

y
, 试求

Bpu, vq

Bpx, yq
,
Bpx, yq

Bpu, vq
.

13. 设 u “
x

r2
, v “

y

r2
, w “

z

r2
, 其中 r2

“ x2
` y2

` z2, 试求
Bpu, v, wq

Bpx, y, zq
.
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20.5.2第1组参考题

1. 设 fpx, yq 是在点 p0, 1q 附近连续可微, 且 fyp0, 1q ‰ 0, fp0, 1q “ 0. 证明: @跟

锦数学微信公众号

f

ˆ

x,

ż t

0

sin s ds

˙

“ 0

在点

ˆ

0,
π

2

˙

附近确定一个隐函数 t “ ϕpxq, 并求 ϕ1p0q.

2. 证明: 由方程 y “ x `
1

2
sin y 可在 p´8,`8q 中确定隐函数 y “ ypxq, 且

ypxq P C8
pRq, 即 ypxq 是 R 上的无穷次可微函数.

3. 设 x “ y ` ϕpyq, ϕpyq 满足 ϕp0q “ 0, ϕ1pyq 在 p´a, aq 中连续, 且 |ϕ1p0q| ď

k ă 1. 证明: 存在 δ ą 0, 使当 ´δ ă x ă δ 时有唯一可微函数 y “ ypxq 满足

方程 x “ y ` ϕpyq 且 yp0q “ 0.

4. 证明: 方程 F px, yq “ 1 ´ e´x ` y3e´y “ 0 在
 

x ą 0, y P R1
(

中存在唯一的解

y “ ypxqpx ą 0q, 且 ypxq 连续可微.

5. 设 fpx, yq 满足: fx 在 R2 上存在, fy 在 R2 上存在且连续, 且 @跟锦数学微信

公众号

|fx| ăM |fy|, fpx0, y0q “ 0,

这里 M 是正常数. 证明: fpx, yq “ 0 唯一确定一个定义在 R 上的可微解
y “ ypxq, 且满足 ypx0q “ y0. 再问条件 |fx| ă M |fy| 是否是必要的? 若去掉

fpx0, y0q “ 0 这个条件, 结论是否仍成立?

6. 设 u “ fpx, yq, v “ gpx, yq 在区域 Ω Ă R2 上有连续偏导数. 证明:

(1) 如果在 Ω 上的 Jacobi 矩阵的秩恒为 1, 则对 Ω 内任一点 px0, y0q, 存

在 px0, y0q 的邻域 U 和连续可微的函数 F pu, vq, pF 1uq
2
` pF 1vq

2
‰ 0, 使

F pfpx, yq, gpx, yqq “ 0 在 U 上恒成立;

(2) 若有连续可微函数 F pu, vq, pF 1uq
2
` pF 1vq

2
‰ 0, 使 F pfpx, yq, gpx, yqq “ 0

在 Ω 上恒成立, 则 @跟锦数学微信公众号

Bpu, vq

Bpx, yq
“ 0, px, yq P Ω.
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7. 设空间曲线 C 的方程是: @跟锦数学微信公众号

x “ fptq, y “ ϕptq, z “
f 1ptq

ϕ1ptq
, ´1 ă t ă 1,

其中 f, ϕ 在 p´1, 1q 上有二阶连续导数, 且一阶导数处处不等于 0. 设点集 @跟

锦数学微信公众号

E “

"

px, y, zq;x “ s2
`
f 1ptq

ϕ1ptq
` fptq, y “ 2s ` ϕptq, z “

f 1ptq

ϕ1ptq
, s, t P p´1, 1q

*

.

证明: E 中与曲线 C 充分接近 (即 |s| 充分小) 的一些点, 组成一张连续曲面

z “ zpx, yq.

8. 设函数 fpx, yq, gpx, yq 是定义在平面开区域 G 上的两个函数, 在 G 上均有连续

的一阶偏导数, 且在 G 内任意点处均有 @跟锦数学微信公众号

Bf

Bx

Bg

By
´
Bf

By

Bg

Bx
‰ 0.

又设有界闭区域 D Ă G. 证明: 在 D 内满足方程组 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “ 0, gpx, yq “ 0

的点至多有有限个.

9. 设 f 是 R3 上的连续可微函数. 若 fpx, y, zq “ 0, 则
Bz

By
¨
By

Bx
¨
Bx

Bz
“ ´1.

(1) 解释上述命题的精确含义;

(2) 对 Clapeyron (克拉佩龙) 公式
P ¨ V

T
“ 常数, 验证上述命题的正确性;

(3) 对于 n元连续可微函数 fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq确定的关系式 fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq “

0 是否有上述类似公式? 验证你的判断.

10. 设 f : R2
Ñ R2 为 C1 映射, 若只存在有限多个点 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xr, 使得

det Jfpxiq “ 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , r,

并且对每个正数 M ,
 

z P R2; |fpzq| ďM
(

是有界集, 证明: f 把 R2 映满 R2.

11. 设 f : Rn Ñ Rn 为 C1 映射, 且 Jfpx0q 可逆. 证明: @ x P Rn, 只要 |x| 充分小,

就存在 z P Rn, z “ op|x|q, 使得 @跟锦数学微信公众号

fpx0 ` x ` zq ´ fpx0q ´ Jfpx0qx “ 0.
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20.5.2第2组参考题

1. 试用压缩映射原理证明如下局部微分同胚定理: 设 U 是 Rn 的开集, f : U Ñ Rn

是 Ck 映射, x0 P U, det Jfpx0q ‰ 0. 则存在 x0 的邻域 W Ă U 和 fpx0q 的

邻域 V , 使得 f : W Ñ V 是 Ck 微分同胚.

2. 设 f : Rn Ñ Rn 是 C1 映射, 且存在 α ą 0 使 @ x P Rn 有 @跟锦数学微信公众

号

uT
¨ Jfpxq ¨ u ě α|u|2, @ u P Rn,

其中 uT 表示 u 的转置. 证明: @跟锦数学微信公众号

|fpxq ´ fpyq| ě α|x ´ y|, @ x, y P Rn,

且 f 是 Rn 上的微分同胚.

3. 用映射的语言叙述隐函数存在定理, 将它化为逆映射存在定理或直接用压缩映射

原理证明.

4. 20.2.4 小节的逆映射存在性定理证明是构造性的, 它给出了逆映射迭代构造格式.

设 y P V , 取合适的初始点 x0 P U , 则 @跟锦数学微信公众号

xn “ xn´1 ` pf
1
paqq´1

py ´ fpxn´1qq

就给出了迭代列 txnu 的公式. 讨论映射 @跟锦数学微信公众号

T : u “
1

2
px2

´ y2
q, v “ xy

的逆映射. 设 a “ p1, 1qT. 先求 @跟锦数学微信公众号

T 1paq “

¨

˚

˚

˝

Bu

Bx

Bu

By
Bv

Bx

Bv

By

˛

‹

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

px,yq“p1,1q

,

再利用迭代公式 @跟锦数学微信公众号
˜

xn

yn

¸

“

˜

xn´1

yn´1

¸

` pT 1paqq
´1

«˜

u

v

¸

´
1

2

˜

x2
n´1 ´ y

2
n´1

xn´1yn´1

¸ff

在 a 的邻域内求 T´1 的二次迭代解 px2, y2q
T, 并用它与逆映射的一次微分近似

@跟锦数学微信公众号

T´1

˜

u

v

¸

«

˜

1

1

¸

`

˜

1 ´1

1 1

¸´1 ˜

u

v ´ 1

¸
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作比较.

5. 设 U 是 Rm 的开集, f : U Ñ Rn 是 Ck 映射, 满足条件: @跟锦数学微信公众号

fp0q “ 0, Jfp0q 的秩为 m pm ď nq.

证明: 存在 Rn 中含 0 的两个邻域 V 及 W , Ck 微分同胚 h : V Ñ W 使得

hp0q “ 0, 并且 @跟锦数学微信公众号

h ˝ fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xmq

“px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xm, 0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q, @ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xmq P f
´1
pV q.

6. 设 U 是 Rm 的开集, f : U Ñ Rn 是 Ck 映射, 满足条件: @跟锦数学微信公众号

fp0q “ 0, Jfp0q 的秩为 n pm ě nq.

证明: 存在 Rm 中含 0 的两个邻域 V 及 W , Ck 微分同胚 ϕ : V Ñ W 使得

hp0q “ 0, 并且 @跟锦数学微信公众号

f ˝ ϕpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xmq “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq, @ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xmq P V.

(以上两个命题称为秩定理, 如何对它们作一个简单的几何上解释?)

第21章偏导数的应用

21.1.4练习题

1. 在曲线 x “ t, y “ t2, z “ t3 上求出一点, 使该点的切线平行于平面 x`2y`z “

4.

2. 证明: 斜驶线 @跟锦数学微信公众号

tan

ˆ

π

4
`
ψ

2

˙

“ ekϕ, k是常数 ,

与地球的每一条子午线相交成定角, 其中 ϕ 是地球上点的经度, ψ 是地球上点的

纬度.

3. 求曲线 x2
` y2

` z2
“ 6, x` y ` z “ 0 在点 p1,´2, 1q 处的切线与法平面方程.

4. 求曲面 z “ arctan
y

x
在点

ˆ

1, 1,
π

4

˙

处的法线与切平面方程.

5. 证明: 曲面 xyz “ a3
pa ą 0q 的每一个切平面与坐标面形成体积相同的四面体.
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21.2.3练习题

1. 求函数 u “ x2
` y2

` z2 在沿椭球面
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1 上点 px, y, zq 处的外

法线方向的方向导数.

2. 设
Bu

Bn
和
Bu

Bn
为函数 u 和 v 在沿曲面 F px, y, zq “ 0 上的点 px, y, zq 的法相方

向 n 的方向导数, 证明: @跟锦数学微信公众号

B

Bn
puvq “ u

Bv

Bn
` v

Bu

Bn
.

3. 设 fptq, u “ upx, y, zq 为可微函数, 证明: ∇fpuq “ f 1puq∇u.

4. 设 fpx, yq 在点 p0px0, y0q 处可微, l1, l2, ¨ ¨ ¨ , ln 为 n 个单位向量, 相邻的两向

量夹角为
2π

n
. 证明: @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

i“1

Bf

Bli
px0, y0q “ 0.

5. 设 u “
x2

a2
`
y2

b2
´
z2

c2
, 其中 a ą b ą c ą 0. 求在点 p0, 0, 0q 处函数 u 增加最快

的方向.

6. 设 @跟锦数学微信公众号

fpx, yq “

$

’

&

’

%

x ´ y `
xy2

x2 ` y2
, px, yq ‰ p0, 0q,

0, px, yq “ p0, 0q.

证明: fpx, yq 在原点处连续, 沿任何方向的方向导数存在, 但不可微.

21.3.4练习题

1. 设 upx, yq 在 px0, y0q 的邻域上具有连续的二阶偏导数, 证明: 当 h Ñ 0 时有

@跟锦数学微信公众号

B2u

Bx2
px0, y0q `

B2u

By2
px0, y0q

“
1

h2

«

upx0 ` h, y0q ` upx0 ´ h, y0q

`upx0, y0 ` hq ` upx0, y0 ´ hq ´ 4upx0, y0q

ff

` op1q.

2. 对于下列函数, 点 p0, 0q 是否为驻点? 是否为极值点?
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(1) fpx, yq “ x2
´ 4xy ` 5y2

´ 1;

(2) fpx, yq “
a

x2 ` y2;

(3) fpx, yq “ px ` yq2 ´ y2.

3. 求下列函数的极值点与相应的极值:

(1) upx, yq “ x2
py ´ 1q2;

(2) upx, yq “ 3x2y ´ x4
´ 2y2;

(3) upx, yq “ p1 ` eyq cosx ´ yey.

4. 求 fpx, yq “ sinx sin y sinpx`yq 在 D “ tpx, yq;x ě 0, y ě 0, x ` y ď πu 上

的最大、最小值.

5. 证明: 函数 fpx, yq “ x3
´ 3x2

` 2xy ´ y2 在 R2 上有唯一的极大值点, 但该极

大值点不是最大值点.

21.4.4练习题

1. 求 fpx, y, zq “ x4
` y4

` z4 在条件 xyz “ 1 下的极值.

2. 求 u “ x ´ 2y ` 2z 在条件 x2
` y2

` z2
“ 1 下的极值.

3. 求 z “ cos2 x ` cos2 y 满足条件 x ´ y “
π

4
的极值.

4. 求 fpx, y, zq “ xlymzn 满足条件 ax ` by ` cz “ k 的极值, 常数和变量均正.

5. 求 u “
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
在条件 x2

` y2
` z2

“ 1, x cosα ` y cosβ ` z cos γ “ 0

下的极值, 其中 a ą b ą c ą 0, cos2α ` cos2 β ` cos2 γ “ 1.

6. 设约束条件为
1

x1

`
1

x2

` ¨ ¨ ¨ `
1

xn
“

1

a
, xi ą 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 而 a ą 0 为定

值. 求 u “ x1x2 ¨ ¨ ¨xn 的极值.

7. 取满足约束条件 x` y ` z “
π

2
, x ą 0, y ą 0, z ą 0 时, u “ sinx ¨ sin y ¨ sin z

的极值.

8. 若
x1

a1

`
x2

a2

` ¨ ¨ ¨ `
xn

an
“ 1, 求 u “ x2

1 ` x
2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n 的极值, 其中 ai ą 0 pi “

1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 是常数, 变量 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn 均大于 0.

9. 求 u “ x3
` y3

` z3
´ 2xyz 在 x2

` y2
` z2

ď 1 中的最大、最小值.
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10. 求 z “ x2
´ xy ` y2 在 |x| ` |y| ď 1 中的最大、最小值.

11. 在球面 x2
` y2

` z2
“ 1 上求一点, 是其到 n 个已知点 Mi pxi, yi, ziq pi “

1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 距离的平方和最下.

12. 求点 p´1, 0q 到半立方抛物线 y2
“ x3 的最短距离.

13. 在周长为定数的三角形中, 求面积为最大的三角形.

14. 分解正数 a 为 n 个因子, 使其倒数和最小.

15. 长为 a 的铁丝截成两段, 一段围成一个正方形, 另一端围成一个圆. 这两段个为多

少时, 正方形与圆面积之和达最大值.

16. 过椭圆 3x2
` 2xy ` 3y2

“ 1 上任意点作此椭圆的切线, 求切线与两坐标轴围成

的三角形面积最小者.

17. 求原点到曲面 px ´ yq2 ` z2
“ 1 的最短距离.

18. 求 x2
´ xy ` y2

´ z2
“ 1 与 x2

` y2
` z2

“ 1 的交线到原点的最近距离.

19. 在圆外接三角形中, 求面积最小的三角形.

20. 设四边形各边长为定数, 求面积最大的四边形.

21. 在一个已知凸四边形内求一点 C, 使其到四个顶点距离的平方和最小.

22. 证明: 椭圆的内接三角形中, 面积答最大的三角形的一个顶点处的法线, 必定与此

三角形的该顶点所对的边正交, 并求面积最大的内接三角形.

23. 在椭圆 x2
` 4y2

“ 4 上求一点, 使到直线 3x ` 4y “ 12 的距离最短.

24. 设椭圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 的任一切线与 x, y 轴分别交于 A,B 两点, 试求线段 AB

长度的最小值.

25. 在抛物线 y “ x2 的所有与法线重合的弦中求长度最短的弦.

26. 设椭圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 将圆 px ´ 1q2 ` y2

“ 1 包围于其内, 试求 a, b的值, 使符合

上述诶套件的椭圆的面积为最小.

27. 设方程 F px, yq “ 0 满足隐函数定理的条件, 并由此确定了隐函数 y “ fpxq, 又

设 F px, yq 具有连续的二阶偏导数.
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(1) 求 f 2pxq;

(2) 若 F px0, y0q “ 0, y0 “ fpx0q 为 fpxq 的一个极值, 证明: 当 Fypx0, y0q 与

Fxxpx0, y0q 同号时, fpx0q 为极大值, 当 Fypx0, y0q 与 Fxxpx0, y0q 异号时,

fpx0q 为极小值;

(3) 对方程 x2
` xy ` y2

“ 27 在隐函数形式下 (不解出 y), 求 y “ fpxq 的极

值, 并用 (2) 的结论判别极大或极小.

28. 设 D 是由两抛物线 y “ x2
´ 1, y “ ´x2

` 1 所围成的闭域, 试在 D 内求一椭

圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1, 使其面积为最大.

21.6.2第1组参考题

1. 曲面 z “ zpx, yq 由方程 F

ˆ

x ´ a

z ´ c
,
y ´ b

z ´ c

˙

“ 0 确定, 其中 a, b, c 为常数. 证

明:

(1) 曲面的切平面经过定点 pa, b, cq;

(2) 函数 z “ zpx, yq 满足方程
B2z

Bz2
¨
B2z

By2
´

ˆ

B2z

BxBy

˙2

“ 0.

2. 在平面上给定一个边长为 a, b, c 的三角形, 在它上面可作无数个等体积的给定高

h 的三棱锥, 在其中求出有最小侧面积 S 的那一个.

3. 设 u “ fpx, y, zq 为二次可微函数, 记 cosα, cosβ, cos γ 为方向 l 的方向余弦.

求
B2u

Bl2
“
B

Bl

ˆ

Bu

Bl

˙

.

4. 设 u “ fpx, y, zq 为二次可微函数, li “ pcosαi, cosβi, cos γiq, i “ 1, 2, 3 为三

个互相垂直的单位向量. 证明:

(1)

ˆ

Bu

Bl1

˙2

`

ˆ

Bu

Bl2

˙2

`

ˆ

Bu

Bl3

˙2

“

ˆ

Bu

Bx

˙2

`

ˆ

Bu

By

˙2

`

ˆ

Bu

Bz

˙2

;

(2)
B2u

Bl21
`
B2u

Bl22
`
B2u

Bl23
“
B2u

Bx2
`
B2u

By2
`
B2u

Bz2
;

(3) 若
Bf

Bli
“ 0, i “ 1, 2, 3, 则 fpx, y, zq 在 R3 中恒为常数.

5. 设 f 在 Oδpx0q Ă Rn 上连续, 在 Oδpx0q z tx0u 可微, 证明:

(1) 如果 @ x P Oδpx0q z tx0u, 有 px ´ x0q ¨∇fpxq ă 0, 则 x0 是 f 的一个极大

值点;
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(2) 如果 @ x P Oδpx0q z tx0u, 有 px ´ x0q ¨∇fpxq ą 0, 则 x0 是 f 的一个极小

值点.

6. 设 f 在 Oδpx0q Ă Rn 上二次连续可微, Hesse 矩阵

ˆ

B2f

BxiBxj
px0q

˙

为正定阵,

∇fpx0q “ 0. 证明: D δ P p0, δ0q, 使 px´ x0q ¨∇fpxq ą 0, @ x P Oδpx0q z tx0u.

7. 用条件极值的方法证明 Hölder 不等式 @跟锦数学微信公众号

n
ÿ

i“1

aixi ď

˜

n
ÿ

i“1

api

¸
1
p
˜

n
ÿ

i“1

xqi

¸
1
q

,

其中 ai ě 0, xi ě 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n; p, q ą 1,
1

p
`

1

q
“ 1.

8. 证明: 二次型 @跟锦数学微信公众号

fpx, y, zq “ Ax2
`By2

` Cz2
` 2Dyz ` 2Ezx ` 2Fxy

在单位球面 x2
` y2

` z2
“ 1 上的最大值与最小值恰好是矩阵

¨

˚

˚

˝

A F E

F B D

E D C

˛

‹

‹

‚

的

最大特征值与最小特征值.

9. 设 A “ paijq 是 n 阶方阵, 且设

n
ÿ

j“1

a2
ij “ Hi, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n,

其中 H1,H2, ¨ ¨ ¨ ,Hn 是 n 个确定的非负实数.

(1) 证明: 如果矩阵 A 的行向量是 Rn 的两两正交的向量, 则 p detAq2 取到极

值;

(2) 根据等式 p detAq2 “ detA ¨ detAT, 其中 AT 是矩阵 A 的转置矩阵, 证

明: max
A

 

p detAq2
(

“ H1 ˆH2 ˆ ¨ ¨ ¨Hn;

(3) 证明: 对任意的矩阵 B “ pbijq 有 Hadamard 不等式 @跟锦数学微信公众

号

p detBq2 ď
n
ź

j“1

˜

n
ÿ

i“1

b2
ij

¸

;

(4) 给 Hadamard 不等式以直观的几何解释.
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10. 设 upx, yq 在 x2
` y2

ď 1 上连续, 在 x2
` y2

ă 1 上满足
B2u

Bx2
`
B2u

By2
“ u, 则

(1) 若在 x2
` y2

“ 1 上 upx, yq ě 0, 证明: 当 x2
` y2

ď 1 时, upx, yq ě 0;

(2) 若在 x2
` y2

“ 1 上 upx, yq ą 0, 证明: 当 x2
` y2

ď 1 时, upx, yq ą 0.

11. 对多元函数极值的充分性定理给出详细的证明.

12. 仿照 21.4.2 小节对具有多个约束条件的条件最值的确定给出详细的讨论.

21.6.2第2组参考题

1. 设二次连续可微函数 f 在点 p0 处的梯度为零向量, 但 Hesse 矩阵 Q 为非零矩

阵. 证明: f 在 p0 处的函数值增长最快的方位位于 Q 的最大特征值对应的特征

子空间中. 如最大特征值对应的特征子空间为一维空间, 则相应方向就是 f 增长

最快的方向.

2. 设 R3 中的光滑曲线段 L 的参数表达式为 @跟锦数学微信公众号

x “ xptq, y “ yptq, z “ zptq, t P ra, bs.

P pxpaq, ypaq, zpaqq, Q pxpbq, ypbq, zpbqq 为 L 的起点与终点. Π 是通过直线段

PQ 的任一平面. 证明: D ξ P pa, bq, 使得向量 px1ptq, y1ptq, z1ptqq 与 Π 平行.

3. (Sanderson (桑德森) 中值定理) 设 f : pa, bq Ñ Rm 为 k 次可微向量值函

数, 并且非零向量 v 与 fpaq, fpbq 及 f pjqpaq, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , k ´ 1 正交. 证明:

D ξ P pa, bq, 使 v 与 f pkqpξq 正交, 其中 f pjq 表示 f 的各个分量函数的 j 阶导数

组成的向量.

4. 证明: 与曲面 ax2
` by2

` cz2
“ 1 (abc ‰ 0) 相切的三个垂直的平面的交点在球

面 x2
` y2

` z2
“

1

a
`

1

b
`

1

c
上.

5. 设曲面 Σ : z “ fpx, yq, px, yq P D 的每一点的法线与 z 轴相交, 其中 D 是 R2

中的圆环或圆盘, f 是 C1 函数. 证明: Σ 是一个旋转曲面.

6. 证明: 不等式 @跟锦数学微信公众号

2ab ď ea´1
` a ln a ` eb´1

` b ln b

对所有 a ą 0, b ą 0 成立. 并求出等式成立的充分必要条件.
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7. 设 T : u “ ϕpx, yq, v “ ψpx, yq 是平面上的一个变换. 如果在该变换下任何两条

相交曲线的交角保持不变, 则称该变换是保角的.

(1) 如果 ϕ,ψ 满足 ϕx “ ψy, ϕy “ ´ψx, 则 T 是保角变换;

(2) 证明: 下面的反演变换是保角的: @跟锦数学微信公众号

ξ “
x

x2 ` y2
, η “

y

x2 ` y2
;

(3) 证明: 任一圆的反演像是另一圆或直线;

(4) 求出反演变换的 Jacobi 行列式;

(5) 证明: 连续可微变换 T 是保角的充分必要条件是它满足 Cauchy-Riemann

方程 @跟锦数学微信公众号

ϕx “ ψy, ϕy “ ´ψx或ϕx “ ´ψy, ϕy “ ψx.

第一种情况保持角度方向, 第二种情况角度反向.

8. 由公式 @跟锦数学微信公众号

ξ “
x

x2 ` y2 ` z2
, η “

y

x2 ` y2 ` z2
, ζ “

z

x2 ` y2 ` z2

定义三维反演变换.

(1) 证明: 任何两个曲面之间的夹角在反演变换下不变;

(2) 证明: 球面被变换为球面或平面;

(3) 求变换的 Jacobi 行列式.

第22章重积分

22.1.3思考题

1. 设 fpx, yq, gpx, yq 在 D 上可积, 证明: fpx, yq ¨ gpx, yq 也在 D 上可积. 设

fpx, yq 在 D 上可积, 且 fpx, yq ‰ 0, 证明:
1

fpx, yq
也在 D 上可积.

2. 设 u “ upx, yq 在 D上可积, fpuq 是 u 的连续函数, 证明: fpupx, yqq 在 D 上

可积. 如果 fpuq 仅仅是 u 的可积函数, fpupx, yqq 是否一定在 D 上可积?
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3. 设 fpx, yq, gpx, yq 在 D 上有界, 且在 D 上除了一个零面积集外处处相等, 证

明: fpx, yq 与 gpx, yq 在 D 上有相同的可积性, 可积时有相同的积分值. 如果

fpx, yq 与 gpx, yq 在 D 上除了一个零测度集外处处相等, 情况又如何?

4. 如果 fpx, yq 在 D̃ Ă D 上有界可积, 且 D z D̃ 为零面积集. 我们可以认为

fpx, yq 在 D 上可积, 且其积分值就取 fpx, yq 在 D̃ 上的积分值. 讨论:

(1) fpx, yq “ sin
1

px2 ´ 1q2 ` py2 ´ 1q2
在 r´1, 1s ˆ r´1, 1s 上;

(2) fpx, yq “ arctan
1

y ´ x2
在 r0, 1s ˆ r0, 1s 上

的可积性.

22.1.4练习题

1. 设 fpx, yq, gpx, yq 都是 D 上的可积函数, 证明: @跟锦数学微信公众号

hpx, yq “ max tfpx, yq, gpx, yqu

也是 D 上的可积函数.

2. 设 fpx, yq 在点 p0px0, y0q 的某邻域中连续, 求 @跟锦数学微信公众号

lim
ρÑ0

1

πρ2

ĳ

px´x0q
2`py´y0q2ďρ2

fpx, yq dx dy.

3. 证明:

ĳ

|x|`|y|ď1

fpx ` yq dx dy “

ż 1

´1

fpuq du.

4. 证明:

ĳ

D

fpxyq dx dy “ ln 2

ż 2

1

fpuq du, 其中 D 为 xy “ 1, xy “ 2, y “

x, y “ 4x 在第一象限所围成的区域.

22.2.4练习题

1. 试把累次积分 @跟锦数学微信公众号

I “

ż R?
1`R2

0

dx

ż Rx

0

fpx, yq dy `

ż R

R?
1`R2

dx

ż

?
R2´x2

0

fpx, yq dy

改写为先对 x 后对 y 的累次积分形式.
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2. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 证明:

ż 1

0

dx

ż 1

x

fptq dt “

ż 1

0

tfptq dt.

3. D 由 y “ π ´ x, x “ π, y “ π 围成, 求

ĳ

D

sinx

x
dx dy.

4. D 由 y “ 0, y “ x2, x ` y “ 2 围成的第一象限的部分, 求

ĳ

D

px2
` y2

q dx dy.

5. 求由 px2
` y2

q
2
“ a2

px2
´ y2

q, z “ x2
´ y2, z “ 0 围成之立体的体积.

6. 设 D 是由 x2
“ ay, x2

“ by, y2
“ px, y2

“ qx 所围成的区域, 其中 0 ă a ă

b, 0 ă p ă q, 求

ĳ

D

x2 sinxy

y
dx dy.

7. 证明:

ż b

a

dy

ż y

a

py ´ xqnfpxq dx “
1

n ` 1

ż b

a

pb ´ xqn`1fpxq dx.

8. 设 D 是第一象限内由 y 轴及两个圆 x2
` y2

“ a2, x2
´ 2ax` y2

“ 0 所围成的

区域, 求

ĳ

D

a

x2 ` y2 dx dy.

9. 求由四条直线 x` y “ p, x` y “ q, y “ ax, y “ bx (0 ă p ă q, 0 ă a ă b) 所

围成的图形的面积.

10. 求由曲线 4

c

x

a
` 4

c

y

b
“ 1 与直线 x “ 0, y “ 0 所围成图形的面积.

11. 求

ĳ

D

f
´

a

x2 ` y2
¯

dx dy, 其中 D “ tpx, yq; |y| ă |x| ď 1u.

12. 求

ĳ

D

x dx dy, 其中 D 是由 xy “ 1, x2
` y2

“ 4 围成.

13. 给定积分 I “

ĳ

D

«

ˆ

Bf

Bx

˙2

`

ˆ

Bf

By

˙2
ff

dx dy, 作正则变换 x “ xpu, vq, y “

ypu, vq, 区域 D 变为 Ω, 如果变换满足 @跟锦数学微信公众号

Bx

Bu
“
By

Bv
,

Bx

Bv
“ ´

By

Bu
,

证明: @跟锦数学微信公众号

I “

ĳ

Ω

«

ˆ

Bf

Bu

˙2

`

ˆ

Bf

Bv

˙2
ff

du dv.
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14. 求积分

ż

?
2

0

dy

ż

?
4´y2

y

1
a

1 ` x2 ` y2
dx.

15. 证明:

ĳ

|x|`|y|ď1

´

a

|xy| ` |xy|
¯

dx dy ď
3

2
.

16. 计算二重积分 I “

ĳ

D

|x´y2
| dx dy,其中D “ tpx, yq; 0 ď x ď 1,´1 ď y ď 1u.

17. 求

ĳ

D

ln
x

y2
dx dy, 其中 D 是由 y “ x, y “ 1, x “ 2 围成的三角形.

22.3.5练习题

1. 计算积分

ż 1

0

dx

ż 1´x

0

dz

ż 1´z´x

0

p1 ´ yqe´p1´y´zq
2

dy.

2. 将累次积分

ż 2

0

dx

ż 0

´
?

2x´x2

dy

ż x

0

fpx, y, zq dz 化为在柱坐标系下的累次积分.

3. 求

¡

Ω

px2
` y2

q dx dy dz, 其中 Ω 是由曲线 y2
“ 2x, x “ 0 绕 z 轴旋转而成

的曲面, 平面 z “ 2, 与平面 z “ 8 所围成的区域.

4. 求

¡

Ω

xyz dx dy dz, 其中 Ω 为 x2
` y2

` z2
ď 4 与 x2

` y2
` pz ´ 2q2 ď 4

的公共部分, 且 x ě 0, y ě 0.

5. 求

¡

Ω

dx dy dz

r
, 其中 Ω 为一切半径为 R 的球, r 为球外一固定点到球域内任

一点的距离.

6. 计算积分 I “

¡

Ω

xyz

x2 ` y2
dx dy dz, 其中 Ω 由曲面 px2

` y2
` z2

q
2
“ a2xy

与平面 z “ 0 所围成, 曲面在上方, 平面在下方.

7. 求

żżżż

x,y,z,uě0

x2`y2`z2`u2ď1

d

1 ´ x2 ´ y2 ´ z2 ´ u2

1 ` x2 ` y2 ` z2 ` u2
dx dy dz du.

8. 设 F ptq “

¡

x2`y2`z2ďt2

fpx2
` y2

` z2
q dx dy dz, 其中 f 为连续函数, fp1q “ 1.

证明: F 1p1q “ 4π.
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9. 设 fpx, y, zq “
a

x2 ` y2 ` z2,区域 Ω Ă R3 由 z ě
a

x2 ` y2 和 4 ď x2
`y2

`

z2
ď 16所确定,试计算函数 f 关于Ω的积分平均值

1

|Ω|

¡

Ω

fpx, y, zq dx dy dz,

其中 |Ω| 是 Ω 的体积.

10. 设区域 Ω 由 z “ x2
` y2, z “ 0, xy “ 1, xy “ 2, y “ 3x, y “ 4x 所围成, 求积

分 @跟锦数学微信公众号

I “

¡

Ω

x2y2z dx dy dz.

11. 利用正交变换计算三重积分

¡

V

cospax`by`czq dx dy dz, 其中 V : x2
`y2

`

z2
ď 1, a, b, c 是不全为零的常数.

22.4.4练习题

1. 讨论下列广义积分的收敛性:

(1)

ĳ

R2

dx dy

p1 ` |x|pqp1 ` |x|qq
dx dy;

(2)

ĳ

|x|`|y|ě1

dx dy

|x|p ` |y|q
;

(3)

ĳ

x`yě1

sinx sin y

px ` yqp
dx dy.

2. 设 D 是 R2 中的无界区域, tDnu 是 D 中的单调增加的闭区域序列, 且
8
ď

n“1

Dn “

D. 若 f 在 D 上非负, 且在每一个 Dn 上可积, 则 @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

fpx, yq dx dy “ lim
nÑ8

ĳ

Dn

fpx, yq dx dys,

这里左端与右端同时有意义或同时无意义.

3. 计算下列积分:

ĳ

yěx2`1

dx dy

x4 ` y2
.

4. 讨论下列二重广义积分的收敛性:
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(1)

ĳ

D

dx dy

x2 ` y2
, 其中 D 由条件 |y| ď x2, x2

` y2
ď 1 所确定;

(2)

ĳ

x2`y2ď1

dx dy

px2 ` xy ` y2qp
;

(3)

ĳ

x2`y2ď1

dx dy

p1 ´ x2 ´ y2qp
.

5. 设函数 fpxq在 r0, As上连续,讨论

ĳ

D

dx dy

|y ´ fpxq|p
的收敛性, 其中 D “ ra,Asˆ

rb,Bs.

6. 计算下列积分:

(1)

ĳ

x2`y2ď1

ln
1

a

x2 ` y2
dx dy;

(2)

ĳ

D

ln sinpx ´ yq dx dy, 其中 D 是由直线 y “ 0, y “ x, x “ π 所界定.

22.5.4练习题

1. 计算由下列曲面围成的立体体积:

(1) aix ` biy ` ciz “ ˘hi, i “ 1, 2, 3, 其中三个平面的法向线性无关;

(2) px2
` y2

` z2
q
2
“ a3z, 其中 a ą 0;

(3)

ˆ

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2

˙2

“
x2

a2
`
y2

b2
;

(4) px2
` y2

q
2
` z4

“ z.

2. 计算下列曲面的面积:

(1) px2
` y2

` z2
q
2
“ x2

´ y2;

(2) px2
` y2

` z2
q
2
“ z3;

(3) 连续曲线 y “ fpxq pě 0q, x P ra, bs, 绕 x 轴旋转所得曲面.

3. 设抛物面壳 z “
1

2
px2

` y2
q p0 ď z ď 1q 的面密度 ρ “ z, 求质量.

4. 半径为 R 的均匀圆盘, 其密度为 µ. 过圆心且与圆垂直的直线上有一密度为 ρ 的

均匀细棒, 棒长为 l, 其近圆盘的一端与圆心相距为 a. 求圆盘对细棒的引力.
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5. 半径为 a 的圆盘, 其各点的密度等于该点到圆心的距离. 今从圆盘上挖去一个半

径为
a

2
而其圆心里圆盘中心为

a

2
的小圆盘. 求剩下几何图形的重心坐标.

6. 假定物体由连续的密度函数. 证明: 凸形物体的重心必在其体内.

7. 设 ui P L
pipΩq, pi ą 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,m, 且

m
ÿ

i“1

1

pi
“ 1. 证明: @跟锦数学微信

公众号
ĳ

Ω

u1u2 ¨ ¨ ¨um dx dy ď }u1}p1 }u2}p2 ¨ ¨ ¨ }um}pm .

8. 证明:

#

ż b

a

dx

„
ż d

c

fpx, yq dy

2
+

1
2

ď

ż d

c

dy

„
ż b

a

f2
px, yq dx



1
2

, 其中 f 是连续

函数.

22.6.2第1组参考题

1. 设 fpx, yq 在 D “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u 上有如下定义: @跟锦数学微

信公众号

fpx, yq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

1

qx
, 当 x “

px

qx
, y 是无理数时 ,

1

qy
, 当 y “

py

qy
, x 是无理数时 ,

0, 其它情况 ,

其中 qx, qy 分别表示有理数 x, y 写成既约分数后的分母. 则 fpx, yq 在 D 上可

积, 但两个二次积分不存在.

2. 设 fpx, yq 定义在 D “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u 上, @跟锦数学微信公众

号

fpx, yq “

$

&

%

1, 当 x 和 y 都是非零有理数, x “
px

qx
, y “

py

qy
且 qx “ qy 时 ,

0, 其它情况 ,

其中 qx, qy 分别表示有理数 x, y 写成既约分数后的分母. 证明 fpx, yq 在 D 上

不可约, 但两个二次积分存在且相等.

3. (1) 计算积分 A “

ż 1

0

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xy ´
1

4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx dy.
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(2) 设 z “ fpx, yq 在闭正方形 D “ tpx, yq; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u 上连续, 且

满足下列条件: @跟锦数学微信公众号
ĳ

D

fpx, yq dx dy “ 0,

ĳ

D

xyfpx, yq dx dy “ 1.

证明: D pξ, ηq P D 使得 |fpξ, ηq| ě
1

A
.

4. 证明: 1.96 ă

ĳ

|x|`|y|ď10

1

100 ` cos2 x ` cos2 y
dx dy ă 2.

5. 设 f 是连续函数, 证明: @跟锦数学微信公众号
¡

x2`y2`z2ď1

fpax ` by ` czq dx dy dz “ π

ż 1

´1

p1 ´ u2
qfpuq du,

其中 k “
a

a2 ` b2 ` c2.

6. 证明 Poincaré (彭加勒) 不等式: 设函数 fpx, yq,
Bf

By
px, yq 在闭区域 @跟锦数学

微信公众号

D “ tpx, yq; a ď x ď b, ϕpxq ď y ď ψpxqu

上连续, 其中 ϕ,ψ 在 ra, bs 上连续, f px, ϕpxqq “ 0, 则存在常数 K ą 0, 使得

@跟锦数学微信公众号
ĳ

D

f2
px, yq dx dy ď K

ĳ

D

ˆ

Bf

By

˙2

dx dy.

(Poincaré 不等式可看成是 Wirtinger 不等式 (见第十五章参考题 8) 在高维空

间的推广, 见 [27] 及其中所引文献.)

7. 设 u, v P LppΩq, p ě 1. 利用 Hölder 不等式证明 Minkowski 不等式 @跟锦数

学微信公众号

}u ` v}p ď }u}p ` }v}p .

讨论 Hölder 不等式和 Minkowski 不等式取等号的条件.

8. 设函数 fpx, yq 在区域 D “ r0, 1s ˆ r0, 1s 上四次连续可微, 在其边界上取零, 并

且 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B4f

Bx2By2
px, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď B, px, yq P D.
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证明:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

D

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
B

144
.

9. 设二重积分

ĳ

D

fpx, yq dx dy ą 0. 证明: 存在D的闭子区域 U ,使当 px, yq P U

时, 有 fpx, yq ą 0.

10. 证明多重积分的中值定理: 设 fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq 在有界闭区域 Ω Ă Rn 上连续,

则 D ξ P Ω, 使 @跟锦数学微信公众号
ĳ

¨ ¨ ¨

ż

Ω

fpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq dx dx2 ¨ ¨ ¨ dxn “ fpξq ¨ pΩ的体积 q.

11. 设函数 p 在 ra, bs 上非负连续, f, g 在 ra, bs 上连续单调增加, 则 @跟锦数学微

信公众号
ˆ
ż b

a

ppxqfpxq dx

˙ˆ
ż b

a

ppxqgpxq dx

˙

ď

ˆ
ż b

a

ppxq dx

˙ˆ
ż b

a

ppxqfpxqgpxq dx

˙

.

12. 设 f 在 r0, 1s 上连续、单调减少且恒取正值, 则 @跟锦数学微信公众号

ş1

0 xf
2pxq dx

ş1

0 xfpxq dx
ď

ş1

0 f
2pxq dx

ş1

0 fpxq dx
.

13. 设 @跟锦数学微信公众号

I “

¡

x2`y2`z2ďR2

dx dy dz
a

px ´ aq2 ` py ´ bq2 ` pz ´ cq2
,

其中 A “
a

a2 ` b2 ` c2 ą R ą 0, 则
4π

3

R3

A `R
ď I ď

4π

3

R3

A ´R
.

14. 设 fptq 是连续函数, 令 @跟锦数学微信公众号

F ptq “

¡

D

fpxyzq dx dy dz,

其中 D “ tpx, y, zq; 0 ď x ď t, 0 ď y ď t, 0 ď z ď tu. 证明: @跟锦数学微信公

众号

F 1ptq “
3

t

ż t3

0

gpuq

u
du,

其中 gpuq “

ż u

0

fpsq ds.
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15. 设坐标平面上有一周长为 2πl 的椭圆 Γ , 在其上选定一点作为计算弧长 s 的奇

点, 以逆时针方向作为计算弧长的方向, 这时 Γ 有参数方程 @跟锦数学微信公众

号

x “ fpsq, y “ ϕpsq, 0 ď s ď 2πl.

x 轴的正半轴绕原点逆时针旋转, 首次转到与点 pfpsq, ϕpsqq 处切线正向一致时

的倾角为 θpsq. 记 D 为 Γ 的外部区域内与 Γ 的距离小于 l 的所有点构成的区

域.

(1) 如果用 t 表示 D 内一点 px, yq 到 Γ 的距离, 试将 x, y 表示成 s, t 的函数

@跟锦数学微信公众号

x “ xps, tq, y “ yps, tq, 0 ď s ď 2πl, 0 ă t ă l;

(2) 用计算验证区域 D 的面积为 3πl2.

22.6.2第2组参考题

1. 证明: 对任意 ε ą 0, @跟锦数学微信公众号

ab ď
εap

p
`
ε´

q
pbq

q
ď εap ` ε´

q
pbq,

其中 a ě 0, b ě 0, p, q ą 0,
1

p
`

1

q
“ 1.

2. 利用上题以及例题 22.5.9 的结论证明内插不等式 @跟锦数学微信公众号

}u}q ď ε }u}r ` ε
´µ
}u}q ,

其中 µ “

1
p
´

1
q

1
q
´

1
r

, 0 ă p ă q ă r, ε ą 0.

3. 设 Ω 是 R2 中有界闭区域, upx, yq 在 Ω 上连续且取正值, 定义 @跟锦数学微信

公众号

Φppuq “

¨

˝

1

|Ω|

ĳ

Ω

up dx dy

˛

‚

1
p

,

其中 |Ω| 是 Ω 的面积, 证明:

(1) lim
pÑ`8

Φppuq “ max
px,yqPΩ

tupx, yqu;
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(2) lim
pÑ´8

Φppuq “ min
px,yqPΩ

tupx, yqu;

(3) lim
pÑ0

Φppuq “ exp

$

&

%

1

|Ω|

ĳ

Ω

lnu dx dy

,

.

-

.

4. 设 P0 为半径等于 R 的球内的一定点, 从点 P0 想球面上任意一点 Q 处的切平

面作垂线, 垂足为点 P . 当点 Q 在球面上变动时, 点 P 的轨迹形成一封闭曲面.

(1) 求此区间所围成的立体的体积;

(2) 问当点 P0 沿什么方向变化时, 上述体积的变化率最大?

5. 证明不等式

?
π

2

´

1 ´ e´a
2
¯

1
2

ă

ż a

0

e´x
2

d ă

?
π

2

´

1 ´ e´
4a2

π

¯

1
2

.

6. 设连续函数 fpx, yq 的等位线是简单封闭曲线, Spv1, v2q 是由曲线 fpx, yq “ v1,

fpx, yq “ v2 所围成的域. 证明 Catalan 公式: @跟锦数学微信公众号

ĳ

Spv1,v2q

fpx, yq dx dy “

ż v2

v1

vF 1pvq dv,

其中 F pvq 为由曲线 fpx, yq “ v1, fpx, yq “ v 所包围的面积, 还假设 F pvq 可

微且导函数 F 1pvq 可积.

第23章含参变量积分

23.1.3练习题

1. 求 F pθq “

ż π

0

lnp1 ` θ cosxq dx (|θ| ă 1).

2. 设 fps, tq 为可微函数, F pxq “

ż x

0

dt

ż x2

t2
fpt, sq ds. 求 F 1pxq.

3. 设 fpx, yq 在 pa, bq ˆ pc, dq 上连续有界, 证明: Ipxq “

ż d

c

fpx, yq dy 在 pa, bq

上连续.

4. 设 Ipaq “

ż 2π

0

lnpR2
` a2

´ 2aR cos θq dθ, |a| ă R, 证明: I 1paq “ 0.

5. 设 a, b ą 0, 求

ż 1

0

xb ´ xa

lnx
sin ln

1

x
dx.
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6. 设 F ptq “

ż a

0

dx

ż a

0

fpx ` y ` tq dy, 其中 f 为连续函数, 证明: @跟锦数学微

信公众号

F 2ptq “ fpt ` 2aq ´ 2fpt ` aq ` fptq.

7. 设 fptq “

ˆ
ż t

0

e´x
2

dx

˙2

, gptq “

ż 1

0

e´t
2p1`x2q

1 ` x2
dx. 证明: fptq ` gptq “

π

4
, 并由

此计算

ż `8

0

e´x
2

dx.

23.2.3练习题

1. 讨论下列广义积分的一致收敛性:

(1)

ż `8

0

e´p1`a
2qt sin t dt, a P p´8,`8q;

(2)

ż `8

0

cosxy
?
x ` y

dx, y P ry0,`8q, 其中 y0 ą 0;

(3)

ż `8

0

e´tx
2

dx, t P p0,`8q;

(4)

ż `8

1

e´αx
cosx
?
x

dx, α P r0,`8q;

(5)

ż `8

0

e´px´yq
2

dx, y P p´8,`8q;

(6)

ż `8

0

x lnxe´t
?
x dx,

(i) t P rt0,`8q, 其中 t0 ą 0,

(ii) t P p0,`8q;

(7)

ż `8

1

1 ´ e´ut

t
cos t dt, u P r0, 1s;

(8)

ż `8

0

αt

1 ` α2 ` t2
¨ e´α

2t2 cosα2t2 dt, α P p0,`8q;

(9)

ż `8

0

e´x
2p1`y2q sin y dy, x P p0,`8q;

(10)

ż `8

0

α dx

1 ` α2x2
dx, α P p0, 1q;

(11)

ż 2

0

xt

3
a

px ´ 1qpx ´ 2q
dx, |t| ă

1

2
;

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 860 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

(12)

ż 1

0

p1 ´ xqu´1 dx,

(i) u P ra,`8q, 其中 a ą 0,

(ii) u P p0,`8q.

2. 设

ż `8

0

xλfpxq dx 当 λ “ a, λ “ b 时收敛 (a ă b). 证明:

ż `8

0

xλfpxq dx 关

于 λ P ra, bs 一致收敛.

3. 证明: 积分

ż `8

0

xe´xy dy 在 p0,`8q 上不一致收敛.

23.2.6练习题

1. 设

ż `8

a

fpx, yq dy 对于 x 在 x0 的邻域 U px0q 收敛, fxpx, yq 在 U px0q ˆ

ra,`8q 中存在, 且当 x Ñ x0 时, fxpx, yq 关于 y 的任何有限区间上一致收敛于

fxpx0, yq, 又知积分

ż `8

a

fxpx, yq dy 在 U px0q 上一致收敛. 证明:

d

dx

ˆ
ż `8

a

fpx, yq dy

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“x0

存在且等于

ż `8

a

fxpx0, yq dy.

2. F pαq “

ż `8

0

sinp1 ´ α2qx

x
dx, 证: F pαq 在 p´8,´1q Y p´1, 1q Y p1,`8q 上连

续, 在 α “ ˘1 处间断.

3. 证明: F pαq “

ż `8

0

sinαx2

x
在 α P p0,`8q 上不一致收敛, 但在 p0,`8q 上连

续.

4. 证明: F pxq “

ż `8

1

xe´yx

y
dy 在 r0,`8q 上连续, 在 p0,`8q 上 F 1pxq 存在, 且

@跟锦数学微信公众号

F 1pxq “

ż `8

1

B

Bx

ˆ

x

y
e´yx

˙

dy.

5. 设 F pαq “

ż `8

0

sinx

xαpπ ´ xq2´α
dx, 证明: F pαq 在 p0, 2q 中连续.

6. 设 F pyq “

ż `8

0

ye´x
2y2

cosrxp1 ´ yqs dx, 求 lim
yÑ1

F pyq.
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7. 利用 Dirichlet 积分或 Euler-Poisson 积分求下列积分值:

(1)

ż `8

´8

ˆ

sinx

x

˙2

dx;

(2)

ż `8

0

sin3 x

x
dx;

(3)

ż `8

0

x2e´αx
2

dx (α ą 0);

(4)

ż `8

´8

e´pax
2`bx`cq dx (a ą 0).

8. 利用积分号下求导的方法求下列积分:

(1) Ipaq “

ż `8

0

e´ax
sinx

x
dx (a ě 0);

(2) Ipαq “

ż `8

0

arctanαx

xp1 ` x2q
dx (α ě 0);

(3) fpxq “

ż `8

1

1

y
xe´yx dy (x ě 0).

9. 利用积分号下求积分的方法求下列积分:

(1) Ipαq “

ż `8

0

arctanαx

xp1 ` x2q
dx (α ě 0);

(2)

ż `8

0

cosβx

x2 ` α2
dx.

10. 求含参量瑕积分 Ipαq “

ż 1

0

lnp1 ´ α2x2q
?

1 ´ x2
dx, (|α| ď 1).

11. 计算 Ipyq “

ż `8

0

e´x
2

cosp2yxq dx p´8 ă y ă `8q.

23.3.5练习题

1. 计算

(1)

ż 1

0

dx
b

x ln 1
x

;

(2)

ż `8

0

4
?
x

p1 ` xq2
dx.

2. 试用 Γ 函数或 B 函数表示
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(1)

ż π
2

0

tanα x dx (|α| ă 1);

(2)

ż 1

´1

p1 ` xqap1 ´ xqb dx (a, b ą 0).

3. n 为正整数, p ą 0, 证明 Bpp, nq “
pn ´ 1q!

ppp ` 1q ¨ ¨ ¨ pp ` n ´ 1q
.

4. 证明: lnΓ pxq 是下凸函数.

5. 按照下列步骤证明公式 Bpp, qq “
Γ ppqΓ pqq

Γ pp ` qq
.

(1) Γ ppq “ 2

ż `8

0

u2p´1e´u
2

du;

(2) Γ ppqΓ pqq “ lim
AÑ`8

4

ĳ

GpAq

fpu, vq du dv, 其中 @跟锦数学微信公众号

fpu, vq “ u2p´1v2q´1e´pu
2`v2q,

GpAq “ tpu, vq; 0 ď u ď A, 0 ď v ď Au .

(3) 令 DpRq “

"

pr, θq0 ď r ď R, 0 ď θ ď
π

2

*

, 则 @跟锦数学微信公众号

lim
AÑ`8

ĳ

DpAq

fpu, vq du dv “
1

4
Bpp, qqΓ pp ` qq,

lim
AÑ`8

ĳ

Dp
?

2Aq

fpu, vq du dv “
1

4
Bpp, qqΓ pp ` qq;

(4) Bpp, qq “
Γ ppqΓ pqq

Γ pp ` qq
.

23.4.2参考题

1. 设 fpx, tq, fxpx, tq 连续, 记 upx, tq “
1

2a

ż t

0

dτ

ż x`apt´τ q

x´apt´τ q

fpξ, τ q dξ, 其中 a 为

正常数, 证明: upx, tq 满足
B2u

Bt2
“ a2B

2u

Bx2
` fpx, tq.

2. 设 n 为正整数. 证明: Bessel 函数 Jnpxq “
1

π

ż π

0

cospnϕ ´ x sinϕq dϕ 满足

@跟锦数学微信公众号

x2J2npxq ` xJ
1
npxq ` px

2
´ n2

qJnpxq “ 0.
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3. 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续可微, 且 fp0q “ 0, 定义 @跟锦数学微信公众号

ϕpxq “

ż x

0

fptq
?
x ´ t

dt, 0 ă x ď 1, ϕp0q “ 0.

证明:

(1) ϕpxq 在 r0, 1s 上一阶连续可导, 且 @跟锦数学微信公众号

ϕ1pxq “

ż x

0

f 1ptq
?
x ´ t

dt, 0 ă x ď 1; ϕ1p0q “ 0;

(2) fpxq “
1

π

ż x

0

ϕ1ptq
?
x ´ t

dt, 0 ă x ď 1.

4. 设 fpxq 在 r0, As 上单调 (A ą 0), 证明: lim
αÑ`8

ż A

0

fpxq
sinαx

x
dx “

π

2
fp0`q.

5. 设 F ptq “ t

ż `8

0

e´txfpxq dx, 其中 fpxq 在 r0, bs 上有界可积 (@ b ą 0), 且

lim
xÑ`8

fpxq “ α, 证明: lim
tÑ0`

F ptq “ α.

6. 设 fpxq 连续, 且

ż `8

´8

f2
pxq dx 收敛, 证明:

(1) gptq “

ż `8

´8

fpt ` uqfpuq du 在 p´8,`8q 上连续且有界;

(2) lim
εÑ0`

1

2
?
εt

ż `8

´8

e´
t2

4εgptq dt “

ż `8

´8

f2
pxq dx.

7. 讨论下列函数在 p0, 1q 上的连续性:

(1) fpαq “

ż `8

0

e´t

| sin t|α
dt;

(2) gpαq “

ż 1

0

fptq
?
t ´ α

dt, 其中 fptq 是 r0, 1s 上的有界可积函数.

8. 求曲面 px2
` y2

q
2
` z4

“ y 所围立体的体积.

9. 求立体 @跟锦数学微信公众号

ˆ

x

a

˙
1
n

`

ˆ

y

b

˙
1
n

`

ˆ

z

c

˙
1
n

ď 1, x, y, z ě 0

的质心的 x 坐标.

10. 求星形线 x
2
3 ` y

2
3 “ R

2
3 所包围面积对 x 轴的惯性矩.
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11. 设 fpxq 在 r0, 1s 中连续, 证明: lim
tÑ`8

ż 1

0

te´t
2x2

fpxq dx “

?
π

2
fp0q.

12. 设

ż `8

0

fpxq dx 收敛, 证明: lim
yÑ0`

ż `8

0

e´xyfpxq dx “

ż `8

0

fpxq dx.

13. 求

ż `8

0

cosxp dx, 其中 p ą 1.

14. 求

ż 1

0

lnΓ pxq dx.

15. 求 Laplace (拉普拉斯) 积分 @跟锦数学微信公众号

Ik “

ż `8

0

cos bx

pa2 ` x2qk
dx, Jk “

ż `8

0

x sin bx

pa2 ` x2qk
dx, a, b ą 0, k P N`.

16. 应用 Γ 函数的 Gauss 乘积分解公式 (13.38) 证明: Euler 常数 @跟锦数学微信

公众号

γ “ lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n
´ lnn

˙

“ ´Γ 1p1q.

17. (1) 利用 n 次单位根分解证明: 1 ` x ` ¨ ¨ ¨ ` xn´1
“

n´1
ź

k“1

´

x ´ e
2kπi
n

¯

;

(2) 利用 (1) 证明:
n´1
ź

k“1

sin
kπ

n
“

n

2n´1
;

(3) 证明: Euler 乘积 Γ

ˆ

1

n

˙

Γ

ˆ

2

n

˙

¨ ¨ ¨Γ

ˆ

n ´ 1

n

˙

“
p2πq

n´1
2

?
n

.

第24章曲线积分

24.1.3练习题

1. 计算下列第一型曲线积分:

(1)

ż

C

´

x
4
3 ` y

4
3

¯

ds, 其中 C 为星形线 x
2
3 ` y

2
3 “ a

2
3 ;

(2)

ż

C

e
?
x2`y2

ds, 其中 C 为曲线 r “ a, ϕ “ 0, ϕ “
π

4
(r 和 ϕ 为极坐标) 所

界的凸围线;

(3)

ż

C

|y| ds, 其中 C 为双纽线 px2
` y2

q
2
“ a2

px2
´ y2

q;

(4)

ż

C

ds

y2
, 其中 C 为悬链线 y “ a cosh

x

a
;
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(5)

ż

C

z ds, 其中 C 为曲线 x2
` y2

“ z2, y2
“ ax 从 p0, 0, 0q 到 pa, a,

?
2aq

的弧.

2. 求下列空间曲线的弧长:

(1) y “ a arcsin
x

a
, z “

a

4
ln
a ´ x

a ` x
从 p0, 0, 0q 到 px0, y0, z0q;

(2) x2
`y2

`z2
“ a2,

a

x2 ` y2 cosh

ˆ

arctan
y

x

˙

“ a 从 pa, 0, 0q 到 px, y, zq.

3. 计算均匀曲线 y “ a cosh
x

a
从 p0, aq 到 pb, hq 的弧的质心坐标.

4. 设 Γ “ ĄAB 是 Rn 中的简单可求长曲线, Γ 的弧长为 L. 对每一个 s P r0, Ls, 存

在为唯一的 x P Γ, x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq, 使得 Γ 上从 A 到 x 的曲线段 ĄAx 的

弧长等于 s, 由此定义了一个 r0, Ls 上的函数 @跟锦数学微信公众号

x “ xpsq, 0 ď s ď L. peq1q

即曲线 Γ 以弧长 s 为参数的参数方程为 (eq1). 设 f 是定义在 Γ 上的函数, 如

果 f 在 Γ 上的第一型曲线积分存在, 则 @跟锦数学微信公众号

ż

Γ

fpxq ds “

ż L

0

fpxpsqq ds.

24.2.4练习题

1. 计算

ż

L

xy dx`py´xq dy, 其中 L 为曲线, ĄAB 为由 A 到 B, A “ p1, 1q, B “

p2, 3q:

(1) ĄAB 是直线 AB;

(2) ĄAB 的方程是 y “ 2px ´ 1q2 ` 1;

(3) ĄAB 是折线 ADB, D “ p2, 1q.

2. 求

ż

C

x

y
dx `

1

y ´ a
dy, 其中 C 是旋轮线 x “ apt ´ sin tq, y “ ap1 ´ cos tq 对

应于 t “
π

6
到 t “

π

3
的一段.

3. 求

ż

C

px ` yq2 dx ` px2
´ y2

q dy, 其中 C 是以 Ap1, 1q, Bp3, 2q, Dp3, 1q 为顶点

的三角形, 取顺时针方向.
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4. 求

ż

C

4xy2 dx ´ 3x4 dy, 其中 C 是抛物线 y “
1

2
x2 自 p0, 0q 到 p2, 2q 的一段.

5. 求

¿

C

py2
` z2

q dx` pz2
` x2

q dy ` px2
` y2

q dz, 其中 C 是曲面 x2
` y2

` z2
“

2Rx, x2
` y2

“ 2ax 的交线 p0 ă a ă R, z ą 0q, 且从 z 轴正向看是逆时针方

向.

6. 求

ż

C

y dx ` z dy ` x dz, 其中 C 为球面上的曲线: @跟锦数学微信公众号

x “ R sinϕ cos θ, y “ R sinϕ sin θ, z “ R cosϕ,

R ą 0, 0 ď ϕ ď π, 0 ď θ ă 2π,

并且使

(1) R,ϕ 为常数; 或

(2) R, θ 为常数.

7. 求

ż

C

px2
` 5y ` 3yzq dx ` p5x ` 3xy ´ 2q dy ` p3xy ´ 4zq dz, 其中 C 为

(1) x “ a cos t, y “ a sin t, z “
bt

2π
自 t “ 0 到 2π 的一段;

(2) 直线段 AB, 起点 A “ pa, 0, 0q, 终点 Bpa, 0, bq.

8. 已知力场 F px, y, zq “ yi ´ xj ` px ` y ` zqk, 求质点沿曲线 x “ a cos t, y “

a sin t, z “
b

2π
t 从点 Apa, 0, 0q 运动到点 Bpa, 0, bq 时, 力场 F 对质点所做的

功.

9. 质点在力场 F “
ex

1 ` y2
i`

2yp1 ´ exq

p1 ` y2q2
j 作用下, 沿 x2

`py´1q2 “ 1 由点 p0, 0q

沿顺时针方向运动到点 p1, 1q, 求力场所做的功.

24.3.3练习题

1. 应用 Green 公式求下列第二型曲线积分.

(1)

¿

C

px2
` xyq dx ` px2

` y2
q dy, C 为由 x “ ˘1, y “ ˘1 围成的正方形, 取

正向;

(2) 求

¿

C

ln
2 ` y

1 ` x2
dx `

xpy ` 1q

2 ` y
dy, C 的定义同 (1);
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(3) 求

¿

C

px2
´ y2

q dx´ 2xy dy, C 为由 x2
` y2

“ 1, x “ y 及 y 轴围成的曲边

三角形, 取正向;

(4) 求

¿

C

1

x2 ` y2
px dy ´ y dxq, 其中 C 是:

(i) 旋轮线 a “ apt ´ sin tq ´ aπ, y “ ap1 ´ cos tq 对应于 t “ 0 到 t “ 2π

的一拱;

(ii) px ´ 1q2 ` py ´ 1q2 “ 1 从 p2, 1q 经上半圆到 p0, 1q 的一段弧.

2. 设 fpxq 连续可微, L 为逐段光滑闭曲线, 证明:

(1)

¿

L

fpxyqpy dx ´ x dyq “ 0;

(2)

¿

L

fpx2
` y2

qpx dx ` y dyq “ 0.

3. 求

¿

C

Bu

Bn
ds, 其中 u “ x2

` y2, C 为 x2
` y2

“ 6x, n 为 C 上的单位外法向量.

4. 设 C 为逐段光滑的简单闭曲线, l 为给定方向, 证明:

¿

C

cospl, nq ds “ 0, 其中 n

为 C 上的单位外法向量.

5. 设 C 为包围原点的逐段光滑的简单闭曲线, aijpi, j “ 1, 2q 均为常数, X “

a11x ` a12y, Y “ a21x ` a22y, a11a22 ´ a12a21 ‰ 0, 证明: @跟锦数学微信公

众号
¿

C

X dY ´ Y dX

X2 ` Y 2
“ 2πsgn pa11a22 ´ a12a21q.

6. 设 L是单位圆周 x2
`y2

“ 1,方向为逆时针,求积分

¿

L

px ´ yq dx ` px ` 4yq dy

x2 ` 4y2
.

7. 利用曲线积分求下列曲线所围区域的面积:

(1) x “ a cos3 t, y “ b sin3 t, 0 ď t ď 2π;

(2) x3
` y3

“ 3axy;

(3)

ˆ

x

a

˙2n`1

`

ˆ

y

b

˙2n`1

“ C

ˆ

x

a

˙n ˆy

b

˙n

, a, b, C ą 0, n 为正整数.
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8. 先证明曲线积分与路径无关, 然后计算积分值:

(1)

ż p3,4q

p1,2q

ϕpxq dx ` ψpyq dy, 其中 ϕpxq, ψpyq 是连续函数;

(2)

ż p6,8q

p1,0q

x dx ` y dy

x2 ` y2
, 沿不通过原点的路径.

9. 对于以下的一阶微分形式 w, 求函数 M px, yq ‰ 0, 使得在适当的区域内 Mw 为

全微分, 并求其原函数:

(1) w “ r´y
a

x2 ` y2 ´ 1´xpx2
`y2

qs dx`rx
a

x2 ` y2 ` 1´ypx2
`y2

qs dy;

(2) w “ xrpay ` bxq3 ` ay3
s dx ` yrpay ` bxq3 ` bx3

s dy.

24.5.2第1组参考题

1. 证明不等式 @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

C

P px, yq dx `Qpx, yq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďML,

其中 L 是曲线 C 的弧长, M “ sup
px,yqPC

!

a

P 2px, yq `Q2px, yq
)

, 并利用这个不

等式证明 lim
RÑ`8

IR “ 0, 其中 IR “

¿

x2`y2“R2

y dx ´ x dy

px2 ` xy ` y2q2
.

2. 求第一型曲线积分

(1)

ż

x2`y2“R2

ln
a

px ´ aq2 ` y2 ds p|a| ‰ Rq;

(2)

ż

x2`y2“R2

ln
a

px ´ aq2 ` py ´ bq2 ds, (a2
` b2

‰ R2).

3. 设 fpx, yq 在 L 上连续, L 是逐段光滑的简单闭曲线, 证明: @跟锦数学微信公众

号

upx, yq “

¿

L

fpξ, ηq ln
a

px ´ ξq2 ` py ´ ηq2 ds

当 x2
` y2

Ñ `8 时趋于 0 的充分必要条件是

¿

L

fpξ, ηq ds “ 0.

4. 设 upx, yq在 R2上连续,证明: upx, yq “
1

πr2

ĳ

px´ξq2`py´ηq2ďr2

upξ, ηq dξ dη, @ r ą
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0 都成立的充分必要条件是 upx, yq “
1

2πr

¿

px´ξq2`py´ηq2“r2

upξ, ηq ds, @ r ą 0 都

成立.

5. 设 fpx, yq 在 G 上一阶连续可微, 在 BG 上 fpx, yq “ 0, G “
 

x2
` y2

ď a2
(

.

证明: @跟锦数学微信公众号
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

G

fpx, yq dx dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
π

3
a3 max

G

!

pf2
x ` f

2
y q

1
2

)

.

6. 设 P px, yq, Qpx, yq 在平面上有连续偏导数, 而且对以 @ px0, y0q P R2 为心, 以

@ r ą 0 为半径的上半圆 C : x “ x0 ` r cos θ, y “ y0 ` r sin θ p0 ď θ ď πq 都

有 @跟锦数学微信公众号
ż

C

P px, yq dx `Qpx, yq dy “ 0.

证明: P px, yq “
BQ

Bx
px, yq “ 0 p@ px, yq P R2

q.

24.5.2第2组参考题

1. 给出旋转性质 2 的一个不用曲线积分的证明.

2. 证明如下形式的高维中值定理: 设 fpxq 为定义在以 r 为半径的球 @跟锦数学微

信公众号

D “
 

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq;x
2
1 ` x

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n ď r

2
(

上的连续可微函数, 则存在点 p0 “ pp
0
1, p

0
2, ¨ ¨ ¨ , p

0
nq P D

˝, 使 @跟锦数学微信公

众号

max
xPD

tfpxqu ´min
xPD

tfpxqu “ |∇fpp0q| ¨ 2r.

3. 设 pa1, b1q, pa2, b2q, ¨ ¨ ¨ , pan, bnq 是 n 边形的 n 个顶点, 而且原点在其内部, 证

明: 存在正实数 x 和 y, 使得 @跟锦数学微信公众号

pa1, b1qx
a1yb1 ` pa2, b2qx

a2yb2 ` ¨ ¨ ¨ ` pan, bnqx
anybn “ p0, 0q.

4. 设 D 是半径为 r 的一个圆所组成的平面区域, 对 D 内的点 px, yq, 用 lpx, yq 表

示以 px, yq 为圆心, δ 为半径的圆在 D 外边的那段弧的长度. 试求

lim
δÑ0

1

δ2

ĳ

D

lpx, yq dx dy.
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5. 设 B 是 R2 中的单位圆盘, C 是单位圆周, g : B Ñ R2
z t0u 是二阶连续可微映

射.

(1) 用 Green 公式把

ĳ

B

Bpg1, g2q

Bpx1, x2q
dx1 dx2 表示成 C 上的第二型曲线积分;

(2) 如果 g 在 C 上的限制是恒等映射, 即 gpxq “ x, @ x P C, 证明: @跟锦数学

微信公众号
¿

C

x1 dx2 “

¿

C

g1 dg2 “

¿

C

g1

Bg2

Bx1

dx1 ` g1

Bg2

px2

dx2;

(3) 证明: 不存在满足 gpxq “ x, x P C 及 gpBq Ă C 的二阶连续可微映射 g;

(4) 对上述命题给出一个几何上的解释.

6. (1) 设 B,C 与题 5 相同, f : B Ñ B 是二阶连续可微映射, fpxq ‰ x, @ x P B,

从几何上可见以 fpxq 为起点和 x 为终点的有向线段与 B 的边界 C 相交,

则交点可表示为 @跟锦数学微信公众号

gpxq “ fpxq ` t pxqpx ´ fpxqq ,

其中 tpxq 是与 x 有关的参数, 证明: tpxq 满足二次方程 @跟锦数学微信公众

号

t2pxq|x ´ fpxq|2 ` 2tpxqfpxq ¨ px ´ fpxqq ` |fpxq|2 ´ 1 “ 0;

(2) 证明 (1) 中的 gpxq “ x, x P C 及 gpBq Ă C;

(3) 结合上题证明 (1) 中的 f 是不存在的, 即若 f : B Ñ B 是二阶连续可微映

射, 则 D ξ P B, 使 fpξq “ ξ. 我们得到了 Brouwer 不动点定理的另一个证

明. 你能否举几个运用 Brouwer 不动点定理的实际例子.

第25章曲面积分

25.1.3练习题

1. 求

ĳ

S

z2 dS, 其中

(1) S 为 z2
“ x2

` y2 在 x2
` y2

` z2
“ R2 内的上半部分 pz ě 0);

(2) S 为 x “ r sinα cos θ, y “ r sinα sin θ, z “ r cosα, 0 ď r ď a, 0 ď θ ď

2π.
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2. 求

ĳ

S

px ` y ` zq dS, 其中 S 为上半单位球面 x2
` y2

` z2
“ 1 pz ě 0q.

3. 求

ĳ

S

px ` y ` zq2 dS, 其中 S 为单位球面 x2
` y2

` z2
“ 1.

4. 求

ĳ

S

px4
´ y4

` y2z2
´ z2x2

` 1q dS, 其中 S 是锥面 z2
“ x2

` y2 被柱面

x2
` y2

“ 2x 割下的部分.

5. 求

ĳ

S

|xyz| dS, 其中

(1) S 为 |x| ` |y| ` |z| “ 1;

(2) S 是抛物面 z “ x2
` y2 被 z “ 1 割下的部分.

6. 求

ĳ

S

px2
` y2

` z2
q dS, S 为 |x| ` |y| ` |z| “ a.

7. 求 F ptq “

ĳ

x2`y2`z2“t2

fpx, y, zq dS,其中 fpx, y, zq “

#

x2
` y2, z ě

a

x2 ` y2,

0, z ă
a

x2 ` y2.

8. 求 F px, y, z, tq “

ĳ

S

fpξ, η, ζq dS, 其中 S 为 px ´ ξq2 ` py ´ ηq2 ` pz ´ ζq2 “

t2, t ą 0, px, y, zq 为满足
a

x2 ` y2 ` z2 ą a ą 0 的定点, fpξ, η, ζq “
#

1, ξ2
` η2

` ζ2
ă a2,

0, ξ2
` η2

` ζ2
ě a2.

9. 求

ĳ

S

dS

p1 ` x ` yq2
, 其中 S 为立体 x ` y ` z ď 1, x ě 0, y ě 0, z ě 0 的表面.

10. 求

ĳ

S

|x|

z
dS, 其中 S 是柱面 x2

` y2
“ 2ay 被锥面 z “

a

x2 ` y2 和平面

z “ 2a 所截下的部分.

11. 求

ĳ

S

px2
` y2

q dS, S 是锥面 z “
a

x2 ` y2 被 z “ 1 给下的部分.
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25.2.3练习题

1. 设曲面 Σ 的方程为 z “ zpx, yq, px, yq P D, 且 zpx, yq 在 D̄ 中连续可微, 证明:

@跟锦数学微信公众号
ĳ

Σ

P px, y, zq dy dz `Qpx, y, zq dz dx `Rpx, y, zq dx dy

“ ˘

ĳ

D

p´Pzx ´Qzy `Rq|z“zpx,yq dx dy.

当 Σ 取上侧时符号取 `, 当 Σ 取下侧时符号取 ´.

2. 若 Σ 分块光滑, 且关于 xOy 平面对称, fpx, y, zq 在 Σ̄ 上连续, 且满足

fpx, y, zq “ ´fpx, y,´zq,

问:

ĳ

Σ

fpx, y, zq dS “ 2

ĳ

Σ1

fpx, y, zq dS 还是等于 0? (其中 Σ1 是 Σ 在 xOy

平面以上的部分.)

3. 若 Σ 分块光滑, 且关于 xOy 平面对称, Rpx, y, zq 在 Σ̄ 上连续, 且满足

Rpx, y, zq “ ´Rpx, y,´zq,

问:

ĳ

Σ

Rpx, y, zq dx dy “ 2

ĳ

Σ1

Rpx, y, zq dx dy 还是等于 0? (其中 Σ1 是 Σ

在 xOy 平面以上的部分, 取侧与 Σ 取侧相一致.)

4. 设 Σ 是平面 Π 内的一个有界区域, 其面积为 S, Π 取上侧的法向量为 n, 且

cospn, zq “ µ. 证明: Σ 在 xOy 平面上的投影的面积为 µS, 并利用这个结果重

新计算例题 21.4.2.

5. 求 I1 “

ĳ

Σ

z dx dy, I2 “

ĳ

Σ

z2 dx dy, Σ 是球面 x2
` y2

` z2
“ a2, 取外侧.

6. 计算

ĳ

S

xz dy dz`yx dz dx`yz dx dy, S 是圆柱面 x2
`y2

“ 1在 ´1 ď z ď 1

及 x ě 0 的部分, 取前侧.

7. 求

ĳ

S

xpz2
´ y2

q dy dz ` ypx2
´ z2

q dz dx ` zpy2
´ x2

q dx dy, 其中 S 是

y2
` z2

“ 1 被 x “ 0, x “ 1, z ` y “ 0, z ´ y “ 0 截取的上方部分, 取外侧.
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25.3.2练习题

1. 利用 Gauss 公式计算积分:

(1)

£

S

ypx ´ zq dy dz ` z2 dz dx ` py2
` xzq dx dy, 其中 S 是正立方体 @跟

锦数学微信公众号

tpx, y, zq; 0 ď x ď a, 0 ď y ď a, 0 ď z ď au pa ą 0q

的表面, 取内侧;

(2)

£

S

px3
` xq dy dz ` py2

´ xzq dz dx` pz3
` zq dx dy, 其中 Σ 是球面 x2

`

y2
` z2

“ 2z, 取外侧;

(3) 设 A1 “ x
3
´ x2y ` z3, A2 “ xy

2
` y3, A3 “ xz ` z

2, Σ 是由 yOz 平面

上的抛物线 z “ 1 ´ y2 与 z “ 0 所围成的平面区域绕 z 轴旋转后所得的旋

转体的表明, 取外侧. 试求 @跟锦数学微信公众号
£

Σ

ˆ

BA3

By
´
BA2

Bz

˙

dy dz `

ˆ

BA1

Bz
´
BA3

Bx

˙

dz dx `

ˆ

BA2

Bx
´
BA1

By

˙

dx dy.

2. 先添加辅助面, 再用 Gauss 公式计算下列曲面积分:

(1)

ĳ

Σ

px2 cosα ` y2 cosβ ` z2 cos γq dS, 其中 Σ 是锥面 z2
“ x2

` y2 在

0 ď z ď h 的一段, pcosα, cosβ, cos γq 为 Σ 上的单位法向量, 其方向为下

方;

(2)

ĳ

Σ

x3 dy dz ` y3 dz dx` z3 dx dy, 其中 Σ 为球面 x2
` y2

` z2
“ a2 之上

半部分, 取上侧;

(3)

ĳ

Σ

ˆ

x3

a3
` y3z3

˙

dy dz`

ˆ

y3

b3
` z3x3

˙

dz dx`

ˆ

z3

c3
` x3y3

˙

dx dy, 其中

Σ 为椭球面
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1, x ě 0, 取后侧.

3. F px, y, zq 是定义在 R3 上的光滑函数, 且 F px, y, zq “ 0 是一个以原点为顶点的

锥面 Σ, 如果 Σ 与平面 Π : Ax `By ` Cz “ D 围成一个椎体, 证明: 此椎体

的体积 V “
1

3
SH, 其中 S 为平面 Π 上锥底部分的面积, H 为顶点到锥底的高.

4. 求由曲面 px2
` y2

` z2
q
2
“ a2xy 所围成的立体的体积.
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5. 求

ĳ

Σ

px3
` y3

q dy dz ` px3
` 2x2yq dz dx ´ x2z dx dy, 其中 Σ 是单叶双曲面

x2
` y2

´ z2
“ 1 在 0 ď z ď

?
3 的部分, 取外侧.

6. V “
 

px, y, zq;x2
` y2

ă z ă 1
(

, S “ BV , 求积分

£

S

yz dz dx ` px2
`

y2
qz dx dy, 积分沿外法线方向.

7. 求第二型曲面积分

£

S

z dy dz`cos y dz dx` dx dy, 其中 S 为 x2
`y2

`z2
“ 1

的外侧.

25.3.4练习题

1. 设 C 是平面 x cosα ` y cosβ ` z cos γ ´ p “ 0 上逐段光滑的闭曲线, C 所界

的面积为 S, C 的定向与 pcosα, cos γ, cos γq 成右手系, 试计算积分 @跟锦数学

微信公众号

¿

L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx dy dz

cosα cosβ cos γ

x y z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

2. 求

¿

C

py ´ zq dx ` pz ´ xq dy ` px ´ yq dz, C 为 x2
` y2

“ 1 与 x ` y ` z “ 1

的交线, 从 x 轴正向看是逆时针方向.

3. 求

ż

C

pz3
` 3x2yq dx ` px3

` 3y2zq dy ` py3
` 3z2xq dz, 其中 C 是 z “

a

a2 ´ x2 ´ y2 与 x “ y 的交线, 自 A

ˆ

a
?

2
,
a
?

2
, 0

˙

到 B

ˆ

´
a
?

2
,´

a
?

2
, 0

˙

.

4. 用 Stokes 公式求 @跟锦数学微信公众号
ż

C

ex`z
 

rpx ` 1qy2
` 1s dx ` 2xy dy ` xy2 dz

(

,

其中 C 是右半柱面 |x| ` |y| “ a py ą 0q 与平面 y “ z 的交线上从 p´a, 0, 0q

到 pa, 0, 0q 的一段 (a ą 0).

5. 设 C 是空间任一逐段光滑的简单闭曲线, fpxq, gpxq, hpxq 是任意连续函数. 证

明: @跟锦数学微信公众号
¿

C

rfpxq ´ yzs dx ` rgpyq ´ xzs dy ` rhpzq ´ xys dz “ 0.
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6. 求

ĳ

Σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosα cosβ cos γ
B

Bx

B

By

B

Bz

x ´ z x3
´ yz ´3xy2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dS, 其中 Σ 是 x2
` y2

` z2
“ R2 在 z ě 0

的部分, pcosα, cosβ, cos γq 是 Σ 下侧的单位法向量.

7. 求

¿

C

y dx ` z dy ` x dz, 其中 C 是 x2
` y2

` z2
“ a2 与 x ` y ` z “ 0 的交

线, 从 z 轴正向看是逆时针方向.

25.3.6练习题

1. 证明: 下列微分式是全微分, 并求出其原函数:

(1) px2
´ 2yzq dx ` py2

´ 2xzq dy ` pz2
´ 2xyq dz;

(2)

„

x

px2 ´ y2q2
´

1

x
` 2x2



dx `

„

1

y
´

y

px2 ´ y2q2
` 3y3



dy ` 5z3 dz.

2. 求

ż p6,1,1q

p1,2,3q

yz dx ` xz dy ` xy dz.

3. 设 C 是由球面 x2
`y2

`z2
“ a2 上的任一点沿任一路径运动到球面 x2

`y2
`z2

“

b2 (b ą a) 上的任一点的轨迹, C 分段光滑, 证明: @跟锦数学微信公众号
ż

C

r3
px dx ` y dy ` z dzq “

1

5
pb5

´ a5
q,

其中 r “
a

x2 ` y2 ` z2.

25.5.3参考题

1. 设 S 是平面 x ` y ` z “ t 上被球面 x2
` y2

` z2
“ 1 所割下的部分, @跟锦数

学微信公众号

ϕpx, y, zq “

#

1 ´ x2
´ y2

´ z2, x2
` y2

` z2
ď 1,

0, x2
` y2

` z2
ą 1.

证明:

ĳ

S

ϕpx, y, zq dS “

$

&

%

π

18
p3 ´ t2q2, |t| ď

?
3,

0, |t| ą
?

3.

2. 证明:

ż 2π

0

dx

ż π

0

sin yesin ypcosx´sinxq dy “
?

2πpe
?

2
´ e´

?
2
q.
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3. 设 Ω 为空间第一卦限中的区域, 函数 fpx, y, zq 在 Ω 上有连续一阶偏导数, S

为 Ω 中任一光滑闭曲面, 试给出第二型曲面积分 @跟锦数学微信公众号
ĳ

S

fpx, y, zqpx dy dz ` y dz dx ` z dx dyq “ 0

的充分必要条件, 并证明之.

4. 设 Σ 是光滑的闭曲面, 围成的区域为 Ω, n 为 Σ 上单位外法向量, px0, y0, z0q

为 Ω 内固定一点, px, y, zq P Ω, r “ px ´ x0, y ´ y0, z ´ z0q, 证明: @跟锦数学

微信公众号
£

Σ

cospn, rq dS “ 2

¡

Ω

dx dy dz

|r|
.

5. 已知平面 Π : Ax`By`Cz “ D, 对于 Π 的任一定向,求 w “ P px, y, zq dx`

Qpx, y, zq dy`Rpx, y, zq dz, 使得沿 Π 上任意逐段光滑简单封闭曲线 Γ (Γ 的

定向与 Π 的定向一致) 恒有

¿

Γ

w “ SpΓ q, 其中 SpΓ q 为 Γ 在 Π 上所围区域的

面积.

6. 设 Γ 是 R3 中逐段光滑简单封闭定向曲线, 对于 px, y, zq R Γ , 定义 @跟锦数学

微信公众号

P px, y, zq “

¿

Γ

pζ ´ zq dη ´ pη ´ yq dζ

r3
,

Qpx, y, zq “

¿

Γ

pξ ´ xq dζ ´ pζ ´ zq dξ

r3
,

Rpx, y, zq “

¿

Γ

pη ´ yq dξ ´ pξ ´ xq dη

r3
,

其中 pξ, η, ζq P Γ 是积分变元, r “
a

pξ ´ xq2 ` pη ´ yq2 ` pζ ´ zq2. 证明:

@跟锦数学微信公众号

BQ

Bx
“
BP

By
,

BR

By
“
BQ

Bz
,

BP

Bz
“
BR

Bx
.

7. 在上题中求函数 upx, y, zq, 使得 du “ P dx `Q dy `R dz.

8. 利用 Gauss 公式证明 Archimedes 的流体静力学定律: 物体在液体中所受的浮

力等于物体排开液体的质量, 方向垂直向上.
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第26章场论初步

26.1.5练习题

1. 证明关系式 (26.7)-(26.14).

2. 证明命题 26.1.1.

3. V Ă D Ă R3, A 在 D 上连续可微, 证明: @ p0 P V , 成立

(1) divApp0q “ lim
dimVÑ0

1

|V |

£

Σ

A ¨ n dS, 其中 Σ “ BV 为 V 的边界, dimV

是 V 的直径, |V | 为 V 的体积, n 为 Σ 的单位外法向量;

(2) curlApp0q “ lim
dimVÑ0

1

|V |

£

Σ

n ˆA dS;

(3) gradϕpp0q “ lim
dimVÑ0

1

|V |

£

Σ

ϕn dS, 其中 ϕpx, y, zq 在 D 上连续可微.

4. 设 f 是 R 上的可微函数, r “ xi ` yj ` zk, r “ |r|, 求 grad fprq, div pfprqrq

和 curl pfprqrq.

5. 设 r “ xi ` yj ` kk, c 是常向量, 证明:

(1) curl r “ 0;

(2) curl pc ˆ rq “ 2c.

6. 求满足 div pfprqrq “ 0 的函数 fprq.

7. 设 A,B 是无旋场, 证明: A ˆB 是无源场.

26.2.4练习题

1. 证明:

(1) ∇ ˆ p∇fq “ 0;

(2) ∇p∇ ¨ aq ´∇ ˆ p∇ ˆ aq “ ∆a, 其中 ∆a “ p∆a1,∆a2,∆a3q.

2. (第二 Green 公式) 设 Σ 为分片光滑封闭曲面, 围成的区域为 Ω, u, v 在 Ω̄ 上

二次连续可微. 证明: @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

pv∆u ´ u∆vq dx dy dz “

£

Σ

ˆ

v
Bu

Bn
´ u

Bv

Bn

˙

dS,
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其中 n 为 Σ 的单位外法向量.

3. Σ 为分片光滑封闭曲面, 围成的区域为 Ω, u 在 Ω̄ 上二次连续可微, 在 Ω 上调

和. 证明: @跟锦数学微信公众号
¡

Ω

|∇u|2 dx dy dz “

£

Σ

u
Bu

Bn
dS,

并由此证明调和函数的唯一性, 即调和函数在 Ω 内部的值由它在边界 Σ 上的值

唯一确定.

4. 在调和函数性质 1 的条件下, 证明: @跟锦数学微信公众号

upM0q “
1

4
3
πR3

¡

BRpM0q

upx, y, zq dx dy dz.

5. 证明命题 26.2.1 的推论.

6. 证明: Poisson 积分公式 (26.20) 定义的函数是调和函数.

7. 证明: 调和函数无限次可微.

8. 若 f 和 g ˝ f 都是一连通开集上的调和函数, g 二阶连续可微, f 不是常值函数,

证明: g 是线性函数.

9. 证明: 问题 @跟锦数学微信公众号

∆u “ fpx, y, zq, px, y, zq P D,
Bu

Bn
“ gpx, y, zq, px, y, zq P BD

有解的必要条件是

¡

D

f dx dy dz “

£

BD

g dS.

26.3.2第1组参考题

1. 设 A,B 为光滑向量场, 证明:

(1) ∇pA ¨Bq “ A ˆ p∇ ˆBq `B ˆ p∇ ˆAq ` pB ¨∇qA ` pA ¨∇qB;

(2) ∇ ˆ pA ˆBq “ pB ¨∇qA ´ pA ¨∇qB ` p∇ ¨BqA ´ p∇ ¨AqB.

2. 设 G 是 R3 中关于原点的星形区域, F px, y, zq 为 G 上的光滑无源场, 定义 @跟

锦数学微信公众号

Apx, y, zq “

ż 1

0

rtF ptx, ty, tzq ˆ rs dt.
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利用上题 (2) 证明: ∇ ˆA “ F .

3. 设 A 是 R3 中的光滑向量场, B 是 R3 上二次连续可微的向量场, 满足 @跟锦数

学微信公众号

∇ ˆB “
1

r
p∇r ˆAq,

其中 r “
a

x2 ` y2 ` z2, 证明:

¿

L

A ¨ r ds “ 0, 其中 L 是以原点为中心的球面

上的封闭光滑简单定向曲线, τ 是 L 上与其方向一致的单位切向量.

4. 设长度为 l 的平面简单闭曲线 C 由方程 F px, yq “ 0 确定. F px, yq 二阶连续可

微, 且 ∇F px, yq ‰ 0, 设 D “ tpx, yq;F px, yq ą 0u 为曲线 C 围成的区域, 计

算二重积分

ĳ

D

∇ ¨

ˆ ∇F
|∇F |

˙

dx dy.

5. 设 upx, y, zq 是连续函数, 它在 M px0, y0, z0q 处有连续二阶偏导数, 记 @跟锦数

学微信公众号

F pRq “
1

4πR2

£

BBRpMq

upx, y, zq dS,

其中 BBRpM q 是以 M 为中心, R 为半径的球面. 证明: lim
RÑ0

F pRq “ upM q. 若

∆upM q 不等于零, 求无穷小量 F pRq ´ upM q 的主要部分.

6. 设 u, v 在 Ω̄ 上二阶连续可微, 且在 Ω 的边界上 u “ v. 如果 u 是调和函数, 则

@跟锦数学微信公众号
¡

Ω

|∇u|2 dx dy dz ď

¡

Ω

|∇v|2 dx dy.

7. 设 upx, y, zq 在 x2
` y2

ă 1 二阶连续可微, 且 ∆u “ e´px
2`y2q, 证明: @跟锦数

学微信公众号
ĳ

x2`y2ă1

ˆ

x
Bu

Bx
` y

Bu

By

˙

dx dy “
π

2e
.

26.3.2第2组参考题

1. 证明: 处处满足平均值公式的连续函数一定是调和函数.

2. 设 unpx, yq 是定义在圆盘 BR 上的调和函数序列, 都在 B̄R 上连续, 若 unpx, yq

在 BR 的边界 BBR 上一致收敛, 则 unpx, yq 在 BR 上也一致收敛, 并且极限函

数也是调和函数.
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3. 设 upx, y, zq 在区域 D 上二阶连续可微, 证明: ∆u ě 0 p@ px, y, zq P Dq 的成

分必要条件是 @跟锦数学微信公众号

upM0q ď
1

4πR2

£

BBRpM0q

upx, y, zq dS, @ BRpM0q Ă D.

4. 设 upx, y, zq 是由光滑曲面 S 所包围的有界区域 Ω 上的调和函数, 则 @跟锦数

学微信公众号

upx, y, zq “
1

4π

£

S

„

upξ, η, ζq
cospr, nq

r2
`

1

r

Bupξ, η, ζq

Bn



dS,

其中 r “ pξ ´ x, η ´ y, ζ ´ zq, r “ |r|.

5. 利用 Poisson 积分公式证明不等式 @跟锦数学微信公众号

R ´ r

R ` r
upx0, y0q ď upx, yq ď

R ` r

R ´ r
upx0, y0q,

其中 u 是以 R 为半径, px0, y0q 为圆心的开圆盘上的非负调和函数, r ă R 是

px, yq 与 px0, y0q 的距离.

6. 证明: 全平面上有界的调和函数一定是常数.

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 881 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0


张祖锦编著 微信: zhangzujin361 微信公众账号: 跟锦数学/跟锦考研/小锦教学/数学考研锦囊/数学
奥赛

张祖锦的资源库大全, 免费参考答案见跟锦数学微信公众号下方菜单的免费解答. 第 882 页

http://mp.weixin.qq.com/s?__biz=MzU3OTExMzI1Mg==&mid=2247508511&idx=2&sn=89033f03e60f1930fbba529825ed3a0d&chksm=fd69fa54ca1e734259dfba245ebf644684b6602f96f6cf64f295c22069931f5bf39eb7c5cec0

	数学分析篇
	高等代数
	其它数学课程
	数学考研竞赛题海
	大学生数学竞赛试题
	2021年考研试题
	考研竞赛试题参考解答
	裴礼文数学分析中的典型问题与方法练习题汇总
	谢惠民恽自求易法槐钱定边数学分析习题课讲义所有题目汇总

